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7. MOCNINY 

Slovo „mocnina" v textoch úloh tejto kapitoly třeba 
chápat ako „mocnina, ktorej základ je prirodzené číslo 
a exponent je prirodzené číslo vačšie než 1". Teda na-
příklad spomedzi čísel od 1 do 20 mocninami sú 1, 4, 8, 
9, 16. Připomínáme, že obdobné .sa používá slovo 
„štvorec" pře druhů mocninu (a v ruštině a angličtině 
a j ekvivalent slova „kočka" pre tretiu mocninu; u nás to 
znie trochu neobvykle). Vo váčsine úloh pójde o dókaz 
toho, že nějaké velké číslo nie je mocninou. 

t l o h a 7.1. Nech číslo 

A = 100101102 . . . 998999 

vznikne tak, že napíšeme za sebou všetky trojciferné 
čísla v poradí podfa verkosti. Dokážte, že A nie je moc-
nina. 

Riešenie. Určme najprv A MOD 999. Na to stačí A 
rozdělit na 3-ciferné skupiny (od konca, ale tu na tom 
nezáleží), a určit ich súčet S. Potom platí A MOD 999 = 
= S MOD 999; ak bude S velké, možno postup zopako-
vat. Takto dostáváme 

A MOD 999 = (450.(100 + 999))MOD 999 = 45 

Pretože 999 = 27.37, dostaneme odtiaT lahko 

A MOD 27 = 18. 
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OdtiaT vidno, že %\A, 27M, teda exponent prvočísla 3 
v rozklade A je rovný dvora. Preto A nemóže byť vyášou 
než druhou mocninou. Avšak zrejme platí A = 
= 3 (mod 4), teda A nie je ani stvorec. • 

Úloha .7.2. Nech číslo 

B = 12345 . . . 999910000 
vznikne tak, že napíšeme za sebou všetky prirodzené 
čísla od 1 po 10000 v poradí podra velkosti. Dokažte, že 
B nie je mocnina. 

Riešenie. Kedže B končí štyrmi nulami, tak keby B 
bolo mocninou, bolo by aj štvorcom (každá štvrtá moc-
nina je súčasne štvorec). Potom by aj číslo B/10000 
bolo štvorcom, ale to nie je možné, pretože 

5/10000 = 3 (mod 4). • 

Úloha 7.3. Nech číslo 

C = 1000010001 . . . 9999899999 

vznikne tak, že napíšeme za sebou všetky páťmiestne 
čísla vo vzostupnom poradí. Dokážte, že číslo C nie je 
mocnina. 

Riešenie. Určme najprv C MOD 999. Platí 
99999 

C = E i. ÍO5-'99989- '1. 
>=10000 

Každé páťmiestne číslo i možno jednoznačne vyjadriť 
v tvare 10000 + k + 3j, 0 ^ k ^ 2, 0 ^ j ^ 29999, 
a preto 

2 29099 
C = S E (10000 + k + 3j). 105.(89999-a 

k=0 i= 0 
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Pretože 103 = 1 (mod 999), možno při určovaní 
C MOD 999 exponenty (so základom 10) znížit o náso-
bok 3. Pretože 

5.(89999 — k — 3j) = 2. (2 — k) (mod 3), 

móžeme doaiahnuť, že exponenty nebudu závisieť od j 
a příslušné činitele možno vybrat pred druhů sumu. Tak 
dostaneme 

2 29009 
C = 2 lo2-^-*). 2 (10 + k + 3 j) (mod 999), 

k=0 j = 0 

2 
( 7 = 2 1 0 « ( 3 0 0 0 0 . (10 + k) + 3.29999.15000) 

*=o 
(mod 999), 

C = 2 10«"^.(300 -f 30 A + 3.29.15) (mod 999). 

Ďalej počítá jme modulo 999. 
2 

C = 2 10«-«*. (300 + 30Jfc + 1305) = 
k — 0 

= 10.606 + 100.(606 + 30) + 1.(606 + 60) = 
- 6060 + 63600 + 666 = 66 + 663 + 666 = 

= 1395 = 396 (mod 999). 
Teda zistili sme C MOD 999 = 396. 
Pretože 271999, platí 

C MOD 27 = 396 MOD 27 = 18. 

Z toho vyplývá 3*|C, 331 C, teda C nemóže byť vyášou 
než druhou mocninou. Štvorcom však tiež nie je, pretože 
C = 3 (mod 4). • 
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t loha 7.4. Nech číslo 

D = 10001001 . . . 99989999 

vznikne tak, že napíšeme za sebou všetky štvormiestne 
prírodzené čísla vo vzostupnom poradí. Dokážte, že D 
nie je mocnina. 

Riešenie. Určíme D MOD 999. Platí 

D = IT »'. io«.(M®»-<). 
i =1000 

Ak každé i vyjádříme v tvare 1000 + k + 3j, 0 ^ k á 
^ 2, dostaneme 

2 2009 
D = E E (1000 + k + 3j). io*-«»<»-*-«>. 

4 = 0 i=0 
Z nížením exponentov o násobky troch a vybratím čini-
t d a nezávislého od j před druhů sumu dostaneme 

2 2000 
D = E 102-*. E (1 + k + 3j) (mod 999). 

t=o j=0 

Ďalej počítajme modulo 999: 

D = t 10*-*.(3000 + 3000& + 3.2999.1500) = 
*=o 

= Ě ÍO8"* (12 + Sk) = 1200 + 150 + 18 = 
*=o 

= 369 (mod 999). 

Pretože 271999, platí D MOD 27 = 369 MOD 27 = 18, 
a preto 3*j/>, 3*1 D. Teda D nemóže byť vyššia než 
druhá mocnina. D však nie je ani štvorec, pretože D = 
= 3 (mod 4). • 
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Úloha 7.5. Nech číslo A vznikne tak, že napíšeme za 
sebou dekadické zápisy prírodzených čísel od 1 po 6666 
v lubovolnom poradí (ale každé právě raz). Dokážte, že 
A nie je mocnina. 

Riešenie. Pretože 10* = 1 (mod 9) pre každé celé 
nezáporné k, platí (počítáme modulo 9) 

«««e 
A = Z i = 6667.3333 = 7.3 = 3 (mod 9). 

<=i 
Preto 3 3 2 \ A, teda A nie je mocninou. • 

Úloha 7.6. Dokážte, že pri žiadnej voTbe znamienok nie 
je číslo 

X = 60<í,6n ± 58M&8 ± 565,S* ± . . . ± 4*4 ± 22Ž 

mocnina. 

Riešenie. Platí 2*\X, 251 X. Teda keby číslo X bolo 
mocninou, bolo by aj štvorcom. Aby sme ukázali, že X 
nie je štvorcom, označme Y = eo3080®9. 

Zrejme X Y* (například preto, že 32 | X a 321 71). 
Ak teraz ukážeme, že X sa nachádza medzi (Y — l)2 

a (Y + l)2, bude to znamenat, že X nie je štvorec, pre-
tože jediný štvorec medzi týmito číslami je Y*. Na to 
odhadujme: 

\X — y | ^ 58mM + 56M" + . . . + 44< + 2ai < 
< 29.60"" < Y. 

Odtial už Tahko vyplývá 

(Y— l)2 < Y2— y < Z < 7 2 + y < ( 7 + 1)», 

teda X naozaj nie je štvorec. PodTa úvahy na začiatku 
riešenia potom X nie je mocnina. • 
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tJloha 7.7. Dokážte, že číslo 

B = 1817" + 181®17 

nie je mocnina. 

Riešenie. Pretože 171B > 1917, možno číslo B napísat 
v tvare 

B = 1819l7.(l8171"-"17 + l). 

Činitele vpravo sú navzájom nesúdelitelné. Preto keby 
B bolo mocninou, bolo by a j devátnástou mocninou, 
a a j druhý činitel vpravo by bol devátnástou mocninou. 
Ukážeme však, že je delitefný piatimi, no už nie je deli-
telný 53 (a tým skór 519). 
Platí (počítáme modulo 125): 

1810 = (20 — 2)10 = — P g ° j . 2 0 . 2 B + 21 0 = 

eh 210.(—10.10 + 1) = 24.26 = 252 — 1 = 
= —1 (mod 125), 

a preto 182® = 1 (mod 125). Preto exponent 1719 — 1917 

budeme smieť redukovat modulo 20; urobme to dopředu 
(počítáme modulo 20): 

171« _ 1917 = 171« MOD 4 _ ( 1)17 = 17« + i = 

= (—3)» + 1 = —26 = 14 (mod 20). 

Preto platí (počítáme modulo 125) 

1 8 i7i»-i»« + j _ 1 8 i 4 + i = 1810.18« + 1 = 

= —324« + 1 = —51« + 1 = —2601 + 1 = 
= 25 (mod 125). 

Odtial vidíme, že druhý činitel je delitefný 52, ale nie 53. 
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Preto tento činitel nemóže byť 19. mocnina, a teda B 
nie je mocnina. • 

Samozrejme, platí tiež 5 2 |5 , 5 3 \ B . Keby sme riese-
nie začali takto, zistili by sme tým, že B móže byť na-
najvýá druhá mocnina. Ďalej by sme mohli zistiť, že 
exponent dvojky v rozklade B je nepárny; přitom by 
sme ani nepotřebovali zisťovať, či 17" > 1917. Došli 
by sme k obdobnému sporu ako vyšsie. Iná možnosť by 
bola vypočítat 

B M O D 7 = ( i gi71*MOD s + 18IB17MOD8] M Q D 7 = 

= (45 + 41) MOD 7 = (210 + 4) MOD 7 = 

= (24 + 4) MOD 7 = 6. 

Potom číslo B nemóže byť štvorec, pretože 6 je kvadra-
tický nezvyšok modulo 7. 

Úloha 7.8. Dokážte, že číslo 

C = 171®1® + 1918" 

nie je mocnina. 

Rieáenie. Oba sčítance v C sú nepárne štvorce, a teda 
C MOD 8 = (1 + 1) MOD 8 = 2. 
Potom 2| C, 4 \C, a preto C nemóže byť mocnina. • 

Obdobným spósobom, teda výpočtom modulo 8, mož-
no rieáiť následujúce dve úlohy. 

Úloha 7.9. Dokážte, že číslo 

171®1' + 171,18 + 1817'* + 18"" + 19"18 + 1918" 

nie je mocnina. 
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Úloha 7.10. Dokážte, že číslo 

3* + 3** + 6»* + 6** + 9*' + 9*" 

nie je mocnina. 

Úloha 7.11. Dokážte, že číslo 

D = 4? + 4** + + 6»4 + 8**+ S* 

nie je mocnina. 

Rieienie. Najprv zistíme exponent prvočísla 2 v roz-
klade D. Exponenty prvočísla 2 v jednotlivých sčítan-
cocb sú 

2.6», 2.8*, 4», 8«, 3.4«, 3.64 . 

Z týcbto čísel je najmen£ie posledně; všetky ostatně sú 
váčšie. Preto exponent prvočísla 2 v rozklade D je 
3.64 = 3S.24; teda ak D je mocninou, tak je i druhou 
alebo trefou mocninou. Počítajme teraz D MOD 7, pri-
čom exponenty hned zredukujeme vzhladom na vztahy 

43 = 6* = 81 = 1 (mod 7). 
Platí 

D MOD 7 = (4° + 4 l + 1 + 1 + 1 + 1) MOD 7 = 2. 

Pretože 2 je kubický nezvyfiok modulo 7 (t. j.: kongru-
encia x3 = 2 (mod 7) nemá rieáenie), nemóže byť D tre-
fou mocninou. Vy po čí ta jme ešte D MOD 17. Pretože 
9>(17) = 16 delí exponenty všetkých šiestich sčítancov 
v čísle D a 17 nedelí 4, 6, 8, platí 

DMOD 17 = ( 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1) MOD 17 = 6. 

Číslo 6 je kvadratický nezvyfiok modulo 17, pretože 

6» = 364 s 24 = 10 + 1 (mod 17), 
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a preto D nemóže byť štvorec, teda D nie je mocni-
nou. • 

V predloženom nesení sme nepočítali výrazy 

D MOD 3, D MOD 5, D MOD 11, D MOD 13. 

Pri hladaní riešenia („na koncepte") by sme asi aj tieto 
výrazy vypočítali, pretože by však nevylúčili žiaden 
z dvoch zostávajúcich prípadov, bolo by zbytočné ich 
do riešenia uvádzaf. 

Z doterajších úloh čitatel mohol získat dojem, že 
„velké čísla" asi nie sú mocninami, ak len nie sú priamo 
ako mocniny zadané. Potom budú nasledujúcie úlohy 
trochu překvapením. 

Úloha 7.12. Nájdite aspoň jednu trojicu po dvoch 
róznych celých čísel x, y, z váčších než 1 a takých, že 

x»1 + x1* 
je mocninou. 

Pretože táto úloha má riešenie dokonca v jednocifer-
ných číslach, necháme ich nájdenie čitatelovi. 

Úloha 7.13. Nájdite aspoň jednu deváticu po dvoch 
róznych celých čísel a, b, c, d, e, f , g, h, i váčších než 1 
a takých, že 

a v + ď> = g*. 

Riešenie. Polpžme g = 2n, kde n = (87 + 1); 

je w = 233017, ale nám stačí vedieť len n e P, n > 4. 
Dalej položme h = 3, i = 2. Potom platí 

ghi = (2»)' - 2«7+l = 2 . 2 8 ' = 2.2*1. 
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Čísla a, b, c, d, e, / budeme volit tak, a by 

a" -- d'' = 2 8 \ 

Platí 

2*21 = 2*44 * = 4líS, 2fil = 28 * = 2568' 

a z toho už vidno jednu z možností pře o, b, c, d, e, f . 
Vietky čísla a až i možno vyčítat zo vzorca 

41*" + 256"* = (2»»>")í2. • 

Číslo g sme pochopitelné neuviedli v dekadickom zá-
pise; ten by mal viac než 70 000 číslic, dal by sa nájst 
len pomocou počítača a bol by aj tak celkom neprehlad-
ný a nevhodný. 
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