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53

2 L’ubica Holá: Zovšeobecnenie pojmu spojitost’
funkcie

Vel’ká čast’ prác prof. Neubrunna sa venuje rôznym zovšeobecneniam pojmu
spojitosti, hlavne kvázispojitosti, trocha spojitosti a c-spojitosti funkcií
a multifunkcií (množinovo-hodnotových zobrazení).

Už od vzniku pojmu funkcie vlastnost’ spojitosti funkcie dobre vystiho-
vala predstavy o neprerušovanom dianí, o dráhe pohybujúceho sa bodu,
atd’. Spojitosti funkcie sa venovala aj sa venuje vel’ká pozornost’, a preto sú
prirodzené snahy o zovšeobecnenie tohto pojmu. Jedno takéto zovšeobecne-
nie vzniklo pri štúdiu bodov spojitosti funkcií z Rn do R, ktoré sú spojité
v každej premennej a získalo vel’ké aplikácie.

Už R. Baire v 1899 vo svojom článku [2] dokázal nasledujúci výsledok:

Nech f : R2 → R je funkcia, ktorá je spojitá v každej premennej. Potom
f má nasledujúcu vlastnost’:

(*) Pre ∀ bod (x0, y0) ∈ R2, pre ∀ kruh K so stredom (x0, y0) a pre
∀ε > 0 ∃ kruh K1 ⊂ K taký, že |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε pre ∀(x, y) ∈ K1.

R. Baire tiež poznamenal vo svojej práci ([2], strana 95), že podmienka
(*) bola navrhnutá Vitom Volterrom.

Vlastnost’ (*) dostala pomenovanie kvázispojitost’. Pojem kvázispoji-
tosti bol zavedený S. Kempistym v roku 1932 v jeho práci [33] pre reálne
funkcie niekol’kých reálnych premenných. Kempisty uvádza vo svojej práci
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[33], že kvázispojitost’ má svoj pôvod v práci H. Hahna [21] z roku 1919.
Zrejme Kempisty nemal informácie o Bairovej práci z roku 1899.

Kempistyho definícia kvázispojitosti sa dá zovšeobecnit’ pre l’ubovol’né
topologické priestory.

Definícia 2.1. ([46]) Nech X a Y sú topologické priestory. Nech f : X → Y .
Hovoríme, že f je kvázispojitá v bode x0 ∈ X, ak pre každú otvorenú množinu
U ⊂ X, takú, že x0 ∈ U a pre každú otvorenú množinu V ⊂ Y , takú, že
f(x0) ∈ V , existuje taká neprázdna otvorená množina G ⊂ U , že f(G) ⊂ V .
Funkcia f : X → Y je kvázispojitá, ak je kvázispojitá v každom bode x ∈ X.

N. Levine uvádza v práci [38] definíciu polospojitej (semicontinuous)
funkcie pomocou pojmu polootvorenej množiny. V práci [54] sa dokazuje,
že tento pojem polospojitej funkcie pomocou polootvorenej množiny je to-
tožný s pojmom kvázispojitej funkcie, ako je definovaný v hore uvedenej
definícii.

W. W. Bledsoe vo svojej práci [6] zaviedol pojem susedskej (neigh-
bourly) funkcie pre metrické priestory X a Y . V práci [41] S. Marcus do-
kázal, že pojem neighbourly funkcie je ekvivalentný pojmu kvázispojitej
funkcie z Definície 1.

Ďal’ší užitočný pojem zovšeobecnej spojitosti, ktorý úzko súvisí s kvá-
zispojitost’ou je pojem spríbuznenej (cliquish, apparentée) funkcie. Pojem
spríbuznenej funkcie bol zavedený H. Thielmanom v jeho práci [61].

Definícia 2.2. ([61]) Nech X je topologický priestor a nech (Y, d) je metrický
priestor. Nech f : X → Y . Hovoríme, že funkcia je spríbuznená (cliquish,
apparentée) v bode x0 ∈ X, ak pre každé ε > 0 a pre každú otvorenú množinu
U ⊂ X, takú, že x0 ∈ U existuje taká neprázdna otvorená množina G ⊂ U ,
že pre každé dva body x1, x2 ∈ G platí d(f(x1), f(x2)) < ε. Ak je funkcia
f : X → Y spríbuznená v každom bode x ∈ X, hovoríme, že f je spríbuznená
na X.
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Zrejme ak f je spojitá v x0 ∈ X, tak je tiež kvázispojitá v x0 a tiež
spríbuznená v x0. Ak f je kvázispojitá v x0 ∈ X, tak je tiež spríbuznená
v x0. Obrátené tvrdenia neplatia (pozri [59]). Napríklad funkcia f : R → R
definovaná tak, že

f(x) = 0 pre x ≤ 0 a f(x) = 1 pre x > 0,

je v bode x = 0 kvázispojitá, ale nie je v ňom spojitá.
Funkcia f : R → R definovaná tak, že

f(x) = 0 pre x �= 0 a f(0) = 1

je v bode x = 0 spríbuznená, ale nie je v ňom kvázispojitá.

Veta 2.1. ([59])Nech X je topologický priestor a nech (Y, d) je metrický pries-
tor. Nech f : X → Y . Potom množina

A(f) = {x ∈ X : f je spríbuznená v x}

je uzavretá v X.

Dôsledok 2.1. ([59]) Nech f : X → Y , kde X je topologický priestor a (Y, d)
je metrický priestor. Nech A(f) je hustá množina. Potom f je spríbuznená
na X.

Z Dôsledku 2.1 vyplýva tiež, že ked’ množina Q(f) bodov kvázispojitosti
funkcie f je hustá v X, tak f je spríbuznená funkcia.

Pojem spríbuznenej funkcie bol použitý T. Neubrunnom, T. Šalátom
a M. Švecom v [59] pri štúdiu bodov spojitosti kvázispojitej funkcie s hod-
notami v metrickom priestore.

Veta 2.2. ([59]) Nech f : X → Y , kde X je topologický priestor a (Y, d)
je metrický priestor. Nech C(f) je množina bodov spojitosti funkcie f . Potom
A(f) \ C(f) je množina typu Fσ a je prvej Bairovej kategórie.
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Veta 2.2 hovorí, že množina bodov nespojitosti spríbuznenej funkcie
nemôže byt’ príliš bohatá z hl’adiska kategórie, ak jej definičný obor je
množina druhej kategórie. Z tohto pohl’adu sa zdá, že spríbuznené, resp.
kvázispojité funkcie s hodnotami v metrickom priestore sú blízke spojitým
funkciám, a preto by sa dalo očakávat’, že budú mat’ aj niektoré známe
vlastnosti spojitých funkcií, napr. to, že sú meratel’né. S. Marcus vo svojej
práci [41] ukázal, že existuje kvázispojitá funkcia f : [0, 1] → R, ktorá nie
je lebesguovsky meratel’ná.

Nasledujúci príklad je príkladom kvázispojitej lebesguovsky nemeratel’-
nej funkcie f : R → R (pozri [29]), ktorej množina bodov nespojitosti je
riedka avšak kladnej Lebesguovej miery.

Príklad 2.1. Nech C je kompaktná, riedka množina kladnej Lebesguovej
miery. Položme d(x,C) = inf{|x − c| : c ∈ C}. Nech N je lebesguovsky
nemeratel’ná podmnožina množiny C. Definujme funkciu f : R → R nasle-
dovne:

f(x) = 0, ked’ x ∈ N , f(x) = 1, ked’ x ∈ C \N a

f(x) = sin(1/d(x,C) pre x /∈ C.

Predpoklad vo Vete 2.2, že Y je metrický priestor je podstatný, ako
ukazuje nasledujúci príklad:

Príklad 2.2. ([56]) Nech X = R s klasickou euklidovskou topológiou τ1
a na Y = R uvažujme topológiu τ2 tzv. Sorgenfreyovej priamky, ktorej bázu
tvorí systém polootvorených intervalov

B = {[a, b) : a < b, a, b ∈ R}.

Je známe ([14]), že priestor (Y, τ2) nie je metrizovatel’ný. Definujme
funkciu f : (X, τ1) → (Y, τ2) nasledovne: f(x) = x pre každé x ∈ X.
Zrejme priestor (X, τ1) je priestor druhej Bairovej kategórie, funkcia f je
kvázispojitá, avšak nie je spojitá v žiadnom bode.
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Povieme, že topologický priestor X je Bairov priestor [14], ked’ každá
neprázdna otvorená množina je druhej Bairovej kategórie. Každý úplny
metrický priestor a lokálne kompaktný priestor je Bairov priestor.

Veta 2.2 má nasledujúci dôsledok pre Bairove priestory:

Dôsledok 2.2. Nech X je Bairov priestor a (Y, d) je metrický priestor. Nech
f : X → Y je kvázispojitá funkcia. Potom množina C(f) bodov spojitosti
funkcie f je hustá Gδ množina v X.

V súvislosti s Dôsledkom 2.2 a Príkladom 2.2 Z. Piotrowski vo svojej
práci [56] položil nasledujúcu otázku pre kvázispojité funkcie definované
na Bairovom priestore.

Otázka 2.1. ([56]) Nech X je Bairov priestor. Pre ktoré topologické
priestory Y (okrem metrických priestorov a priestorov so spočítatel’nou bá-
zou) platí, že každá kvázispojitá funkcia f : X → Y má množinu C(f),
bodov spojitosti funkcie f , neprázdnu?

Otázku 2.1 riešilo mnoho matematikov, spomeňme aspoň práce [31,
35]. V práci [31] L’. Holá a Z. Piotrowski ukázali, že ked’ X je Bairov priestor
a Y je p-priestor s Gδ diagonálou (tzv. zovšeobecnený metrický priestor),
tak každá kvázispojitá funkcia f : X → Y má množinu C(f), bodov spoji-
tosti funkcie f , hustú Gδ v X (teda vel’kú z hl’adiska Bairovej kategórie).

V d’al’šom budeme vidiet’, že Dôsledok 2.2 má aplikácie aj pri štúdiu
vlastností minimálnych usco multifunkcií.

Cenná a často citovaná práca prof. Neubrunna [53], Quasicontinuity,
ktorá vyšla v roku 1989 v Real Analysis Exchange, podáva prehl’ad výsled-
kov, týkajúcich sa kvázispojitosti, ktoré boli získané do roku 1988. Nájdeme
tu výsledky, týkajúce sa bodov spojitosti kvázispojitých funkcií, konver-
gencií kvázispojitých funkcií, ekvivalentné definície kvázipojitosti, aplikácie
kvázispojitosti, atd’. Okrem jedno-hodnotových funkcií uvažuje prof. Neub-
runn vo svojej práci [53] aj množinovo-hodnotové funkcie, ktoré nazýva
tiež multifunkcie.
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L’ahko sa nahliadne, že rovnomerná limita postupnosti kvázispojitých
funkcií je kvázispojitá funkcia. Jednoduchý príklad postupnosti {fn : n =
1, 2, ...}, kde fn : [0, 1] → R, n = 1, 2, ..., fn(x) = xn, ukazuje, že postup-
nost’ kvázispojitých funkcií môže bodovo konvergovat’ k funkcii, ktorá nie
je kvázispojitá [53]. Avšak limitná funkcia je spríbuznená.

Bledsoe vo svojej práci [6] ukázal, že bodová limita postupnosti kvá-
zispojitých funkcií definovaných na topologickom prietore X s hodnotami
v metrickom priestore Y , má množinu bodov nespojitosti prvej Bairovej ka-
tegórie. Ak teda X je Bairov priestor, tak limitná funkcia je spríbuznená,
ako vyplýva z Dôsledku 2.1. Nutná a postačujúca podmienka, aby bodová
limita postupnosti kvázispojitých funkcií definovaných na Bairovom pries-
tore, s hodnotami v metrickom priestore bola kvázispojitá, bola nájdená
v práci [28].

Klasická Kempistyho veta o kvázispojitosti funkcií dvoch premenných,
ktoré sú kvázispojité v každej premennej ([33]), bola zovšeobecnená v [42]
N. F. G. Martinom pre funkcie f : X×Y → Z, kde X je Bairov priestor, Y je
priestor so spočítatel’nou bázou a Z je metrický priestor. Profesor Neubrunn
vo svojej práci [46] našiel d’alšie zovšeobecnenie tejto vety pre regulárny
priestor Z.

Nech f : X × Y → Z je funkcia definovaná na súčine topologických
pries- torov X × Y . Pre každé x ∈ X definujme funkciu fx : Y → Z
nasledovne

fx(y) = f(x, y).

Pre každé y ∈ Y definujeme funkciu fy : X → Z analogicky.

Veta 2.3. ([46]) Nech X je Bairov priestor, Y je priestor so spočítatel’nou
bázou a Z je regulárny. Nech f : X × Y → Z je taká funkcia, že fx : Y → Z
je kvázispojitá pre každé x ∈ X a fy : X → Z je kvázispojitá pre každé
y ∈ Y . Potom f je kvázispojitá.
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Kempistyho veta bola úspešne použitá Marcusom v jeho práci [41]
k získaniu nasledujúceho výsledku, týkajúceho sa diferencovatel’nosti fun-
kcií dvoch premenných:

Veta 2.4. ([41]) Nech f : R2 → R je funkcia dvoch premenných, ktorá má
v každom bode (x, y) konečné parciálne derivácie. Nech fx : R → R je spojitá
pre každé x ∈ R a fy : R → R je spojitá pre každé y ∈ R. Potom množina
tých bodov, v ktorých f nie je diferencovatel’ná, je prvej kategórie.

Výsledok platí aj pre funkcie n-premenných.

Kvázispojitost’ našla svoje aplikácie tiež v teórii topologických grúp
[1, 10, 34, 56], v teórii selekcií množinovo-hodnotových zobrazení [18,
24, 25, 26, 27, 43] a tiež v dynamických systémoch [11]. Nedávno sa ob-
javili zaujímavé práce, v ktorých sa kvázispojitost’ využíva pri štúdiu tzv.
CHART grúp [44]. CHART grupy vznikli pri štúdiu okrajových tokov na
kompaktných priestoroch [44].

Pod vedením profesora Šaláta a profesora Neubrunna na ich seminá-
roch z teórie reálnych funkcií a z teórie multifunkcií vzniklo mnoho prác
venovaných štúdiu kvázispojitosti funkcií a multifunkcií. Spomeňme aspoň
niektoré práce: [8, 36, 39, 43, 45, 55, 53, 58].

V práci [46] prof. Neubrunn pracoval aj s pojmom trocha spojitej fun-
kcie.

Definícia 2.3. ([19]) Nech X a Y sú topologické priestory. Funkcia f : X →
Y sa volá trocha spojitá (somewhat continuous), ked’ pre každú otvorenú
množinu V ⊂ Y takú, že f−1(V ) �= ∅, Intf−1(V ) �= ∅.

Je zrejmé, že každá kvázispojitá funkcia je trocha spojitá.
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Lema 2.1. ([46]) Nech X a Y sú topologické priestory. Funkcia f : X → Y
je kvázispojitá vtedy a len vtedy, ked’ existuje nejaká báza B priestoru X taká,
že reštrikcia f | B je trocha spojitá pre každé B ∈ B.

Pojem trocha spojitej funkcie úzko súvisi s pojmom feebly spojitej fun-
kcie. Feebly spojité funkcie študovali tiež Z. Frolík [16], J. Doboš [12]
a iní matematici. Feebly spojité funkcie sú užitočným nástrojom pri štúdiu
Bairových priestorov.

Veta 2.5. ([16, 22, 5]) Nech X a Y sú topologické priestory. Nech f : X → Y
je bijekcia, taká, že f aj f−1 sú trocha spojité. Potom X je Bairov priestor vtedy
a len vtedy, ked’ Y je Bairov priestor.

Veta 2.6. ([46]) Nech X je Bairov priestor, Y je priestor so spočítatel’nou
bázou a Z je regulárny. Nech f : X × Y → Z je taká funkcia, že pre každé
x ∈ X, fx : Y → Z je trocha spojitá a pre každé y ∈ Y , fy : X → Z je
kvázispojitá. Potom f je trocha spojitá.

Poznamenajme, že dôkaz Vety 2.3 je založený na Lemme 2.1 a Vete 2.6.

Profesor Neubrunn bol prvým slovenským matematikom, ktorý sa ve-
noval štúdiu topologických vlastností množinovo-hodnotových zobrazení
a v tejto oblasti viedol aj mnohých svojich doktorandov alebo študentov:
J. Malík [40], V. Toma [60], V. Baláž [3], M. Matejdes [43], A. Náther
[45], L’. Holá, I. Kupka [30], K. Sakálová [57], D. Holý [23]. Najvýznam-
nejšie sú jeho výsledky týkajúce sa zdola a zhora kvázispojitých multifunkcií
[15, 53, 52, 50, 48, 49].

Pojem množinovo-hodnotového zobrazenia, zhora a zdola polospoji-
tosti množinovo-hodnotového zobrazenia sú klasické pojmy [37].
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Množinovo-hodnotové zobrazenie (multifunkcia) [53] z X do Y je fun-
kcia, ktorá priradí každému prvku z X nejakú neprázdnu podmnožinu
množiny Y . Poznamenajme, že v literatúre sa často pripúšt’a, že množinovo-
hodnotové zobrazenie nadobúda aj prázdne množiny ([5]).

Definícia 2.4. Nech X,Y sú topologické priestory a F je multifunkcia
z X do Y . F sa volá zhora (zdola) polospojitá v bode x0 ∈ X, ked’ pre každú
otvorenú množinu V ⊆ Y , takú, že

F (x0) ⊆ V (F (x0) ∩ V �= ∅)

existuje otvorené okolie U bodu x0 také, že F (x) ⊆ V (F (x) ∩ V �= ∅) pre
každé x ∈ U . F sa volá zhora (zdola) spojitá, ked’ je zhora (zdola) spojitá
v každom bode priestoru X.

Definícia 2.5. ([53]) Nech X,Y sú topologické priestory a F je multifunkcia
z X do Y . F sa volá zhora (zdola) kvázispojitá v bode x0 ∈ X, ked’ pre každú
otvorenú množinu V ⊆ Y , takú, že

F (x0) ⊆ V (F (x0) ∩ V �= ∅)
a pre každú otvorenú množinu U obsahujúcu x0, existuje neprázdna otvorená
množina G ⊆ U taká, že F (x) ⊆ V (F (x) ∩ V �= ∅) pre každé x ∈ G. F sa
volá zhora (zdola) kvázispojitá, ked’ je zhora (zdola) kvázispojitá v každom
bode priestoru X.

Definícia 2.6. ([15]) Nech X,Y sú topologické priestory a F je multifunkcia
z X do Y . F sa volá kvázispojitá v bode x0 ∈ X, ked’ pre každú dvojicu
otvorených množín G1, G2 ⊆ Y , takú, že

F (x0) ⊆ G1, F (x0) ∩G2 �= ∅
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a pre každú otvorenú množinu U obsahujúcu x0, existuje neprázdna otvorená
množina G ⊆ U taká, že

F (x) ⊆ G1aF (x) ∩G2 �= ∅pre každéx ∈ G.

F sa volá kvázispojitá, ked’ je kvázispojitá v každom bode priestoru X.

Veta 2.7. ([15]) Nech X,Y sú topologické priestory a F je multifunkcia
z X do Y s kompaktnými hodnotami. Ked’ má priestor Y spočítatel’nú bázu,
tak množina bodov, v ktorých je F súčasne zhora a zdola kvázispojitá, ale nie
je kvázispojitá je prvej Bairovej kategórie.

Veta 2.7 hovorí, že ked’ X je Bairov priestor, Y má spočítatel’nú bázu
a F je multifunkcia s kompaktnými hodnotami, ktorá je súčasne zdola aj
zhora kvázispojitá, tak F je kvázispojitá v bodoch množiny, ktorá je vel’ká
z hl’adiska Bairovej kategórie.

Ďal’ším typom zovšeobecnenej spojitosti, ktorým sa professor Neubrunn
zaoberal vo svojich prácach, je pojem c−spojitosti. Pojem c−spojitosti za-
viedli K. R. Gentry a H. B. Hoyle vo svojej práci [20] a úzko súvisí s pojmom
uzavretého grafu funkcie.

Definícia 2.7. ([20]) Nech X a Y sú topologické priestory. Funkcia f : X →
Y sa volá c−spojitá v x0 ∈ X, ked’ pre každú otvorenú množinu V ⊂ Y takú,
že x0 ∈ f−1(V ) a takú, že Y \ V je kompakt, existuje okolie U bodu x0, že
f(U) ⊂ V . Funkcia f : X → Y sa volá c-spojitá, ked’ je c-spojitá v každom
bode priestoru X.

Definícia 2.8. ([51]) Nech X a Y sú topologické priestory. Multifunkcia
F z X do Y sa volá c- zhora spojitá v x0 ∈ X, ked’ pre každú otvorenú
množinu V ⊂ Y takú, že F (x0) ⊂ V a takú, že Y \ V je kompakt, existuje
okolie U bodu x0, že F (U) ⊂ V . Multifunkcia F : X → Y je c-zhora spojitá,
ked’ je c-zhora spojitá v každom bode priestoru X.
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Nech F je multifunkcia z X do Y . Označme znakom Gr(F ), graf multi-
funkcie F , kde

Gr(F ) = {(x, y) : y ∈ F (x)}

Multifunkcia F z X do Y sa volá uzavretá [51], ked’ Gr(F ) je uzavretá
množina v X × Y . Ked’ multifunkcia F : X → Y je uzavretá, tak je c-zhora
spojitá.

Veta 2.8. ([51]) Nech X a Y sú topologické priestory a Y je Hausdorffov lo-
kálne kompaktný priestor. Ked’ F je uzavreto-hodnotová c-zhora spojitá mul-
tifunkcia, potom je F uzavretá.

Dôsledok 2.3. ([51]) Nech X a Y sú topologické priestory a Y je Hausdorffov
lokálne kompaktný priestor. Nech f : X → Y je c-spojitá funkcia. Potom
funkcia f má uzavretý graf.

Je známe, že spojitá funkcia z topologického priestoru do Hausdorf-
fovho priestoru má uzavretý graf a tiež, že zhora spojitá multifunkcia s uzav-
retými hodnotami z topologického priestoru do regulárneho topologického
priestoru má tiež uzavretý graf (pozri [5]).

Profesor Neubrunn vo svojej práci [51] uviedol zaujímavý príklad, že
predpoklad lokálnej kompaktnosti vo Vete 2.8 a Dôsledku 2.3 je podstatný.

Štúdiom multifunkcií s uzavretými grafmi sa zaoberal aj J. Joseph vo
svojej práci [32], V. Baláž, L’. Holá a T. Neubrunn v spoločnej práci [4]
a tiež mnoho iných matematikov.

Jednou z najdôležitejších oblastí v štúdiu množinovo-hodnotových zo-
brazení je teória selekcií. Funkcia f je selekciou multifunkcie F z priestoru
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X do priestoru Y , ked’ f(x) ∈ F (x) pre každé x ∈ X. Klasické výsledky
sa týkajú spojitých a meratel’ných selekcií [5]. Existencia spojitej selek-
cie zdola polospojitej multifunkcie s uzavretými konvexnými hodnotami
v Banachovom priestore a definovanej na parakompaktnom topologickom
priestore, je známa ako Michaelova veta. Základný výsledok týkajúci sa
meratel’nej selekcie meratel’nej multifunkcie bol dokázaný K. Kuratowskim
a C. Ryll-Nardzewskim [5]. Práce M. Matejdesa [43] a L’. Holej a D. Ho-
lého [24, 25, 26] sa zaoberajú štúdiom kvázispojitých selekcií množinovo-
hodnotových zobrazení.

Akronym usco (cusco) je pre zhora spojité množinovo-hodnotové zo-
brazenia s neprázdnymi kompaktnými (konvexnými) hodnotami. Takéto
množinovo-hodnotové zobrazenia sú zaujímavé vo funkcionálnej analýze,
lebo popisujú spoločné vlastnosti maximálnych monotónnych operátorov
a konvexného subdiferenciálu. Minimálne usco a minimálne cusco zobra-
zenia sa študujú v mnohých prácach ([9, 13, 24, 25, 26, 27]) a našli apli-
kácie vo funkcionálnej analýze, v optimalizácii, v selekčných vetách a v štú-
diu diferencovatel’nosti lipschitzovských funkcií. Poznamenajme, že všetky
známe charakterizácie minimálnych usco a minimálnych cusco zobrazení
sú v triede usco a cusco zobrazení.

Multifunkcia F z topologického priestoru X do topologického priestoru
Y sa volá minimálna usco multifunkcia [13], ked’ je minimálnym prvkom
v množine všetkých usco multifunkcií z X do Y ; t.z., že F je usco multi-
funkcia a Gr(F ), graf multifunkcie F , neobsahuje ako vlastnú podmnožinu
graf žiadnej inej usco multifunkcie z X do Y . Použitím Zornovej lemmy sa
l’ahko ukáže, že každá usco multifunkcia z X do Y obsahuje minimálnu
usco multifunkciu z X do Y ([13]).

Ked’ X je topologický priestor a Y je Hausdorffov topologický priestor,
tak každá usco multifunkcia z X do Y je uzavretá.

Zaujímavá charakterizácia minimálnych usco a minimálnych cusco mul-
tifunkcií pomocou kvázispojitých, subspojitých selekcií bola nájdená v prá-
cach L’. Holej a D. Holého [24, 26].
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Funkcia f z topologického priestoru X do topologického priestoru Y je
subspojitá v x ∈ X [17], ked’ pre každú siet’ (xi), ktorá konverguje k x,
existuje konvergentná podsiet’ siete (f(xi)). Funkcia f sa volá subspojitá,
ked’ je subspojitá v každom bode priestoru X.

Veta 2.9. ([24]) Nech X,Y sú topologické priestory, Y je regulárny a F je
multifunkcia z X do Y . Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

1. F je minimálna usco multifunkcia;

2. každá selekcia f multifunkcie F je kvázispojitá, subspojitá a uzáver
grafu f , Gr(f) = Gr(F );

3. existuje kvázispojitá, subspojitá selekcia f multifunkcie F taká, že uzá-
ver grafu f , Gr(f) = Gr(F ).

Poznamenajme, že bod 3 v predchádzajúcej Vete dáva l’ahký návod, ako
nájst’ minimálnu usco multifnkciu.

Pomocou bodu 2 vo Vete 2.9 a Dôsledku 2.2 možno dokázat’ nasledu-
júce tvrdenie, ktoré popisuje vlastnosti minimálnych usco zobrazení defi-
novaných na Bairovom priestore s hodnotami v metrickom priestore.

Veta 2.10. Nech X je Bairov priestor a nech (Y, d) je metrický priestor. Nech
F je minimálna usco multifunkcia z X do Y . Potom množina bodov jedno-
hodnotovosti multifunkcie F obsahuje hustú Gδ množinu v X.

Dôkaz. Nech f je selekcia multifunkcie F . Podl’a predchádzajúcej Vety
je funkcia f kvázispojitá. Z Dôsledku 2.2 vyplýva, že množina C(f) bodov
spojitosti funkcie f je hustá Gδ množina v X. L’ahko sa ukáže, že F (x) =
{f(x)} pre každé x ∈ C(f).
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