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Korespondenéni seminaf UV MO

Koresponden¢ni semind¥ UV MO je jednou z forem péle
o talentované Zdky, zvld§té¢ pak o ty, ktefi nemaji moZnost
navitévovat specidlni $koly se zaméfenim na matematiku
a pracovat v tamnich semindfich. Tak aZz dosud nebyli pii-
jiméani studenti prazskych $kol, protoZe maji moZnost sezni-
mit se s vybranymi okruhy uloh na seminéfich fesitela MO.

K tcasti v korespondentnim semindfi pozvalo predsed-
nictvo UV MO na z4klad& nidvrht KV MO a individu4lniho
zdjmu téméf 50 zak®, z nichZ se pfihldsilo 26 Fesitelu z celé
republiky:
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V pribéhu 35. ro¢niku MO jim bylo zasldno pét sérii pomérné
néro¢nych uloh. Dosl4 fefeni pak byla opravena, ohodnocena
a s rozmnoZenym komentdfem vricena Glastnikim seminéfe.
Koresponden¢ni semindt je Fizen tajemnikem UV MO
RNDr, Karlem Hordkem, ktery se stard o vybér a piipravu
uloh a provddi redakci komentdfu. Opravu pak zajistuje
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nékolik pracovniki Matematického ustavu CSAV a nékolik
studentd a aspirantt MFF UK v Praze (v$ichni jsou byvali
olympionici).

Pouze 13 fesitel vydrzelo az do posledniho 5. kola. Nej-
lepsimi v celkovém hodnoceni byli:

1. Radek Adamec (4, G Kroméfiz) 84 bodu
2. Igor Melicheréik (4, G B. Bystrica) 81 bodu
3. Dominik Munzar (4, G kpt. Jaro$e Brno) 71 bodu
4. Libor Skiicka (4, G kpt. Jaro$e Brno) 62 bodu
5. Maridn Lukdc¢ (3, G Banovce n. Bebr.) 56 bodu

Dile uvadime znéni vSech zadanych uloh.
1. Posloupnosti a mnohocleny

1.1 Dokazte vztah
arccotg u; = arccotg ua + arccotg uz + ...,

kde us = 1, ue =2 aupp1 = 3uy — up-1, n = 2.
1.2 Ukazte, Ze Cislo

n n n)
. . 732
(1)+(3) 1973+(5) 19732 +

je pro n pfirozené ndsobkem ¢&isla 2771
1.3 Ukazte, Ze posloupnost (v,),"_, uréend podminkami

7)n>0,

9 Yo(n+ k
v, = 2 ( A )vn,,k pro ne {0,1, ...}
E=0

je posloupnosti celych &isel.
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1.4 Najdéte zbytek pii déleni mnohoclenu (x + 1)” mno-
hoclenem (x — 1)3, kde n je pfirozené &islo.
1.5 Ukazte, Ze mnohotleny p, uréené vztahy

pi(x) =1, pa(x) =1 + x,
pa(x) = pu1(x) + xpu_o(x), n = 3,

maji pro n = 2 vSechny kofeny redlné.

1.6 Ukazte, Ze nenulovy mnohoclen s celoiselnymi koefi-
cienty, ktery ma kofeny x =1 a x = 2, musi mit aspoil
jeden koeficient men3i nez —1.

1.7 Najdéte viechny mnohot¢leny p (s redlnymi koeficienty)
takové, Ze pro vSechna (redlnd) x plati

p(x?) + p(x) p(x + @) = 0.
Provedte diskusi vzhledem k redlnému parametru a.
2. Planimetrie

2.1 Ke které ze stran trojuhelniku ABC je nejbliZe prusecik
jeho vysek, je-li « < < y? A ke kterému vrcholu?

2.2 Vedme libovolnym bodem P osy uhlu « trojahelniku
ABC kolmice PA;, PBi, PC; ke strandim BC, CA, resp. AB.
Je-li R prusetik piimek PA; a B1Ci, dokazZte, Ze pfimka
AR dé&li stranu BC na dvé stejné ésti.

2.3 Na strandch trojahelniku ABC jsou jako na zdkladnich
sestrojeny rovnoramenné trojuhelniky AB,C, BA;C, AC1B.
Dokazte, Ze kolmice vedené body 4, B, C k odpovidajicim
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ptimkdm B;Ci, C14:, Ai1B; se protinaji v jednom bodé.

2.4 Dokazte, Ze soulet obsahQl péti trojuhelnikd, které
dostaneme z dvojic sousednich stran a thlopfi¢ek konvexniho
pétitthelniku, je vét§i nez obsah celého pétithelniku.

2.5 Je-li tétivovy Ctyrthelnik ABCD takovy, Ze telny
sestrojené k opsané kruZnici v bodech 4 a C se protinaji na
ptimce BD, pak

a) te¢ny v bodech B a D se protinaji na piimce AC;

b) osy vnitfnich Ghla « a y ¢tyfahelniku ABCD se proti-
naji na Ghlopti¢ce BD.

Dokazte.

2.6 V ostrouhlém trojuhelniku ABC se osa Ghlu «, t&Znice
na stranu AC a vy$ka pfislusnd vrcholu C protinaji v jednom
bodé. Dokazte, ze thel BAC je vétsi nez 45°.

2.7 Dva shodné obdélniky jsou umistény v roviné tak, Ze
jejich obvody se protinaji v osmi bodech. Dokazte, Ze obsah
spole¢né &4sti obou obdélniki je vétsi neZ polovina obsahu
jednoho z nich.

3. Teorie Cisel

3.1 Jaké nejmensi kladné hodnoty muiZe nabyvat soucet
tvaru

e1.15 + €2.25 4 £3.35 + ... + €1 985.1985%,
kde g5 {—1,1}?

3.2 Dokazte, Ze soutin péti po sobé jdoucich prirozenych
¢isel neni Gplnym Etvercem.
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3
3.3 Zlomek — lze napsat jako soudet dvou kladnych zlomka

3 1 1
s Citatelem 1 pravé dvéma zplsoby: 0= 5 + 0 =
! : Kolik by 1 > ?E
= = ¢ —— ? Existuje &-
4 + 20 olika zpusoby ize zapsat 1984 xistuje C1

slo n nesoudélné se tiemi a takové, Ze — lze zapsat pravé
n

1984 zpusoby?
3.4 Necht p je liché prvocislo a ai, a2, ..., ap+1 jsou
2

vesmés ruznd pfirozend &isla men$i neZ p. DokaZte, Ze pro
kazdé ke {1,2, ..., p — 1} existuje dvojice &isel a;, aj tak,
ze aja; =k (mod p) (muZe byt pripadné i = j).

3.5 Pro n ptirozené oznalme o(n) = > d soucet viech
din
délitela &isla 7 (véetnd 1 a n). Cislo m nazveme »bohatym,
Y . o(k) o(m)
jestlize pro kazdé ke {1, 2, ..., m — 1} plati = <
Dokazte, Ze existuje nekoneéné€ mnoho »bohatych« &isel.

3.6 Oznatme «w(n) pocet Ciniteld v rozkladu pfirozeného
¢isla n na prvocinitele. DokaZte, Ze pro m = 2 existuje aspoil
m
0 tisel ke {l,2, ..., m} s vlastnosti w(k)= w(k + 1)
(mod 2).

3.7 DokaZte, Ze rovnice

x2 +y2 = gn

ma v oboru prirozenych Cisel feSeni pro kazdé prirozené n.
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4. Kombinatorickd geometrie

4.1 Uvniti jednotkového ¢tverce je rozmisténo nékolik
kruZnic, které maji soucet obvodt 10. Dokazte, Ze pak exis-
tuje pfimka, kterd protind alespon Ctyii z téchto kruZnic.

4.2 Dokazte, Ze n bodi v roviné muzZeme vzdy pokryt né-
kolika disjunktnimi kruhy, které budou mit soulet pruméru
mensi nez n, pfiCemz vzdjemna vzdilenost kazdych dvou
kruht bude vét3i nez 1. (Vzdalenosti dvou kruhit rozumime
vzdalenost jejich nejblizsich bodu.)

4.3 Ctvercovy list papiru rozfizneme na dvé &isti (podle
néjaké pifimky). Jednu ze vzniklych Cdsti opét roziizneme
atd. Jaky nejmensi poet fezil musime uéinit, abychom mezi
vzniklymi kusy nalezli pravé sto dvacetitthelnika ?

4.4 Rozdélme kazdou stranu pravidelného trojihelniku na
n stejnych Casti a sestrojme jednotlivymi body uvedeného
déleni rovnobézky se stranami trojuheiniku. Dostaneme tak
rozdéleni trojahelniku na 72 trojuhelni¢ki. Nazvéme »ie-
tézem« takovou posloupnost trojahelni¢ka, v niZz se Ziadny
trojuhelni¢ek nevyskytuje dvakrat a kazdy nésledujici mé
s pfedchozim spole¢nou stranu. Jaky je nejvétsi mozny pocet
trojahelni¢ka v fetézu?

4.5 Predpoklddejme, Ze vrcholy pravidelného n-thelniku
jsou obarveny nékolika barvami (kazdy jednou) tak, Ze vrcho-
ly stejné barvy tvofi vrcholy pravidelného mnohotuhelniku.
Dokazte, Ze mezi témito mnohothelniky existuji dva shodné.

4.6 Je dan ¢tverec a devét ptimek. Necht kazd4 z deviti pfi-
mek déli &tverec na dva Ctyfahelniky, jejichZz obsahy jsou
v poméru 2 : 3. Dokazte, Ze alespon tfi z téchto deviti pfi-
mek prochézeji jednim bodem.
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4.7 Na kazdém poli Sachovnice je zapsino jedno z Cisel
1, 2, ..., 64, pficemZ na ruznych polich jsou ruzni Cisla.
Pomoci jedné otdzky muZeme (uréenim mnoZiny poli) zjistit
mnozinu Cisel stojicich na polich zvolené mnoziny. Jaky je
nejmensi pocet otdzek potiebnych k urleni polohy jednotli-
vych ¢&isel na S$achovnici ?

5. Nerovnosti a odhady

5.1 Necht rozdil mezi nejvétsim a nejmensim z » redlnych
tisel ai, az, . . ., an je d a necht soutet > |a@; — a;| absolutnich
i<j

n
hodnot viech < 9 ) rozdila t&chto &isel je 5. Pak je

"2
n—1Nd=s= —.
4
Dokazte.
5.2 Dokazte, Ze pro pfirozena Cisla x; < x2 < ... < xp

(n = 2) plati

e Cer R e

X2 X3 . Xn
1 1 1
<1+ 2+ 3+...+n2.

5.3 Je déan lichob&’nik ABCD se zikladnami |AB| = a,
(CD| = b. Sestrojme tsetku A1 B1, spojujici stfedy thlopiitek
lichobézniku ABCD, daéle sestrojme usetku A2Bo, kterd spo-
juje stfedy uhlopii¢ek lichobézniku A4,B,CD. podobné se-
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strojime tse¢ky A3Bs, AsBy atd. MuZe se v posloupnosti
délek usetek (|AxByx|) vyskytnout n&jaké &islo dvakrat? Bude
tato posloupnost monoténni? M4 uvedend posloupnost li-
mitu?

5.4 Dokazte, Ze soucet 45 Cisel

tg1° + tg5° + tg9° + ... + tg 173° + tg 177°

je 45.
5.5 Jestlize pro &isla p1, g1, p2, g2 plati

(@1 — @2)? + (p1 — p2)(P192 — P2q1) < O,
pak maji kvadratické trojleny
X2+ p1x + q1, ¥ + pax + ¢

redlné kofeny a mezi kofeny kazdého z nich lezi kofen druhého
troj¢lenu. Dokazte.

5.6 Na kruZnici je napsdno nékolik redlnych Cisel. Jest-
lize pro né&kterd Ctyfi za sebou jdouci &isla a, b, ¢, d plati
(a — d)(b — ¢) < 0, pak smime ¢&isla b, ¢ vyménit. Dokazte,
ze vZdy muzeme provést jen koneény pocet takovych operaci.

5.7 Neékolik lidi pozorovalo v rozpéti ¢ minut lezouciho
hlemyZdé&. Kazdy z nich ho pozoroval pfesné 1 minutu a zjistil,
Ze za tu dobu ulezl pfesné 1 metr. Ani v jednom okamZziku
nebyl hlemyzd »bez dozoru«. Jakou nejmensi a jakou nejveétsi
drdhu mohl hlemyzd za uvedenou dobu z minut urazit ?
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