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27. mezinarodni matematicka olympidada

1. PRUBEH MMO

Dvacitd sedméd mezindrodni maiematickd olympidda
(MMO) se konala ve Var$aveé ve dnech 4. —15. Cervence 1986.
Zucastnilo se ji 210 soutéZicich stfedoskoldkii, ktefi tu repre-
zentovali 37 zemi celého svéta: AlZirsko, Austrélii, Belgii,
Brazilii, Bulharsko, Ceskoslovensko, CLR, Finsko, Francii,
Island, Italii, Izrael, Jugosldvii, Kanadu, Kolumbii, Kubu,
Kuvajt, Kypr, Lucembursko, Madarsko, Maroko, Mongolsko,
NDR, Norsko, NSR, Polsko, Rakousko, Rumunsko, Recko,
SSSR, Spanélsko, Svédsko, Tunisko, Turecko, USA, Velkou
Britdnii a Vietnam. Z tradi¢nich Gcastnika tedy tentokrat
chybélo Nizozemi.

Uvedené zemé& mély také své zas'oupeni v mezindrodni po-
roté, jejimZ piedsedou byl (stejné jako na 14. MMO v roce
1972) prof. S. Balcerzyk z Toruné. Clenové poroty se sjeli
do VarSavy v pétek 4. ¢ervence a zahdjili pfipravné prace spo-
jené s vybérem a formulaci soutéZnich dloh. Z ndvrha 79
uloh zaslanych tfiadvaceti zemémi ze tficeti sedmi zalastné-
nych zemi ptipravili poldti organizatori piedbézny vybér 21
uloh, z nichZ pak porota v pomérné kratké dobé vybrala sou-
téZni Sestici. O¢ rychleji probéhl vlastni vybér, o to vice Casu
spotiebovala debata o formulaci textu, kdy se stietdvala
znalné odlidnd stanoviska. Kone¢né znéni (zvidsté textu
Ctvrté dlohy) je vysledkem urcitého kompromisu, ktery ne-
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odpovida vzdy zvyklostem nasi MO, kde bychom texty for-
mulovali patrné ponékud jinak.

Pro 27. MMO byly tak vybrany tyto tGlohy:

1. Necht d je kladné celé ¢islo, ruzné od 2, 5, 13. Dokazte,
Ze v mnoziné {2, 5, 13, d} lze nalézt dva ruzné prvky a, b

takové, Ze |lab — 1 neni celé &islo.

2. V roviné je déan trojuhelnik 4;A2As a libovolny bod Pj.
Polozme Aj,3=A, pro k& = 1,2, 3, ... asestrojme posloup-
nost boda Py, P1, Pe, ... tak, ze pro kazdé &2 =1,2,3, ...
bude bod P, obrazem bodu P;_; pii otofeni o thel 120°
(v zdporném smyslu) okolo stiedu Ay.

Jestlize Piggs = Py, pak trojahelnik 434243 je rovnostran-
ny; dokazte.

3. Kazdému vrcholu pravidelného pétiahelniku je prifa-
zeno celé &islo; soucet téchto péti Cisel je kladny. Jestlize
tfem po sobé jdoucim vrcholim jsou pfifazena &isla x, y, z,
pricemz y < 0, je dovoleno provést tuto operaci: ¢isla x, v, 2
nahradime po fadé &isly x + v, —y, 2 + y. Takovéto operace
provadime tak dlouho, dokud je aspori jednomu z vrcholu pri-
fazeno zdporné Cislo.

Rozhodnéte, zda tento proces nutné vzdy skon¢i po konec-
ném poctu kroku.

4. Je dan pravidelny n-thelnik, n = 5; oznatme 4 a B dva
jeho sousedni vrcholy, O jeho stfed. V roviné n-thelniku se
pohybuje trojihelnik XYZ, shodny s trojuhelnikem OAB,
a to tak, ze nejprve X = O, Y = 4, Z = Ba potom Y a Z
probihaji oba cely obvod n-thelniku, pfi¢emz X lezi stile
uvniti z-thelniku.

Uréete mnozinu vech moznych poloh vrcholu X.

190



5. Urtete vSechny funkce f, které zobrazuji mnoZinu R*
v3ech nezdpornych redlnych &isel do Rt a spliuji podminky

fx f(9)-f(y) = f(x + ») pro x e R+, y e R, 1)
Cf2) =0, ()

f(x)#0 pro 0 =< x < 2. (3)

6. V roviné se souradnou soustavou je ddna kone¢nd mno-
Zina M bodu s celotiselnymi soufadnicemi. Rozhodnéte, zda
je vzdy mozné obarvit nékteré body z M Cervenou a ostatni
pak bilou barvou tak, aby pro kazdou pfimku p rovnobéznou
s n€kterou ze soufadnych os se pocet Cervenych bodi leZicich
na p lidil od poctu bilych bodu na p nejvyse o 1.

Tyto tlohy pochizely z navrhu, jez zaslaly CLR (2.),
Island (4.), NDR (3. a 6.), NSR (1.) a Velk4 Britdnie (5.).
Kazd4 z uloh byla pak, jak je v poslednich letech na MMO
zvykem, ohodnocena sedmi body, takze kazdy soutéZici mohl
ziskat maximalné 42 bodu.

Soutézici Zaci a zdstupci vedoucich delegaci piijeli do
Var$avy vétsinou v pondé€li 7. Cervence. Stejné jako Clenové
poroty byli i Z4ci ubytovani ve Var$avé, oviem dostatecné da-
leko od poroty. Zastupci vedoucich byli tentokrdt po celou
dobu spole¢né s porotou, takze Zici byli svéfeni vyhradné péci
polskych pravodcu.

V sobotu 5. Cervence byli ¢lenové poroty piijati polskou
ministryni osvéty a vychovy pani ¥. Michalovskou-Gumow-
skou. V utery 8. Cervence odpoledne se konalo slavnostni za-
hajeni 27. MMO v kinosdle odborné 3koly elektroniky na
Zoliboti; v jeho programu zhlédli uastnici ukdzky polskych
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lidovych tanct v provedeni tanedniho krouzku Zéka $koly.

Vlastni soutéz 27. MMO probéhla ve dnech 9. a 10. Cer-
vence; kazdy den méli scutéZici ¢tyii a pal hodiny na feSeni
tii soutéznich tloh; béhem prvni pulhodiny mohli kldst pi-
semné dotazy, jestliZe néfemu v textu uloh neporozuméli.
Oprava a koordinace hodnoceni Zikovskych feSeni zabiraly
pak cely pracovni ¢as poroty az do sobotniho vecera, kdy byly
schvaleny definitivni vysledky. Porota se rozhodla udélit
celkem 107 cen, z toho 18 prvnich (zdkam, ktefi ziskali
34 —42 bodu), 41 druhych (za zisk 26 —33 bodu) a 48 tietich
(za 17—25 bodu). Vedle toho bylo rozhodnuto udélit jednu
zvladtni cenu J. Keaneovi z USA za origindlni feSeni tfeti
ulohy.

V prubéhu pobytu ve Varavé méli viichni uastnici moz-
nost prohlédnout si obnoveny kralovsky zdmek. V nedél
13. Cervence se pak vSichni zGlastnili autobusového vyletu,
jehoz cilem byl Nieboréw (prohlidka zdmku) a Zelazowa

Wola (Chopintiv pamétnik).

V pondéli 14. ervence odpoledne se (opét v kinosale koly)
kenalo slavnostni rozdileni diplomt a cen. Diplomy ptedé-
vala ministryn& osvéty a vychovy J. Michalowska-Gumowska.
Vécné ceny tvotily brousené sklenéné vizy a pohary. V priabé-
hu tohoto zaseddni vystoupil také vedouci kubdnské delegace
prof. Luis ¥. Davidson, ktery pozval viechny zGéastnéné zemé
na 28. MMO, kter4 se konala v Cervenci 1987 v Havané.

27. MMO byla zakonena spole¢nou vecefi uspoiddanou
v menze vysoké 3koly zemédélské na Ursynové (nedaleko
koleji téZe $koly, v nichZ byli ubytovini vedouci delegaci
a jejich zéstupci). Nazitfi, 15. Cervence, se pak zahrani¢ni de-
legace zacaly rozjizdét do svych domovi.
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2. VYSLEDKY 27. MMO

Celkovy obraz o vysledcich jednotlivych delegaci podava
pfipojend tabulka 5. Z tohoto piehledu i z detailni vysledkové
listiny lze vy&ist nékteré zajimavé tidaje:

— ze v8ech 210 sout&Zicich dosdhli pouze tfi Zici maximaél-
niho zisku 42 bodu: dva sovétsti a jeden madarsky ucast-
nik,

— s opalnym extrémem nulového bodového zisku skonil
pouze jeden soutéZici z Brazilie,

— pramérny bodovy zisk pfipadajici na jednoho Zika byl
18,138 bodu, na $esti¢lenné druzstvo tedy 108,829 bodu,

— sedm delegaci odjizdélo z VarSavy bez cen a naopak
v Sesti druzstvech mél i Zdk s nejhordim vysledkem aspori
tfeti cenu,

— prumérny bodovy zisk Zdka odménéného prvni cenou
byl 37,944, druhou cenou 29,293 a tieti cenou 20,208,

— prumérny bodovy zisk Zdka za prvni Glohu byl 3,910, za
druhou 4,114, za tfeti 0,838, za Ctvrtou 3,252, za péatou 4,195
a za $estou 1,929.

3. CESKOSLOVENSKA UCAST NA 27. MMO

Ceskoslovensko se aktivné podilelo na viech fézich ptiprav
a prubéhu 27. MMO. JiZ na jafe byly polskym organiztorim
zasldny navrhy tfi tloh pro soutéz. Jedna z nich byla zahrnuta
do vybéru 21 uloh ptedloZenych mezinarodni poroté; uvaZo-
valo se pak o ni jako o alternativé k prvni tloze, které v3ak
nakonec byla dédna pfednost.
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Tabulka 5

Celkové vysledky 27. MMO

Pocet Pocet ziskanych cen Celkovy
Zemé zakl 1 2: 3. soucet
bodu
Alzirsko 6 — — 2 80
Austrailie 6 — — 5 117
Belgie 6 - 1 2 79
Brazilie 6 1 — — 69
Bulharsko 6 1 3 2 161
Ceskoslovensko 6 — 3 3 149
CLR 6 3 1 1 177
Finsko 6 — - 1 60
Francie 6 1 1 2 131
Island 4 — — — 37
Italie 3 — — 2 49
Izrael 6 — 2 2 119
Jugoslavie 6 — — 2 84
Kanada 6 — 2 1 112
Kolumbie 6 — - — 58
Kuba 6 — — — 51
Kuvajt 5 - — — 48
Kypr 6 - 1 — 53
Lucembursko 2 — — — 22
Madarsko 6 1 2 2 151
Maroko 6 — 1 2 90
Mongolsko 6 — - — 54
NDR 6 1 3 2 172
Norsko 6 — 1 — 68
NSR 6 2 4 196
Polsko 6 — — 3 93
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Tabulka 5 - pokracovani

| | .
I . t Pocet Pocet ziskanych cen Ce]kf)vy
Zeme | zaka 1. 2. 3 soucet
i bodu

Rakousko 6 — 2 2 127
Rumunsko 6 2 2 1 171
Recko 6 - — 2 63
SSSR 6 2 4 — 203
Spanélsko 4 — 1 2 78
Svédsko 6 — — 1 57
Tunisko 6 — - 1 85
Turecko 6 — — - 55
USA 6 3 3 — 203
Velk4 Britanie 6 — 2 3 141
Vietnam 6 1 2 2 146
Celkem 210 18 41 48 3 809

|
|
|
|
|

Jedinou zvlastni cenu ziskal Z4k Joseph Keane z USA za
feSeni tfeti Glohy; jeho celkovy vykon byl ohodnocen prvni

cenou za zisk 41 bodu.

V prubéhu debat o formulaci uloh podporovala &s. delegace
stanoviska zduraziujici poZadavek piesnosti a jednoznaZnosti
textu pied snahami o nézornost. Vét§inovy systém rozhodové-
ni v poroté si viak Casto vynucoval kompromisy.

Do soutéZe vyslalo Ceskoslovensko Sest Zdka, resp. erst-
vych absolventti gymndzii, vesmés vitéza 3. kola nasi MO
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kategorie A. Pred odjezdem na MMO absolvovali tito Zdci
tiitydenni piipravné soustiedéni (8.—27. ¢ervna 1986 v Par-
dubicich), kde soustavné fesili dlohy olympiddniho typu.
Sestice reprezentantii byla vybrina na zikladé vykonu na
tomto soustfedéni i v pfedchozich kolech a ro&nicich MO
a vzbuzovala nadé€je na vyrovnané vysledky na slu§né arovni.

Vysledky nagich reprezentantd na 27. MMO shrnuje ta-
bulka 6. Vcelku lze Fici, Ze v soutéZi obstéli: zisk tii druhych
a tii tfetich cen odpovidal na$im moZnostem v porovnéani
s ostatnimi zemé&mi.

Z tabulky je vidét, Ze na$i Zici neméli potize s tGlohami
s klasickou olympiddni tematikou, jakou je geometric (2. a
(4. tloha), kombinatorika (6. uloha) ¢i funkcionalni rovnice
(5. Gloha). Pon&kud piekvapil netaspéch pii feSeni prvni
ulohy, jez byla vieobecné povaZovina za lehkou. Sami nasi
Zaci uvadeéli jako davod nedostateéné soustiedéni na zalatku
soutéZe: za druhy soutéZni den ziskali zhruba dvojnisobek
bodii z prvniho dne. Potvrdila se tak zndmé skutenost, Ze
pro tak ndro¢nou soutéz, jakou dnes MM O je, nestali jen
faktické znalosti, ale Ze je potiebnd i dobra psychicka kondice.

Nejvétdi, ba neprekonatelné potize méli nadi Zici se tieti
ulohou. V tom se pfili§ nelisili od ostatnich soutézicich: tuto
alohu spravné vyiesilo jen jedendct z 210 ucastniki. Naproti
tomu zvlddli nadi reprezentanti celkem dobie 3estou tulohu
a zatadili se v ni mezi svétovou §picku.

Ve svétle vysledka 27. MMO muZeme pfipravu nasich re-
prezentanta hodnotit pozitivné co do obsahové stranky, urcité
rezervy jsou stale v takticko-psychologické piipravé na na-
ro¢né podminky velké soutéze.
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Tabulka 6

Vysledky ¢s. Zaka na 27. MMO

i i
! | Pocet bodu
l Zak | za tlohu &. Celkem  Cena
, 123 456

|
| | I
| |
iPetrHéiek 070777 28 11.
! 4. r., GWP Praha 1
i
| Vladimir Kordula 1270777 30 1I.
| 4. r., GMK Bilovec !
Marcel Polakovié 7 7 0 6 6 0 27 1I.
3. r., GAM Bratislava |
Roman Sotak | 370 06 5 21 I11.
3. r., GS Kosice
| Petr Sleich 20036 7 18 II1.
| 4. 1., G D&in
|
' Adam Zach 071737 25 IIL.
. 4. r., GWP Praha
i
i |
Druzstvo celkem ‘ 14 351 31 35 33 149
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4. RESENI ULOH 27. MMO

1. Volime-li prvky a, b z mnoziny {2, 5, 13}, je |Jab — 1
vzdy celé &islo. Mdme tedy dokazat, Ze pro kazdé kladné celé
¢islo d alespori jedno z Cisel 2d — 1, 5d — 1, 13d — 1 neni
¢tvercem celého Cisla. Predpoklidejme naopak, Ze existuji
kladnd cela ¢&isla d, x, y, 2 takovd, Ze zaroven plati

2d — 1 = %2, ¢y
5 — 1 = 32, @
13d — 1 = 22 3)

z tohoto pfedpokladu odvodime spor.

Z (1) je vidét, Ze x musi byt liché, poloZzme tedy x = 2v + 1,
v je celé nezdporné &islo. Potom je d = 2o(v + 1) + 1, takZe
d je nutné liché ¢islo. Z (2) a (3) viak potom vyplyva, Ze &isla
¥, 2 jsou obé sudd, miZeme je tedy psat y = 2p, 2 = 2¢, kde
p, ¢ jsou kladnd celd &isla. Odeétenim (2) od (3) dostaneme
rovnost 8d = 22 — 32 neboli2d = ¢> — p%> = (¢ + pXq — p).
Cislap + ga g — pjsou bud ob& sud4, nebo obé lichd. Kdyby
byla obé lichd, muselo by byt liché i ¢islo 2d, coz neni. Kdyby
byla obé sudé4, muselo by byt sudé i &islo d, coz také neni.
V obou ptipadech jsme tak dospéli ke sporu a tim je tvrzeni
dokazano.

2. Oznaéme O;(j =1, 2, 3) operaci otofeni o uhel 120°
(v ziporném smyslu) okolo stfedu Aj. SloZenim téchto tii
otoCeni dostaneme zobrazeni, které lze vyjadfit jako slozeni
otoeni o 360° ckolo jistého stfedu § s jistym posunutim P.
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Otoceni o0 360° je vsak identita, zbyva tedy jen posunuti P.
Podle znéni tlohy opakujeme sled t¥i ototeni O, Oz, O3
celkem 662krat (1986 = 3.662). Vysiedna operace je tedy
662ndsobné posunuti P. PonévadZ viak P;gse= Py, musi byt
toto posunuti nulové. '

Méme tedy dokazat toto tvrzeni: jestliZe sloZenim tii ope-
raci ototeni Oq, Oz, O3 (o tGhel 120° okolo stiedtt A;, Ao, A3)
vznikne identita, je trojuhelnik 4; 4243 rovnostranny.

Oznatme A’ obraz bodu A; pii ototeni Oz a A’ obraz
bodu A4’ pii ototeni Os. PonévadZ obrazem bodu 4; pii oto-
Ceni O je zfejmé bod A; sdm a ponévadZ sloZenim otoleni
01, Oz, O3 vznikne identita, musi byt 4” = A;. To je viak
mozné pravé tehdy, je-li A3 obrazem bodu Az v osové sy-
metrii s osou AA'. Je tedy |A1Ads| =|4d142| a zérovedi
<L AsA1As = 2. Ae A1 A" = 60°. Trojahelnik 414243 je
tedy rovnostranny.

3. Pro kazdou pétici &isel x, v, 2, u, v pfifazenou vrcholim
pétithelniku (v daném pofadi) vypocteme hodnotu soucta

S, v, z2,u,v) =x+y+2+u+ov=23_,
(%, 3, 2, u,v) =
=(r— 2R+ (- uR+ (2 — 02+ (= X2+ (0 — I
Piedpoklddejme nyni, Ze y < 0 a Ze provedeme operaci po-
psanou v textu ulohy, tzn. Ze pétici (x, ¥, 2, u, v) nahradime

pétici (x + », —», ¥ + 2, u, v). Ihned je vidét, Ze soutet S
se pfi tom nezméni:
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S(x +3, =¥y + 3 u, ‘U) =
=x+y—y+y+z+u+ov=35

Naproti tomu bude nova hodnota druhého soudtu

E(x +y, =3,y + 3u, 1}) =
=x—22+ @+ +@+y—o2+ (x+y—u?+

+ (v + )%
Porovnanim dostaneme
2,3, 2, u,0) — D(x + 3, —3,¥ + 2, u,v) = —2y8.

Podle piedpokladu je S > 0, ¥ < 0. Pii provedeni operace
zdmény se tedy hodnota > zmen3i. Aviak > je soucet ¢tvercu
celych cisel; je to tedy vidy nezdporné celé Cislo. Ponévadz
neexistuje Zz4dn4d nekonend Klesajici posloupnost nezdpor-
nych celych &isel, musi se proces po kone¢ném poétu kroku

zastavit —vSechna Cisla pfi vrcholech pétiahelniku pak budou
nezaporna.

Jiné ¥eSeni — predlozené na 27, MMO soutézicim
J. Keanem z USA a odménéné zvlastni cenou — spotiva
v tom, Ze misto soudtu > vezmeme funkci
Fx, 3, 2, u,0) = |x| + |3 + |2] + [4] + [o| +[x + 3] +
+ly+zl+lztu +luto+lv+x+|x+y+ 2 +
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+ly+zt+u+|lztuto+|juto+ x|+
+lo+x+y|+lx+y+z+u+|y+z+uto+
+lztutov+x|+juto+x+y+lo+x+y+ 2

Porovnénim zjistime, Ze provedeni operace opét sniZuje hod-
notu F, nebot

F(x>y3 2, Uy V) — F(x +Y, =0,¥ + 2 u,'v) =
=lz4+u+ov+x—|x+2y+2+u+09 =
=|S—y —|S+y >0

Dalsi postup je stejny.

Pozndmka. Funkce > a F nejsou pfirozené jediné funkce,
které lze v této souvislosti pouZit; stejné dobfe poslouzi napt.
funkce
o(x, ¥, 2,u,0) =22+ 12 + 22+ w2+ 2 + (x +y + 22 +
+@+z+up+@E+ut+oP+@+o+ x2+

+ @+ x+ 2 =202 u7v)+ 252
a fada dalgich.
QOdlidnou cestu k Feseni této ulohy nalezl ni§ byvaly velmi

tspéiny olympionik z let 1978 —81 dr. Jan Nekovéf. Ulohu

201



nejprve zobecnil tak, Ze misto péti celych &isel vzal n redlnych
Cisel x1, x2, . . ., xp s kladnym souétem S = x1 + x2 + ... +
+ x. Jejich cyklickou permutaci lze vzdy docilit toho, Ze
souty Ay = x1 + ... + xpjsoukladné prok = 1,2, ...,n,
(4n = §). Operaci prechodu od trojice xg—1, X, X1 8 ¥ < 0
k trojici xgp-1 + X, —Xr, Xx + Xk+1 pak odpovidd prostd za-

ména dvou sousednich souctu Aj_1, 4x, spojend v pripadé
n
k = n s uritou medifikaci, pfi které se soucet > Ay sniZ
E=1
alespont o §. Operace lze provadét jen pokud Ap_; > Ai;
n

ripadé ns ¢ kIl éni, a onetném
v dé £ < n se soutet > Ay nezméni, ale po k

k=1
poctu kroku se odstrani vSechny inverze Ap—1 > Ai (k < n),

v pripadé & = n poklesne soutet > A alesponi o S, aviak
¢isla Ay jsou vesmés kladnd. Je tedy vidét, Ze operaci nelze
provést nekone¢né mnohokrat. Lze dokonce snadno odvodit
horni odhad poétu kroku.

4. Necht A4, B, C jsou tfi po sobé jdouci vrcholy n-thelniku
a necht % je kruznice jemu opsand. Na strané 4B zvolme libo-
volny bod Y. K nému sestrojime bod R € & tak, aby YR || OB
a aby bod R leZel na krat§im z obou kruhovych oblouku 4B.
K bodu R pak dile sestrojime bod Y’ tak, aby Y’ e AB
a RY'|| O4 (pti n = 5 lze takovy bod Y’ nalézt). Trojahel-
niky O4B a RY'Y jsou podobné, takze |[RY’| = |RY].

Oznatme O operaci otoceni se stiedem O, které prevadi
bod 4 v bod B. Obrazy boda R, Y, Y’ pii tomto otoceni
oznalme po fadé R', Z', Z. Ziejmé& je |R'Z| = |RY| a zéroveni
R'Z|| OB|| RY. Je tedy také | YZ| = |RR'| = |4B|.

Oznalme nyni X obraz bodu O pii posunuti o vektor RY.
Trojuhelnik XYZ je oviem shodny s trojuhelnikem ORR’,
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a tedy také s trojuhelnikem OAB. Ptfitom Y € 4B, Ze BC
a X lezi uvnitt n-uhelniku.

Bod X lezi na pfimce OB; bod O oddéluje body B, X.
Maximalni vzdélenost bodu X od bodu O odpovidd takové
poloze bodu Y na AB, pii které je |RY| maximalni. Je to
ziejmé tehdy, je-li R stiedem (kratsiho) oblouku AB. Je pak

o
e amitt “.wjj
[T
n

|OX| = |RY| = |OB| .(seck ) — 1.
Obracené lze pak ke kazdému bodu X takovému, Ze

IBX| — |OB| = |0X| = |OB.(sec <%> —,
nalézt na strané AB bod Y tak, aby obraz bodu Y pfi posu-
nuti o vektor XO leZel na kruZnici . Provedeme-li pak pravé
popsanou konstrukci s vychozim bodem Y, dostaneme X
jako vrchol trojuhelniku splitujiciho podminky alohy.

Stejné Gvahy lze provést pro libovolnou dvojici sousednich
stran n-uhelniku. Hledanou mnozinou je tedy sjednoceni n
usec¢ek OVi, OVe, ..., OV, lezicich v polopfimkadch opac-
nych k polopfimkim OA, OB, ... a majicich stejnou délku

[OVi] = |OVa| = ... = |OV4| = |04 .(sec<%> —1).

5. PoloZime-li v (1) ¥ = 2, dostaneme pro libovolné x € R+
rovnost f(x + 2) = 0; funkce f je tedy nutn& rovna nule
v intervalu (2, + o0).
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Vezméme nyni y z intervalu 0 =y < 2, x € R*. Podle
predchoziho a (3) je f(x.f(¥)).f(») = 0 pravé tehdy, jestlize
x.f(y) = 2. Zaroveii viak také plati f(x + y) = 0 pravé tehdy,
kdyz x + y = 2.V dusledku (1) jsou tedy nerovnosti x.f(y) =
=2 a x + y = 2 ekvivalentni pro kazdé x e R*. Jsou tedy

2
ekvivalentni také nerovnostix = ——a x = 2 — , a to pro

-

xeR*, 0=y < 2. To je viak moZné jen tehdy, jestlize
2
fo) = 5 —, Proo =y <2

Dokézali jsme tedy, Ze jedinou funkci, kterd muzZe vyhovét
podminkdm (1), (2) a (3), je funkce f definovand v R+ rov-
nostmi

2
f(x) = y pro 0 = x < 2, (4)

=0 pro2 = x < oo.
Zbyva dokazat, Ze takto definovand funkce podminky dlohy
skutedné spliluje. Splnéni podminek (2) a (3) je zi'ejmé ze (4).
Pfi ovéfovani podminky (1) rozli§ime nékolik pfipadu.

a) y = 2. Potom je oviem f(y) = 0, ale také x + y = 2,
takZe f(x + y) = 0. Podminka (1) je tedy splnéna pro kazdé
x e R+,

2

D=y <2,0=x<2—y. Zdemémef(y)z—z—_‘zv-,
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2x
atedy x.f(y) = ——— < 2, takZe je

2 -y
2 2
R
2—-y
2
Zaroveni je také x + y < 2, a tedy f(x + y) = Py
Podminka (1) je tedy opét splnéna.
2
) 0=y<2,2 —y= x.Tuje f(y) = ﬁ}f’ avsak

x.f(y) = 32%; = —2,atedy f(x.f(x)).f(¥) = 0. Zaroveiije

x + y = 2,takZe f(x + y) = 0. Podminka (1) je opét splnéna.
Funkce f definované v (4) je tedy (jedinym) feSenim dlohy.
6. Popsané obarveni je vidy mozné. Dukaz provedeme

indukci podle po¢tu bodid mnoziny M.

Obsahuje-li mnozina M nanejvyse dva body, je ziejmé, jak
se maji obarvit, aby podminky tlohy byly-splnény. Pfedpo-
klidejme tedy, Ze dovedeme obarvit kaZdou mnoZinu, kterad
md méné nez n bodu (n = 3),a uvazujme mnoZinu o n bo-
dech. Rozlisime nésledujici pfipady:

a) Jestlize neexistuje pfimka rovnobéznd s nékterou ze sou-
fadnych os takov4, Ze na ni lezi alespoil dva body mnoziny M,
je lhostejné, jak body obarvime.

b) Necht tedy naopak existuje pfimka p rovnobéznd s né-
kterou z os, obsahujici dva body 4, B z mnoZiny M. Potom
bud

205



ba) na pfimkach kolmych k p a prochazejicich body 4,
B nelezi Zadné dalsi body z M. Potom obarvime mnoZinu
M\ {4,B} o n — 2 prvcich tak, aby obarveni vyhovovalo
podminkdm, a body 4, B pak obarvime kazdy jinou barvou;
podminky ztstanou pfitom zachovény.

Anebo

bb) existuje pfimka ¢ kolmd k p a jdouci napf. bodem A
takovd, Ze na ni lezi vedle 4 jesté dalsi bod C € M. Body 4,
B, C jsou tedy vrcholy pravothlého trojihelniku s pravym
uhlem pii vrcholu 4. Vezméme bod D takovy, ze ABCD je
pravouhelnik.

bba) Jestlize D € M, obarvime mnozinu M ™\ {4,B,C,
D} ve shodé s podminkami a pak obarvime jednou barvou
body A4, D a druhou barvou body B, C. Podminky obarveni
zustanou zachovany.
bbb) Jestlize D ¢ M, pak obarvime mnozinu MU {D}

\.{4,B,C} on — 2 prvcich podle podminek tlohy a potom
obarvime body B a C stejnou barvou, jakou je obarven bod
D, kdeito bod A obarvime druhou barvou. Obarveni mno-
ziny M bude pak opét splilovat podminky tlohy.
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