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VIHI.

Uber die Umordnung unendlicher Reihen.
Von VOJTECH JARNIK.

Vorgelegt am 20, 1V, 1927,

§ 1. Definitionen und Problemstellung.
Es sei
Ty, Xy (n
cine Folge von komplexen Zahlen: eine Zahl x heilt Haufungs-
wert der Folge (1), wenn es eine Teilfolge von (1) gibt, die gegen
+ konvergiert. Die Menge') aller Haufungswerte von (1) nenne
ich die Grenzmenge der Folge (1) und bezeichne sie mit
m(x,,x,....). (2)
Offenbar ist (2) abgeschlossen.
Es sei nun
a4 ... (3)
cine unendliche (konvergente oder divergente) Reihe. Es sei s, =
=a,4a,+...+a, (n=1, 2,...); die Grenzmenge der Folgc
81,8, ... will ich die Grenzmenge der Reihe (3) nennen
und mit
M@, +a,+..) (4)
bezeichnen; es ist also M (¢, + s+ ...)=m(s,,5,,...). Der Be-
griff der Grenzmenge einer Reihe ist also eine direkte Verall-
gemeinerung des Begriffes ,,Summe einer konvergenten Reihe‘.
In der Tat, wenn (3) zur Summe s konvergiert, so besteht (4)
gerade aus dem einzigen Punkt s.
Die Natur von (4) ist im allgemeinen eine recht kompli-
zierte. Offenbar ist (4) abgeschlossen; aber auch umgekehrt kénnen

1) Eine komplexe Zahl « 4 bi kann mwan durch einen Punkt in einer
Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten a, b darstellen; ich benutze diese
Darstellung und spreche unterschiedslos von Zahlen oder Punkten. von Zahlen-
oder Punktmengen usw.,
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wir folgendes behaupten: Es sei ; cine abgeschlossene Punkt-
menge der komplexen Zahlenebene: dann gibt es eine Reihe
«, b, -t . fiir welehe

MAa, - a, - .. ) == -

Denn es sei @ ay, ... eine hochstens abzahlbare T'eilmenge von
p. dic in g dicht ist.?) Ieh wahle die Zahlen a,, a,, . .. so, dal

8 . (8, =@, Fay-4- ... t-a,)

S, T sy =,

S, =0 Sy =, N

.\'7 il .’l" . A'ﬂ == 71 \‘” N I .,(7‘

u. osoow,
Dann besteht M («, -} «, -~ . . .) genau aus den Punkten 2, vy, . ..
und ihren Haufungspunkten: d. h. M (a, +a, 4 ...) —= 4.

Der vorliegende Beweis ist auf den Fall zugeschnitten, dal}

a,, ,,...cine unendliche Menge ist: die im Falle einer endlichen

Menge notwendige Modifikation liegt auf der Hand. -

Wir werden uns daher mit M («,4a,~+ ...) nicht mehr
beschaftigen und fithren vielmehr ecinen neuen Begriff ein: wir
betrachten alle Reihen b, {-b, - ..., die aus der gegebenen Reihe
a -La, 4 ... durch Umordnung entstehen und bilden die Ver-
einigungsmenge von allen zugehorvigen M (b, +-b, - ...). Diese
Vereinigungsmenge nennen wir ..diec Summenmenge der Folge
a,,a,.... und bezeichnen sie mit

M(a,.a,,...) (5)

Wenn also b, -- b, -} ... irgend eine, aus @, --a, ... durch
Umordnung entstandene Reiheist, soistdie Menge M (b, 4 b, + .
eine Teilmenge von M (a,.a,,...). Es besteht aber der Satz (§ 2,
Satz 1): Es gibt cine Reihe b, 4 b, ..., die aus e, }a,+} ...
durch Umordnung entsteht und fiir welche M (b, -} b, }...) =
=M (a,,a,,...). Dadurch gewinnt M (a,,a,,...) eine einfache
Bedeutung: sie ist die ,,ausgedehnteste‘‘ unter den Grenzmengen
aller Reihen, die aus «, - ¢, 4- ... durch Umordnung entstehen.

Diese Menge M (a,,a,,...) ist aber von einer wesentlich
einfacheren Natur als M (a,-}a,+4...), und ihre Unter-
suchung soll den wesentlichen Inhalt dieser Ab-
handlung bilden. Wir werden namlich — unter der ein-

2) Eine solche gibt es; .vgl. z. B. H. Hahn, Theorie der reellen
Funktionen, Bd I, S. 93, Satz IIIL



Uber die Umordnung unendlicher Reihen, 3

schrankenden Voraussetzung, dal die Folge «,.q,. ... beschrinkt

istt. — folgendes beweisen: M (a,.a,,...) ist

l. entweder leer

2. oder sie besteht aus einem einzigen Punkt

3. oder aus allen Punkten einer arithmetischen Progression (d. h.
auns aquidistanten Punkten auf einer Geraden)

4. oder aus allen Punkten einer Geraden

3. oder aus allen Punkten eines ebenen Zahlengitters

6. oder aus allen Punkten einer Schar von dquidistanten pa-

rallelen Geraden

nder aus allen Punkten der komplexen Zahlencbene.

Dariiber hinaus werden wir noch zeigen. wie man ent-
scheiden kann, welcher von diesen sieben Fallen eintritt.

Der erste Schritt der Untersuchung wird durch folgenden
Satz geleistet (§ 2. Satz 2): wenn eine Zahl y zu M (a,.a,,...)
und eine Zahl & zu m(a,.qa,,...) gehort, <0 gehoren auch dic
Zahlen y-l- 0 und y—=x z2u M (a,,a,,...).

Wenn also W (a,,a,,...) den kleinsten m (a,,«,....) cnt-
haltenden Modul bezeichnet. und wenn y zu (5) und z zu
M, (@, a,....) gehort, so gehort auch y - z zu (5). Weil aber (5)
infolge des Satzes 1 abgeschlossen ist, so darf man in dieser Aussage
die Menge Wy (a,.a,,...) sogar durch M (a,,a,,...) ersetzen, wo
Wi (a,.q,, .. .) die abgeschlossene Hiille von 3, (a,,«,, . ..) bedeutet.

Wir sehen uns also zunichst dazu gefiithrt, die bheiden fol-
genden Fragen zu beantworten:

1. wann enthalt (3) iiberhaupt wenigstens einen Punkt, oder
wann ist (5) leer:

wie sieht I (a,,«,,...) aus.

Dies soll in §§ 3—5 geschehen.

Der Rest der Untersuchung verlauft etwa folgendermafen:
zu jedem Punkt a, (n —=1,2,...) bestimmen wir denjenigen Punkt
a, aus M (a,,a,,...), dessen Abstand von a, am kleinsten aus-
fallt (eventuelle Vieldeutigkeit von w, spielt weiter keine Rolle)
und untersuchen, welchen Einflul die Konvergenzeigenschaften

-3

139

x*
der Re.he E (n, — w,,) auf die Menge (3) ausiiben. Diesem schwierig-

nasl
sten Teil der Untersuchungen sind §§ 6—12 gewidmet.
Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, zu beachten, dafl in
den Aussagen iiber (5) zahlentheoretische Elemente auftreten
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(z. B. ¢in Punktgitter), obwohl die Fragestellung von einer an-
scheinend rein infinitesimaler Natur ist. Auch treten zahlentheo-
retische Hilfsmittel (Approximationen von reellen Zahlen durch
rationale Zahlen) oft im Verlauf der Beweise auf.

Eine kurze Zusammenfassung der Resultate findet man im
§ 13. Trotz den vielen Fallunterscheidungen wird das Ergebnis
dem Leser hoffentlich natiirlich und verhaltnisméaBig einfach
erscheinen.

Die Beweise sind elementar, aber ziemlich kompliziert; au~
diesen beiden Griinden erlaube ich es mir. triviale oder fasttri-
viale Schliisse dem Leser zu iiberlaszen.

§ 2. Drei allgemeine Siitze.

Satz 1. K« sei eine Zahlenfolge

Ay, ... (G
gegeben. Dann gibt es eine Reihe by b, + .... die aus
a, 4-a,+ ... durch Umordnung entsteht, und fiir welche

MO +b,4..)=M(a,.a,..).
Beweis. Jede Summe von der Form
ap, a4 da, (nk, ganz, und positiv, k;3=k, fir ig=))
nenne ich eine Teilsumme der Folge (6). Die Tatsache.
daBl eine Zahl r zu
M (a,,a,,...) (5)
gehort, ist offenbar mit der folgenden Tatsache gleichhe-
deutend: zu jedem ganzen n2>1 und jedem >0 gibt ¢«
eine Teilsumme
|
ap, + g+ g,
der Folge (6), die a,,a,,.... a, als Glieder enthialt und fiir
welche
|al.‘ -+ ap, + .. Ha,— xl <Ce.
Wenn (5) leer ist, so ist nichts zu beweisen. Sonst wihle
ich eine hochstens abzahlbare Teilmenge von (5):
N

die in (5) dicht ist.3) TIch konstruiere eine, aus (6) durch

3) Vel. die Fussnote 2).
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Umordnung entstehende, Folge b,,b,.... folgendermaBen:

lch wahle eine Teilsumme von (6). die das Glied «, enthilt
und sich von 2, um weniger als 1 unterscheidet: die Glieder
dieser Teilsumme bezeichne ich mit

Ke st

Dann wahleich eine Teilsumme von (6).diea, .« b, . b,, .. by

. . 1 . .
enthalt und sich von @, um weniger als — unterscheidet: die
Glieder dieser Teilsumme darf ich mit

’),,I)!......,()A‘.,. (L:Q'I/A'L |)

1
bezeichnen (die Glieder
b b.......h,

et

sind bereits bezeichnet worden). Es ist

by

3\ 1
Z ll,' —{ < -5
izl -

Nun wihle ich wieder eine Teilsumme von (6), die «,. «a,, b;
(174" ks ) als Glieder enthalt und sich von x, um weniger

als —~ unterscheidet: die Glieder dieser Teilsumme darf ich mit
by by, ooos by, (ks 2= ka2 )
bezeichnen. Im allgemeinen. wenn die Zahlen

h| . b!, s bk"

IL,n- 1
bereits gewihlt sind, wahle ich die Zahlen 4, , &, ....... &k, ,
und die Zahlen b; (k,- .0 1 ~J{7 k) so. dall
1. I‘"I L » ] - kn,_ 1 / ku‘ 2 - e - kll. ne

Fn, i

al . .
2. Lb,-:.\',,'l (t=1.2,...n)
iz

sind Teilsummen von (6) und jede von ihnen enthalt «,.«a... ... a,
als Glieder.
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Der Leser wird sich schon selbst iiberzeugen, dafl eine solche
Wahl stets moglich ist.

Bei festem ¢ und bei # -> x ist s, ; -~ x5 M (b, -Fb, 4 ..
enthilt also alle Punkte « ,x,....: nnd weil M (b, + 0,1+ .. )
abgeschlossen ist, so ist notwendig M (b, L b, +...)~M (a,,ua,... ).
w. z. b, ow.

Bei dem Beweis wurde die Menge x,, €, ... stillschweigend
als unendlich angenommen: wie der Beweis zu modifizieren ist,
wenn diese Menge endlich ist, liegt auf der Hand.

Corvollar 1. M (a,,a,....) ist ahgeschlossen.

Beweis. Klar nach Satz 1.

Satz 2. Wenn x eine Zahl aus m (a,. a,,...) ist. wnd y einc
Zahl ans M (ay,a,...), so gehbren auch die Zahlen y -+ & wund
y—x zu M (a,,a_,...).

Beweis. Es gibt eine (aus «, -}-«, -{-.... durch Umordnung
entstehende) Reihe b, +b, 4 .... und eine Folge natiirlicher
Zahlen k, <</, <. ... so daB3

.\"." = h| -*— ’)! o +ID‘." ~Y.
Weiter gibt es eine Folge natiirlicher Zahlen /, </, «C . ... so
dal l; — x. lch ordne die Reihe b, 40, -} .. auf zwei Arten um:

Lo 40+ b, b b4 by + by -+
...... F b b bbby by b D
2. bbby g oty F by
...... by a4y, by
Die Partialsummen der ersten &, -t-1 (bzw. b, —1) der ersten
(bzw. zweiten) Reihe sind
Sk, + b, —~y+ v (bzw. s -—by, | —>y—2),
wo by, das erste, in s, nicht auftretende Glied der Folge b, b ...
bedeutet. Damit ist Satz 2. bewiesen.
Wenn a,, a,,... eine Zahlenfolge ist. so bedeute
M, (a,, a,,.....) (7
den kleinsten, die Menge m (ay,a,...) enthaltenden Modul, d. h.
die Menge aller Zahlen
kyeey + kaog 4t kpers, (n=1 und ganz, «; aus m(a,, d,....). k; ganz):
M (a,, a,.....) (S)
sei dic abgeschlossene Hiille von My (a,, a,,...).
Satz. 3. Wenn M (a,. 1,.....) eine Zakl y enthilt. so «nthdilt
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M (a,. ay...) auch alle Zahlen y -+ x. wo x eine beliebige Zahl
aus WM (ay, a,,....) ist.
Beweis: Klar nach Satz 2. und Corrollar 1.

.. .
§3. Uher W (ay. a5 0.
Ieh werde oft folgende Darstellung komplexer Zahlen be-
nutzen:  wenn 4y, 1, zwei von Null verschiedene Zahlen sind und

A1 nicht reell, so 1aBt sich jede komplexe Zahl .« in der Form

w==Ayry -+ Ayiy (d,. A, reell)
schreiben. und zwar nur auf cine Art. Den Bewcis darf ich wohl
unterdriicken.
In dem Rest dieser Abhandlung werde ich immer voraus-
setzen, dal die Folge

19

gy, dg,.... (6)
um welche es sich handelt, hesehriinkt ist. ohne es stets aus-
driicklich zu betonen. Also ist -— nach dem Satz von Bolzano
Weicrstrafl -——-

m (g, dy.) ()
nicht leer. Es sind nun folgende drei Falle moglich:

[. (9) enthilt nur die einzige Zahl Null (d. h. a, >0)

IL. (9) enthilt mindestens eine von Null verschiedene Zahl:
es gibt aber eine Zahl 4, so daBl alle Zahlen von (9) die Form
rg (r rveell) haben. Hier sind noch zwei Unterfalle moglich:

ITa. Es gibt eine Zahl (/. o daB alle Zahlen von (9) die
Form Ly', (k ganz) haben.

Ilb. Der Fall Ila tritt nicht ein.

ITL. (9) enthilt zwei von Null verschiedene Zahlen, deren
Quotient nicht reell ist. Drei Unterfialle sind moglich:

IIa. BEs gibt zwei Zahlen . gy so dall jede Zahl aus (9)
die Form kg, 4 lg, (K, ganz) hat.

ITIb. Der Fall IlIa tritt nicht ein: s gibt aber zwei Zahlen
ay: ag. 80 daB jede Zahl aus (9) die Form kg, - ro, (b ganz,
r reell) hat.

Llle. Es tritt weder LHa noch HIb ein.

Wie sieht in diesen Fillen

W (ay, a,,....) (%)
aus!

“all I. Hier besteht (8) aus der einzigen Zahl 0.
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Fall Hla. Wegen der Beschranktheit von (6) gibt es in (9)
nur endlich viele Zahlen*): ko', kyy'.... kyo'. Es sei § der groBte
gemeinsame Teiler von by, Ay . k1 es sei o=, . ¢ Dann ent-

halt (8) die Zahl y (da dic Gleichung g'lc,-li == in ganzen /; [o=bar
i

ist) und also ist (8) genau die Menge aller Zahlen kg
(k ganz und sonst beliebig).
Fall IIb. Ich wihle cine Zahl «; =0 aus (9). Zu jedem
ganzen n — 2 gibt es eine Zahl (, aus (9), so dal3 der (reelle)
. . . ) .
Quotient <~ nicht in der Form ;’—, (p ganz) darstellbar ist; denn
3] N
sonst wiaren alle Zahlen aus (9) von der Form

, 74

1y (g == n—', P ga-nz).

leh wihle die ganzen Zahlen p,, ¢, so, daB

1= ¢, — n | 20— L R
3] 9 nq,
Die Zahl «,' = gy —-  1pn gehort zu
M, (ay, dy,....) (7)
und es ist offenbar
|¢¥1|

0<ll(-"’|< 0

Alxo enthilt (7) beliebig kleine, von Null verschiedene Zahlen.
Da (7) ein Modul von Zahlen der Form »¢ (r reell) ist. so ist (7)
auf der .Geraden' rg (r reell) iiberall dicht; seine abgeschlossene
Hiille. d. h. (8). ixt also genau die Menge aller Zahlen
rg (r reell).
Fall Illa. Alle Zahlen von (8)%) sind von der Form kgy + Loy
(k. l ganz). Tch wahle zwei Zahlen
o =K1+ Lyss, g2 = Ky, + Lyo,
aus (8) so. daBl s = KL, — K,L, &= 0 und die ganze Zahl | /|
dabei moglichst klein ausfallt. Jede Zahl kg, + lg, von (8) hat
die Form .vjg; + ¥age, WO
S T (N
/ - A
i) \.'; %z B. H. Minkowski, Diophantische Approximationen (Leipzig,
B. (. Teubner. 1907), 8. 8, Satz 1LI".
3) Es ist hier offenbar (7) = (8).
*) Dic griechischen Buchstaben sind lauter etwas tiefer gesetzt: ich bitte
den Leser, sich dadurch nicht stiéren lassen.
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Ich behaupte: x;. v, sind ganz. Denn gesetzt, es wire z. B.

!
vy = a 4 L/ (@. b ganz. 1= b <! 7). Die Zahl kya -+ lyry ==
=(—k+ }1A'2) o 4 (— 1 4 aly) g, gehort zu (8): cx ist aber
koly — 1Ky = b, also 0<|koLy —1,K,|<Z| 7]. was der Wahl von
/ widerspricht. Daraus folgt sofort, daBl (8) genau die Menge
aller Zahlen koy 41lg, (K, 1 ganz und sonst belichig) ist.

Offenbar ist g0, 30 und :"l nicht reell.
02
Fall IlIh. Weun wir alle Zahlen von (9) in der Form kg, -
—- ray (k ganz, r reell) schreiben. so nimmt die ganze Zahl & mr
endlich viele Werte k. ks..... &, an, die wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit als teilerfremd voraussetzen diirfen. Daraus
~sieht man, dafl (7) eine Zahl 4, von der Form g, = &y 4 740
(ro reell) enthalt. Jede Zahl aus (7) laBt sich dann auch in der
Form kg, 4+ rg, schreiben (gy =gy, & ganz, r rvecll). Ex gibt eine
Zahl (« == kygy + 11gp in (9), so daB r; F= 0. Zu jedem ganzen
n=2 gibt exin (9) eine Zahl «, = k¢ 4 rugy (k ganz, r, reell),
s0 daf3 sich %nicht in der Form -rf—),( p ganz) schreiben JaBt (sonst
1 !
wiirde der Fall T1la vorliegen). Wir bhestimmen zwei ganze Zahlen
Pus ¢a it
o P

|
1 ¢, 0. j— ——
| rl U

bie Zahl

l{u' j— qn((u - 'I)u(q + (I';rk| _ anu) N = (".u'l,, — "|I'n) o2
liegt in (7), und es ist

) I
0<< ]| << lf:'l“lgg'.

M, liegt also iiberall dicht auf der Geraden ryy (r reell). Daraus
folgt sofort, daB (8) genau die Menge aller Zahlen
"gl—'l-'ﬂ‘gz (k ganz, » reell) ist.

Fall Hle. Es seien ¢, «y zwei von Null verschiedene Zahlen
aus (9), deren Quotient nicht reel ist. Zu jedem ganzen n— 3
q

. . . . . . . )
gibt es in (9) eine Zahl (,. die nicht in der Form -'—-,{, | =«
- ol

n!
mit ganzen p, ¢ darstellbar ist: sonst wiirde der Fall 1lla vor-
liegen. Es sei «, = kyg + liwg (kn. 1, teell). Wir wihlen drei
ganze Zahlen p,. q,. r, so. dal3s)

VA OO



10 VIIL. Vojtéch Jarnik:

]
Fa = ?’n(Vn-—' 1) | T 7:1(‘” _l).

Die Zahl ﬂ'n’ = Tpan ~ " Pnay — Gnts = (_?’,,k,, - I)n) 1 + (’ nl" = ’[n) 111
ist in (7) enthalten und es ist

1 7r, 7,

|¢(1|‘1‘|“2|

<l |<
Yn—1
’ ’
. . /¢ 44 . . .
Wir halten nun » fest. Die Zahlen =, 2~ sind nicht heide reell;
ay «2
. «
es sei 7. B~ . -nicht reell (sonst vertausche ich in der folgenden
oy

Uberlegung o, und «y). Jede Zahl laBt sich dann in der Form
tay + %an’ schreiben (¢, s veell). Es gibt in (9) eine Zahl g,» =
== £, %y 8" Mit " 3= 0.7) Zu jedem ganzen m —~ 2 gibt es in
(9) eine Zahl

ﬁm t,, "y + S’ pe

" . . 4 .. T
so daf »-;5'-;' nicht die Form ——1——’ (p ganz) hat; sonst wiirde nimlich
, m
A /
der Fall 1LIh vorliegen. Wir setzen m, gleich der kleinsten
ganzen Zahl. die groler als 1 und Y» ["] ist. und wihlen die
ganzen Zahlen a,, ¢y so, daB
g
t"’nl Ao oL 1

-
¢n” My, | —— — — | < ———.

1 -
l tl " On gnmn

Wir setzen nun

m— (lnﬁm,,“ T -"14#1" - (gn!m”‘" ] ntln) (5} + Rn‘(u'
(R, reell). Der Koceffizient. von o, ist=Z=0. Endlich sei R, =g, +
+ by (g0 ganz, 0" h, 1) und ., =y -~ gye’. Es ist also py’
eine Zahl aus (7). und ex ist

0<|/n |\_I fll T 4{» | '"1' + J"Ll-'v’t-l-’—?'— § ll¢1|“’ 'uzl

\'n Vn—1 ~* \n— 1

weiter ist </Z— nicht reell. In jedem Kreise mit dem Radius

’
[247]

;_“lll___'__[fﬁ_l. licgt also mindestens ein Punkt &'+ 1., (k. { ganz).

)t w0 sollen reelle Zahlen bedeuten: (lie oben angehingten Zahlen
sollen in (lel' ganzen Abhandlung Indizes. keine Fxponenten bedeuten. Nur o
soll die Exponentialfunktion bedsuten, und zwar mit rein  imaginirem Expo.”
nenten: wenn ich also ¢/ schreibs, so ist o reoll, guch wenn ich ex nicht aus-
driieklich bemerke.
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Wegen der Willkiirlichkeit von n ist (7) iiberall dicht und (8)
ist die Menge aller komplexen Zahlen.

§ 4. Der Begriff des Divergenzhalbstrahis.

Die Hilfssitze diesex § sind bercits bekannt®). Ich sage,
eine Zahl « liege im Winkel («. f), wenn « << und a —:reir .
r>0, « = ¢ =f. Unter dem ..Halbstrahl [, ] verstehe ich dic
Menge aller Zahlen re'” (r—0). Ich fiithre noch folgende Defi-
nition ein:

Ein Halbstrahl [4] =oll Divergenzhalbstrahl®) einer Reihe
ay -+ a, 4. heilen, wenn fiir jedes § > 0 diejenigen Glieder der
Reihe a -} ay, ... die im Winkel (4 - d.¢ -}- §) liegen. einc un-
endliche Reihe bilden, die nicht absolut konvergiert. Wenn also
b 0,5, diejenigen Gleder der Reihe ay 4 a, - ... sind. die im
Winkel (;-— d.4 -+ 0) liegen. so soll die Reihe IRENX .
divergieren.

Wir wollen noch folgende Bezeichnungen einfithren: wenn
cine Reihe a; 4-a, 4 ... absolut konvergiert. <o schreiben wir
dafiir

(%)

S a,.

AR}

-

n
Analog soll
kA s
(M) :xa, baw. (P): > a,
n=1 n=i
bedeuten: dic Reihe a; 4 ay, + ... divergiert, bzw. a, >0 fiir alle
ganzen n~— 1. Wir werden auch mehrere solche Symbole mit-
einander verkniipfen: «o soll z. B.
. kA
(W) : 3 a,
n=1
bedeuten : es ist @, >0 und @, 4a, + ... divergiert. Endlich :
wenn ¢c=a -+ bi (a. b reell), so schreibe ich a=N(c). b=13(r).
Hilfssatz 1. Es mégen alle Glieder a, der Reihe
a,+a, . (1m
KA
von der Form sein. a, —r,e'/n (« "¢y B, r, = 0): und 3 |a,;
n=1
) Z.B.G.POlva- - G. Nzego. Aufgaben u. Lehrsitze aus d. Analysis [,
§.93; K. Steinitz. Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme (Forr-

setzung), Journal fiir die reine u. angew. Math., 114 (1914), S. 1.-40.
) Kurz Dhs.
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sei divergent. Dann besitzt die Rethe a4 ay ... etnen Dirvergenz-
halbstrahl [p] mit « — ¢ 7 B.
o
Beweis: Mindestens ein von den beiden Winkeln (u. 'ié ,

«th
2

) hat folgende Eigenschaft : diejenigen Glieder der Reihe

(10), die in diesem Winkel liegen. bilden einc Reihe, die nicht
absolut konvergent ist. Diesen Winkel!’) bezeichne ich mit

. . ¢ 3
(¢eg, 1) Mindestens ein von den Winkeln (al, a —i— b ) , ( aQ -l; P /fl)

hat wieder die Eigenschaft, dal} die Reihe der in ihm liegenden
Glieder von (10) nicht absolut konvergiert: diesen Winkel be-
zeichne ich mit (. B3). So fortfahrend, bekomme ich zwei Folgen

reeller Zahlen: «=" ;" w™ = 3= Byt B wn=
— . . . - .

= ﬁﬁ— Es sei .= lm q,: dann ist [4] offenbar cin Dhs.
- n= 7

der Reihe (10) mit = ¢ 4.

Hilfssatz 2. Die Menge aller Divergenzhalbstrahlen einer Reihe
st abgeschlossen.

Das soll bedeuten : wenn [ (], [;2].... Dh=. ciner Reihe sind
und ¢, -~ 4. so ist auch [¢] Dhs. der R-elh(‘.

Beweis. Klar nach der Definition.

Hilissatz 3. Ks sei [()] ein Dhs. der Reihe

a,Fa,+... (10)

Dann kann man ans der Folge a,. a,. ... eine Teilfolye by . b,.
herausgreifen, so daf

(D) r)!)l (bye ). (W) : :x‘ I(be 1):

s(l; e "/)

-0,
n=1 =1 m(hu" i)
Beweis: Es ist |a, | <C I\ fir n=1. 2..... Ich nehme von
den im Winkel ( —'—, q += ) liegenden Gliedern der Reihe (10)

vom Anfang an so viele. bis zuerst die Summe ihrer absoluten
Betrage groBler als K wird: diese Glieder bezeichne ich mit b,
hy. ...bi,. Wegen la,|<< K ist also

b
K< x|h|~2K (Erster Schritt).
n o

1) Eventuell einen von beiden. wenn  beide Winkel diese BEigenschaft

besitzen; z. B. den Winkel (u. "—-I:“-')
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PDann nehme ich von den bisher nicht verbrauchten und im
sy r AT oo .

Winkel (r'r gt -;) liegenden Gliedern von (10) vom Anfang

an so viele. bis zuerst die Summe ihrer absoluten Betrage groBer

als K wird: diese Glieder bezeichne ich mit by, . by, 1o, .0y, Es

ist also

ks
K< x|b,|<2K (Zweiter Schritt).
neki41

Der (m 4 1) - te Sehritt sieht so aus: die Zahlen k; (j = m)
und b, (n = k,) mogen bereits definiert sein. Ich nehme von

o . . ve A S
den bisher nicht verbrauchten. im Winkel ((/ — omEe @ +5 T3

liegenden Gliedern von (10) vom Anfang an so viele, bis zuerst
die Summe ihrer absoluten Betrige grofler als K wird: diese
Glieder bezeichne ich mit by, 41, b, 420 o By, T Es ist also
Fin g1 .
K< 3|b|<2K.
e ki

Es ist offenbar

. 1
Rb,e ) /-\‘—_2 [y (n=1,2,..).

~ i a3 i it iy
"\‘ ("ne l’) - t‘.(/ EYYE] m (bne "I') N -)1742_!“ (bne ")

(I"'m. + 1 /‘~ n km 4 1):

g K

T~ i i

alvo L}. | ? (b.e~') | < om
"o 2

"

fiur m > m,.

Aus diesen Ungleichungen folgt aber, dafl die Folge by, b,, ...
alle verlangten Eigenschaften besitzt.

§ 5. Wann ist M (a,, a,....) leer.

Wenn « reell ist, so schreibe ich pos « —=«, neg a =0 fiir « — 0
und pos @a=0. neg « =a fir a <<0. Ich fithre noch folgende
Definition ein: Eine Folge d;, d,. ... erfiillt die Bedingung B.
wenn fiir jedes reelle ( die Reihen

3 pos R (d,e=7), X neg W (d,e=)
n-l n=1

entweder beide konvergieren oder heide divergieren.
Dann gilt folgender



14 VIIL Vojtéch Jarnik:

Satz 4. M (aq, ay,...) (3)
ist dann und nur dann nicht leer, wenn die Folge
(. dg, ... (6)

die Bedingung B erfiullt.
Ik-\u-ls der Notwendigkeit: ware z. B.

\ pos R (@,e~+) konvergent, ‘ m,g R (e 70)
ne=1 n=1

divergent, so wiire, wenn b; 4 b, -}-.... eine beliebige ausa, 4 a, +-.....
durch Umordnung entqtehende Reihe ist.

~ ‘)l(a,,e o) . o .
)L-

d. h. M (b, + by 4 ...) wire leer, w. 7. b. w.

Zugleich mit dem — viel schwierigeren — Beweis, dafl die
Bedingung B hinreichend ist, werden wir einen, fiir den folgen-
den § wichtigen Zusatz beweisen.

Wir wollen also im Rest dieses § voraussetzen, dafl die
{beschrankte) Folge (6) die Bedingung B erfiillt. Dann sind drei
Falle zu unterscheiden:

) N : i a,.
n=1
3 (D) s |@,|. es gibt aber ein reelles go. o daff
n=1
M) : V!ll(a e i),
=1

;) Es ist (D) : Ell!)l (ane~i)] fiir jedes reelle (.
s

Der Zusatz lautet :

Zusatz: Wenn (6) die Bedingung B erfilll und daritber
hinaus noch a, >0, so behaupte ich :

Im Falle o) enthilt M (a,, a,....) einen einzigen Punkt.

I Falle f3) gibt es eine Zahl A, so daf} M (a,,aq,....) genau

die Menge aller Zahlen A - re (7°+ 7) ist (v durchliuft alle
reellen Zahlen).

Im Falle y) ist M (a,, a,,..) die Menge aller komplexen
Zahlen.

Der Fall () ist trivial.

Beweis der Hinlidnglichkeit der Bedingung B im Fall g).
Es ist
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i(fo+ i ot .:;'_)) )

© (D) :}‘lpos " (rt,,e _) D) : jneg " (an

denn sonst wiaren diese beiden Reihen konvergent (Bedingung B!)
£ . . e e . S
und also (H): I a,. Es seien by, b,. ... diejenigen Glieder aus

n=\
ay4-a,+ ... (10)
. T
fiir welche R ((1,,e_'w°+ '—-’))
bezecichne ich mit ¢, c,,...
Ex se¢i nun r eine beliebige reelle Zahl; ich ordne die Reihe
(10) folgendermaBen um: zuerst kommen so viele Glieder by,
by. by, (R, = 1), bis zuerst

I . 1
' i Tt )
hg | (b,-e kg )>r-

j=1

= 0; die ibrigen Glicder aus (10)

dannm =0 viele Glieder ¢, ¢y, ... ¢,. bis zuerst

ky —i(Y X L —i(Yo -_)
™ (b,p i z))+ S (c ek Dy
i i=1

dann wieder so viele Glieder by, 4, by, 4o, .., by, bis zuerst

i(Yy l 4 ( —1 l )
\!)l( '(/°+"’))+2I‘9l e T D) )
j=1 7=1
dann so viele Glieder ¢;, +y. ¢ 49, -y €. bis zuerst

ks ek (o = b it o)
xR (b‘;e et 2))+2!)l (c,-e A ) ~ 7
i=1 i=1
und so weiter. Die Summe der ersten &, -|-/, Glieder der um-
geordneten Reihe hat offenbar die Form
i( ..-’1 i o -y
ot 2)1'-|-e” 3-!): (a,»e ”)-1'- &, + ¢ (11)
j=1
06, KM |, en-=>0. Die Folge der Zahlen (11) fir n=1, 2,. .
ist beschriankt, besitzt also mindestens einen Haufungswert, der
freilich zu M («,, ay, ...) gehort: also ist (3) nicht leer, w. z. b. w.
Was den Zusatz betrifft: wenn iiberdies «, -> 0, so kon-
vergieren die Zahlen (ll) gegen.

t(/a +e/. «® ‘R (a] o);
=1

j=



also gehort jede solche Zahl (bei beliebigem reellem r) zu (5):
aber es hat offenbar auch jede Zahl von (5) die Form

"(‘[‘n + —}')
(4 o=

i » ( — i )
rde  IxR\ee '
j=t
(r reell). da die Summe der absolut konvergenten Reihe

s, ) (a‘,e -t 0)
i1

durch Umordnungen nicht geiandert wird. Damit ist auch der
Zusatz im Fall 8 bewiesen.
Beweis der Hinliinglichkeit der Bedingung B im Falle »-
Es ist hier offenbar

(D) : > pos R (aje "l'l)
fiir jedes reelle : die Glieder der Reihe (10), dic im Winkel

r A . . . . . .
(q ry -I—-—)—) liegen. bilden also eine Reihe, die nicht abxolut

konvergiert. Also enthilt (nach Hfs. 1.) derr Winkel (,,, -— —; g + i; )

mindestens einen Dhs. der Reihe (10): d. h. jeder Winkel von
der ()ffmmg s enthdlt mindestens cinen Dhs. von (10).
Es sind zwei Falle zn unterscheiden :
Fall ./ : Es gibt einen Dhs. [¢,] von (10), so dall auch ¢, -+ (]
Dhs. von (10) ist.
“all »”: Der Fall ./ tritt nicht ein.
Fall ;/: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei g4=10 (sonst
drehe ich um —- ). Ich wihle aus a;, a,. ... zwei Teilfolgen
by byt €4, Cgu (12)
so dafy
‘1‘) n\ ’R(bn) (‘u) ‘ bn) ’\)B) nz ‘n(__"n (") ’ (‘-'n)'
Die in (12) nicht enthaltenen Glieder a, mit J(a,) — 0 bezeichm-.
ich mit dy, d,... und diejenigen mit J (a,) <0 mit f;, f,.... Ex
ist offenbar

®: 3 3(d); (D) 3 3I(h).
n= n=1
Es sei A eine b(*liebige komplexe Zahl; ich setze
A=a4bi4i 3 o > 3 (bn) —l—z 3 .\ (cu) (@, b reell).

n—

Ich ovdne die Reihe «, f—az-|—- ...... folgenderma,Ben um:
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Erstens: Zuerst nehme ich d,, d,,..d, (k,= 1) so, daB
zuerst

>3 (d)>b;
dann f,, f,....f;, so, daB zuerst
33@)+230)<b
dann b, b,,... b,,_ (p, = ..1) so, dafl zuerst

’ﬁ(d,)+ ‘ﬁ(f;)-l- ‘”(b)>“’
dann c,, cz, ...... c.,l 80, da.B zuerst

*R(d,)+z%(f,)+ %(b>+2’ﬁ<r,)<a

Zweltens: ich nehme dy. .y, di 1o, ..., dp, so, daB zuerst
i1 112 )

3 ll
SMd)+ I >h;
i=1 i=1
dann f,4,,..., fi, so, daB zuerst
ky A
s3E)+33(H)<b;
i=1 i=1

dann bm+1, ...... y by, so, daB zuerst

‘ﬁ(d)—l- ?)‘(f;)+ "‘(b)+a"1(0,)>a,
1 j=1
und dann jcq,_,_,, ...... , c;, so, daB3 7uerqt

X .
’Elm @) -'_7'51”l 7 +i:vlm (®) _|_::va (¢)<a.

Und so weiter. Die Summe der ersten k,-}1,+ p,+ q.
Glieder der umgeordneten Reihe hat offenbar die Gestalt

a+bi+i}1:s b4¢)+ Ot en=A+ O+,  (13)
2

wo | @n| =1, | oy |5 en — 0

die Zahlen (13) sind beschrankt, besitzen also mindestens einen
Haufungswert, der zu (5) gehort; w. z. b. w.

Was den Zusatz betrifft: wenn a, — 0, so konvergieren
die Zahlen (13) gegen die (beliebig gewihlte) Zahl 4; also ist
auch der Zusatz im Falle ;' bewiesen.

Fall ;”. Es sei [po] ein Dhs. der Reihe a; 4 a, +-....; dann ist
[go + =] kein Dhs. Es sei [¢,] derjenige Dhs. mit ¢g =~ ¢1 ™~ qo + 7,
2



fir welchen ¢, moglichst groB ist (es gibt einen solchen nach
Hfs. 2); [¢,] cei derjenige Dhs. mit gy = s = go— i, fiir welchen
@s moglichst klein ist'!). Im Winkel (¢, g2 + 22) gibt es auller
Lgal, [g2] keinen Dhs; also ist gy + 27w — oy < a1 daher ist
O<gr—qgo<m 0 <2+ 2a—qg1 <, 0 <g@o— g2 < n Ich
behaupte: jede komplexe Zahl a - bi (a, b reell) 1aBt sich in de
Form

a -+ bi = qgeiT* + a1} age'l: (14)
mit positiven «q, «;, ay schreiben. Denn (14) ist mit
a sin g, — b cos g 4 ay Sin (py— g1)

sin (¢ — o)

@ sin Po— b cos Po + ug sin (tpz — <Po)
— sin (g — ¢o)

ag — )

o —

gleichbedeutend. Es geniigt also, «, positiv und hinreichend grof3
zu wihlen, damit auch «. «, positiv ausfallen. Wir wihlen aus
(6) drei Teilfolgen b, b,,...; ¢, Co,...; dy, d,,.... so dal}

(D): 3R (b,e=79); (D): TR (e 7); (DH): 3 R (dn ~77)

(W): 3 3 (be72); (U): 33 (ee™); (U): 33 (due= )

Ich wihle diese drei Teilfolgen noch so, da jedes Glied
von (6) in hochstens einer von ihnen auftritt und da die Folge
(6) noch unendlich viele Glieder enthilt, die in keiner von
diesen drei Teilfolgen auftreten'?); diese letzten Glieder von (6)

1) Der Leser mige sich eine schematische Figur zeichnen.
') Wenn die urspriinglich gewihlten Teilfolgen (b)) : by, by,....; (€,) : €1, Carns

(d,) :d,, d,,... der letzten Bedingung nicht geniigen, kann ich folgendermaBen
n! 2 T2 &

verfahren: Ich nehme aus (6) so viele Glieder der Folge (b,) — ich bezeichne

bisher nicht verbrauchten Gliedern von (6) vom Anfang an so viele Glieder
l .

aus (c”)—ich bezeichne sie mit C’,,...‘..(,’,I — bis zuerst ,i N (Cne_“fl) > 1: dann
1

von den bisher nicht verbrauchten Gliedern von (6) vom Anfang an so viele

verbrauchte Glied von (6) bezeichne ich mit f,. Dann nehme ich (immer von
den bisher nicht verbrauchten Gliedern von (6)) erstens so viele Glieder By, 1.
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bezeichne ich mit f,, f,,.... Es sei A eine beliebige Zahl: ich
setze

ar=a—¢(r+3) 3300 —e (1 +3) 33 ceim) —

n=1 n=1

— (7 3) 53 e,

n]

Ich ordne die Reihe (10) folgendermaBien um.
Erstens: Ich bestimme die positiven Zahlen xq, A9, 119 S0,
daB

A" — =€+ A€'T* + poe'’
und nehme zuerst f,, dann by, b,,...., bg,; €1, Coy..Ci;:
wo ky, I, py so gewihlt sind, daB3 zuerst

k; . ll . " .
By =3 M (bje=%) > 55, yy = IR (cje=7) > 2, =3 R (dje7*) > 1.
i=1 j=1 i=1
Zweitens: Ich bestimme die positiven Zahlen »;, 4;, 1y
so0, daB3
A" — fy— fo— €Ty — €1y — €i1§; = 3,6 |- 11670 + s

und nehme zuerst f,, dann by, 4i,... br,; Coty oo €3 Bpygis s Gy,
wo kg, ly, py s0 gewdhlt sind daB zuerst

ﬂz_zm(b e i70) > x,,yz—z‘)t (cie™) >11,62_2’)lt(de 1) > uy.

j=k41 j=pm+
(n+1)—ter Schritt: nachdem die Zahlen k;, I;, p; (+ = n) be-
reits gewihlt sind, wahle ich die positiven Zahlen ,, iy, u» so,
daB
L

Iy
Ay fymm gy — €7 3R (b=7) — € 3R (0 7) —
. p" . . 3 .
—err 3SR (d’.e—’-‘l’s) =y’ _|.. Jn€T + “"e"lx
j=1

und nehme zuerst f,;,, dann b 44,..., bi, F1 Clptlr s

k. .
y B‘,’ aus (b"), bis zuerstk.‘:; i)t (B"e_“/"')> 1; dann so viele Glieder C,‘ +1
1
l .
...... C), aus (c,), bis zuerstl. .‘_"SR (Cne—w") > 1; dann so viele Glieder D, 1

Dm: aus (d,), bis zuerst ) ‘ i)t (D, e_"f’) > 1: das erste bisher nicht verbrauchte
m|.+
Glied von (6) bezeichne ich mit f,; usw. Die Folgen B,, B,,...; C;, C,,...;

D,, D,,... haben offenbar die verlangten Eigenschaften.
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dppt1s v s Bp, 1 WO k, o L, +10 Pay1 80 gewahlt sind, dall zuerst
kn g lng1
Em(be —H) >/n, 2 ‘n(ce—tr')>ﬂm z‘)l(de i) > tn-
j=kp+1 i=Pnt

Die Summe der (n -|— 1) 4+ kutr + L1 + Puyr ersten Glieder
der umgeordneten Reihe ist also

. . . a1 :
4'— (xne“l’o + In€ + !‘-neu,') + etff' 2 m (bje—i'/o) +

+ e“l- 2 ‘)l(o,e """ 1) +e"/’ 2 Q)l(de ~is)

_,n

N P AL S TN ()
+1[€’"°E!ﬁ(b,~e e 2)+ei'fn§‘})[(c)e 40 2))
i=1

+ ‘,14/‘, \ g” (d e—t(?‘-+ ))] -

=4+ Opp1+ ent1, WO |@ |/|bk I+ ei, |+ 1, s en 0.
Die Zahlen (15) sind beschrinkt, besitzen also mindestens
einen Haufungswert, der zu M (a,, a,,..) gehort; w. z. b. w.
Was den Zusatz betrifft: wenn dazu noch a, - 0, so kon-
vergieren die Zahlen (15) gegen die beliebig gewihlte Zahl 4, die
also zu (5) gehort; w. z. b. w.

Damit sind also Satz 4. und sein Zusatz vollstandig be-
wiesen. Wir werden jetzt wieder die im § 3 aufgezahlten Falle I,
ITa, ITb, I1Ia, IIIb, I1Ic trennen und in jedem von diesen sechs
Fillen nach der Menge (5) fragen. Dies soll in §§ 6, 8 bis 12 ge-
schehen. In diesen §§ werde ich, ohne es ausdriicklich hervor-
zuheben, voraussetzen, dafl a,, a,,... die Bedingung B erfiillt
(und freilich duch, dal diese Folge beschrankt ist).

§ 6. Fall I

Hier ist a, — 0. Die Frage nach der Beschaffenheit von
M (a,, a,,...) wurde bereits durch den Zusatz zu Satz 4, § 5,
vollsténdig erledigt.

§ 7. Zwei Hilfssiitze.

Ehe ich zu den weiteren Fillen iibergehe, beweise ich zwei
Hilfssitze, die uns eine oftmalige Wiederholung derselben SchluB3-
weise ersparen. Der Leser kann diese Hilfssdtze zunéchst iiber-
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schlagen und erst an der Stelle, wo sie zitiert werden, auf sie
zuriickschlagen.

Hilfssatz 4. Es sei a,, a,,... eine Zahlenfolge; by, b,,... sei
eine Teilfolge von a,, a,,...; diejenigen Glieder von a,, a,,..., die
in by, by,.... nicht enthalten sind, mogen eine Folge c,. c,,. .. bilden.
Es gebe weiter eine Zahl a, eine Folge I, 1,,... und eine Folge
natirlicher Zahlen p,, p,,... mit P, =" Pg ™" e, Pp-> -+ ®©, s0 daf

Pn

1. ‘Elb,;:l,,,—|—a+€n (én—>0)
i-

2. Alle Zahlen —1, sind in M (c,, c,,...) enthalten.

Behauptung: a ist in M (a,, a,,...) enthalten.

Beweis: Wir wollen zunichst p, < p, <.... voraussetzen. Ich
wihle eine Folge von Teilsummen der Folge ¢;, c,,... folgender-
maBen:

das n-te Glied dieser Folge soll eine Teilsumme sein, die
erstens alle Glieder der vorangehenden Teilsumme, zweitens c,,
Cgyey Cp als Glieder enthdlt; weiter soll dieses n-te Glied dieser
Folge von Teilsummen wenigstens ein Glied von ¢;, c,,... ent-
halten, welches in der vorangehenden Teilsumme nicht enthalten
ist; und endlich soll sich diese Teilsumme von —I, wm weniger

als ry unterscheiden (vgl. eine ahnliche SchluBweise beim Beweis

des Satzes 1, § 2). Ich darf also die Glieder dieser n-ten Teil-

by + by ot by, €3+ g b A G, - Bps A
...... —l— bp' + Ck,+1 —|-—|- Ck_,—l-......

ist die Summe der ersten p, -}k, Glieder gleich
htata—bh+t-22>a (6. <D,

w. z. b. w.
Wenn nicht p; < p, <...., s0o wende man das eben bewiesene
auf eine wachsende Teilfolge von p;, p,,... an.

Hilfssatz 5. Es set i
a,, a,,.... (6)

etne beschrinkte Folge, die der Bedingung B genigt, a,-}- ay ...
sei divergent. Es seien weiter zwei Reihen (DY) : by, + by, +.... (ks



ganz, 0 < k, < kn+l) (Q)‘B) YA + ¢, + ~~~~~~ (L, ganz, 0 <1, < ln-l-l)
gegeben.

Behauptung: Es gibt eine Teilfolge y,, ... von ky ky,.... und
eine Teilfolge 1y, Ag,.. vOR 1y, L,,.... mit folgenden Eigenschaften:

1. es st x,;:l—'- Z,,' f'ur 1:, ]:1, 2,

2. Die Reihen bx.~-bx,+...., ¢) +¢; +....
divergieren. ‘

3. Es seien dy, d,.... diejenigen Glieder von a,, a,,....,die weder
in der Teilfolge ax,, asx,,... noch in der Teilfolge aj, @j,... enthal-
ten sind. Dann ist m (d,, d,,...) =m (a,, a,,...)

4. Die Folge d,, d,,... erfillt die Bedingung B.

Beweis. Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
voraussetzen, daBl kein k; keinen l; gleich ist (vgl. die analoge
SchluBweise in der FuBlnote 12). Dies wollen wir voraussetzen.
Wir markieren in der komplexen Zahlenebene die Zahlen ay,, ay,,....;
alle diese Punkte liegen in einem gewissen Quadrat Q. Ich zer-
teile dieses Quadrat durch Medianen in vier kongruente Quadrate.
Mindestens ein von diesen Teilquadraten besitzt folgende Eigen-
schaft: Wenn wir die Reihe derjenigen by, bilden, deren ent-
sprechende a;, in diesem Teilquadrate liegen, so ist diese Reihe
divergent. Wir bezeichnen dieses Teilquadrat mit @, (oder ein
von ihnen, wenn es mehrere gibt). Dieses Quadrat zerteilen wir
wieder in vier Teilquadrate und wenden wieder den vorangehen-
den SchluB an; so fortfahrend, bekommen wir eine Folge von
ineinandergeschachtelten Quadraten @, @,,..., die alle einen ein-
zigen Punkt g gemeinsam haben. Es gilt dann: fiir jedes ganze
n > 0 bilden diejenigen Glieder b;, deren zugehorige a;; in @,
liegen, eine divergente Reihe. Man kann nun leicht aus der
Folge k,, ky,... eine Teilfolge k,’, kj',... herausgreifen, so dafl
ay,—> B und die Reihe by, + by, +... divergiert. Analog kann
man mit der Folge [, l,,... verfahren. In dem weiteren Verlauf
des Beweises diirfen und wollen wir voraussetzen, daB die
Grenzwerte

'lll:}, a”‘n:(g’ 2:2 @, =y
existieren.

Wenn also d,’, d,... diejenigen Glieder von (6) sind, die
weder in der Teilfolge

iyy Beyyoro (16)
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noch in der Teilfolge

,, ay, .. (17)
enthalten sind, so mul m (d,’, d,’,....) alle Punkte von m (q,, a,,....)
enthalten, hochstens bis auf die Punkte g und ;. Wir greifen
noch aus jeder der beiden Folgen ky, ky,...; I, I,,... je eine Teil-
folge m,, mg,...; ny, Ng,... heraus und zwar so, dafl es unendlich
viele unter den Zahlen k; (bzw. ;) gibt, die in der Folge
my, My,... (bzw. ny, n,,...) nicht enthalten sind und daf

(T’):;‘ bm; (D) S,
j=1 j=1 "'

(Vgl. die analoge SchluBweise in der FuBinote 12). Wenn wir mit
d,”, dy"..... diejenigen Glieder von (6) bezeichnen, die weder
offenbar die Punkte g und y und dazu noch alle Punkte von
m (dy, dy....); also ist m (d,", dy’,...) = m (a,, a,,...).

Wir diirfen und wollen also in dem weiteren Verlauf des
Beweises folgendes voraussetzen: wenn wir mit ¢y, ds,... diejenigen
Glieder von (6) bezcichnen, die weder in (16) noch in (17) auf-
treten, so ist

m (0, o) = M (dy, ay.....).

Es handelt sich noch um die Bedingung B. ls sind zwei
Falle zu unterscheiden:

Fall a. Es gibt ein ¢, mit (¥) :%l!)t (ape”’ (""""zl’) Weil

n=

D): 3 a, und weil (6) die Bedingung B erfiillt, so sind die beiden

n=1

Reihen

n n
3 pos R (ae~), 3 negR(aue)
1 1

n—= n=

divergent; jeder der beiden Winkel
7T 3
(=% ot 3) [pot 5t

enthilt also nach Hfs. 1. mindestens einen Dhs. der Reihe
a-fFag+ ... (10)
Wenn 0 < ¢ < —125, so ist die Reihe derjenigen Glieder von (10), die

in einem der beiden Winkel (go+ & @o+ 7w —e), (yo— « &
@o—¢) liegen, absolut konvergent; denn fiir diese Glieder ist
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—1 (Y 'T)
|R (@ue™ " D) | = sine .| an].
Es gibt also keinen von [qo] und [¢, + 7] verschiedenen Dhs;
also sind [q,] und [@,+ =] notwendig Dhs. der Reihe (10).

Fall b. Es ist (‘l‘-):;l!’l (a.e—i7)| fiir jedes reelle . Dann
n=1

sind, wie wir beim Beweise des Satzes 4, Fall ;;, gesehen haben,
nur folgende zwei Falle moglich:

ba) Entweder gibt es einen Dhs. [¢o] von (10), so dafi auch
[¢o = ] ein Dhs. ist.

bpB) oder es ist dies nicht der Fall, und dann gibt es drei
Dhs. [gol, [¢1]. [pe] von (10) mit

0<qat2n0—p1<m 0<gr—qo<m 0<qp—qp<u.

Die weiterc Beweisfiihrung ist zunichst allen Fillen a), ba), bf)
gemeinsam. Es sei [¢] einer der in der Rede stehenden Dhs.
von (10) (d. h. [go] oder [¢o-+r] im Falle a) und ba), [go] oder
[¢1] oder [p;] im Falle bﬂ) ])ann ist. [p] auch Dhs. mindestens

einer der drei Reihen S‘ @, za, , 2 d,, Wir kénnen nun aus
n—-l n=1

den Folgen ky, k,,....; 1, ly,... je eine Teilfolge py, pa,.; Qps Qgsem
herausgreifen, so daf3

(D) : 3 by; (D) : 3 e
j=1 i=1

und daB [p] Dhs. der Reihe d," + dy' ... ist, wenn d,’, dy/,..
diejenigen Glieder von (6) bedeutet, die weder in a,,, ap,,.. noch
in ag,, ay,,... auftreten. Das kann man folgendermafBen erreichen:

Wenn [¢] schon Dhs. von d;+ dy+... ist, so setze ich
pi= ki, ¢i=1;, alsod,’ = §,. Wenn aber [p] kein Dhs. von §; 4 do ...
ist, so sei er z. B. Dhs. von a;, -+ ax,+...; ich wihle eine Teil-
folge 7y, 74,... von k,, k,,... so, daB

DF): IR e ); (U — >0
(OF): 3R (a,,e); () : =

n=1

(ar ),

II l\48

Es ist
(Q‘B) ) bk’n'
n=1

lch wiahle nun eine Teilfolge $1; $,,... von 7, 7g,... 50, daBl
erstens

(D) : 3 R (@)
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und zweitens
(D) : 3 by,
n=1

WO Py, Pgy-.. die in 8, 8,,... nicht auftretenden Glieder von
ky, k... sind. Die Moglichkeit einer solchen Wahl sieht man
durch eine der FuBinote 12. ganz analoge Schluflweise ein. Damit
ist p,, P,.... gewdhlt. Wenn ich noch g, =1, setze, so ist dadurch
alles gewiinschte erreicht. Offenbar ist

M (0y, Ogye) T2 (dy', dy’, ) = (aq, ay,....); alsoist m (d,’,dy,...) =
=m (a;, Ag,....)-

Wenn wir nun dieselbe Schluiweise auf alle in der Rede
stehenden Dhs. anwenden, gelangen wir zum folgenden Ergebnis:
Es gibt zwei Teilfolgen x5, xg,...; bzw. ;. 2g,... von ky, ky,..;
bzw. 1, l,,..., so daB folgendes gilt:

L wFii(,j=12,..)
2. (D) :3by,; (M:3c,
n=1 n—1 "

3. wenn wir mit d,, d,,... diejenigen «, bezeichnen, fiir
welche n weder in der Folge i, z5,... noch in der Folge 7, 49,
enthalten ist, so ist

m (dy, dy,....) =m (4, ay,....)

4. Im Falle a) und b¢) sind [go] und [y + ), im Falle bf)
[gol [g1]s [gre] Dhs. von dy +dy-+..... Endlich konnen wir (durch
eine der letzten ganz analoge SchluBweise) noch die x;, 7; so
einrichten, dafl im Falle b)

(D): 3 pos I (due—7); (D): Sneg 3 (de 7).

Wir sollen noch zeigen, daB d,, d,,... die Bedingung B erfiillt.
Im Falle a) und be) geniigt es zu zeigen: wenn die reele Zahl

¢ weder mit g, - = noch mit (po—7—2‘ modulo 2 kongruent

2
ist, so ist (D): §pos R(d,e—). Es sei @ eine solche Zahl; dann
n=1

ist entweder | — | < —75- oder | p— (po+ )| < ; 13), Bs sei

'3) Die beiden Ungleichungen sind eigentlich modulo 2 7 zu verstehen;
und analog weiter.
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z. B. |¢—qo| <=. Wenn es sich um den Fall @) handelt, so ist

@) n>:" pos K (d,e—ir); (W) :§13 (dne=74).
Also, wegen

R (due™7) =R (due™7) cos (p — gro) + I (dne7°) it (¢ — )
und wegen cos (p— @) > 0 ist offenbar auch

(D) : 2 pos R (dpe i)

n=1

Ilm Falle b«) wahlen wir eine Teilfolge fy, f5,... von dy, d,,...,
so dal}

(D) : 3R (he=7); (#):3 3 (fuem 7).
Dann siecht man — wie im Falle a) — daB
() vposm(/» %)
und um so mehr

(D) :fs:pos R (de—i7), w. z. b. w.

n=1
Auf dieselbe Weise behandelt man den Fall | g — (g + #)| < ?‘
Im Falle bp) geniigt es zu zeigen: Fiir jedes reele ¢ ist
(D) : 3 pos R (due—).
n=1

Fiir jedes reele ¢ ist mindestens eine der Ungleichungen
7T
lp—g0l <5 lo—g1] <5 lp—al <39

erfiillt; es sei z. B. |p— gol <7—;; es sei f;, fs.. eine Teilfolge
von d,, d,,..., so dal
(@) : 3 B (fre™79; (M T3 (fre=7.
Dann ist — wie im Falle @) — auch
(D): 3 pos K (fue™),
also umsomehr

1) Vgl. die Fufinote 13.
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)] :Epos!)t(d,.e"""'"), w. z. b, w.

n=1
Damit ist Hilfssatz 5. vollstandig bewiesen.

Zusatz. Ein analoger Hilfssatz besteht natiirlich auch, wenn
es sich nicht gerade um zwei Reihen b, -+ by, +...., ¢, + ¢, ...
handelt, sondern um eine beliebige endliche Anzahl m derartigen
Reihen. Ich habe m —2 gewihlt, nur um umstindliche Indizes-
schreibereien zu vermeiden. Wenn ich im Folgenden den Hilfs-
satz 5. zitiere, so meine ich damit die allgemeinere Form des
Hilfssatzes fiir ein beliebiges m.

§ 8. Der Fall 1Ih.

Ich will zunidchst den einfachen Fall 1Ib behandeln, um
dann die Betrachtung der komplizierteren Falle kiirzer fassen zu
konnen.

Im Falle IIb gibt es eine Zahl ¢ 5= 0, so dal W (a,, a,,...)
genau die Menge aller Zahlen rg (r reell und sonst beliebig) ist.
Nach Satz 3, § 2 wissen wir also: wenn eine Zahl 4 zu

M (ay, ay,....) (5)
gehort, so gehoren auch alle Zahlen 4 + rg zu (5).

Wir schreiben a,, = 7,6 + tang (an, 7» Teell); offenbar ist ¢, — 0.
Behauptung:

o) Wenn b3 | an| konvergiert, so ist (5) die Menge aller
Zahlen A + rg;n:v:.) A eine bestimmte Zahl ist und r alle reellen Zahlen
durchliuft. .

B) Wenn 3 |an| divergiert, so ist (5) die Menge aller kom-
plexen Zahlen. "

3 3 3 . e . .
Beweis: ) ist trivial, da 3 «, eine von ihrer Anordnung
n=1

unabhéngige Summe besitzt.
Es liege also der Fall 8) vor. Weil (6) die Bedingung B
erfiillt, so ist offenbar

): gpos ans (D): gneg an-

Es seien a;,, a;,,... diejenigen Glieder a, von (6), fiir welche
an > 0; ay, ay,,... diejenigen a,, fir welche an < 0 (die @, mit
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an =0 werden dabei also nicht verbraucht). Es ist also
) : Zar, (OH):3 (—aw,)-

Nach Hilfssatz 5. konnen wir also aus k,, k,,... baw. [, I,,.... je
eine Teilfolge »,, xg,.... bZW. 4, Ag,... herausgreifen, so daf}

L @F):3 e, 09 F(—a)
2. m (dl, dz, )=m (al, Ag,.....)
3. d,, d,.... erfiillt die Bedingung B.

Dabei bedeutet d,, d,,... die Folge derjenigen a,, fir welche n
keinem »; und keinem j; gleich ist. M (d,, dy,...) ist also nicht
leer; es sei A’ eine, fiir das weitere fest gewé,hlte Zahl aus
M (d,, d,,...). Es ist offenbar WM (d,, d,,...) = WM (a,, a,,....); also
enthalt M (d,,d,,...) nach Satz 3, § 2 sicher alle Zahlen 4’} ¢
(r reell und sonst beliebig).

Es sei nun a eine beliebige Zahl. Ich setze a + 4’ = A6+
+ 14 g5 (A4, Ay Teell).

Ich wihle die ganze Zahl p, — 1 so, dal zuerst

1’1
= a,‘ > A,;
n=1

dann wahle ich ¢; (ganz und positiv) so, dall zuerst

1’1
Sa, —I—..«q < A4,

et n gy

dann die ganze Zahl p2 > p, so, dal zuerst
Sa; >4y
n 1 ”+u-la" 2

dann die ganze Zahl g, > ¢, so, daB zuerst

Dy
2a, +-c; < A, usw.

n=1"17

Die Reihe!®)
by byt by, = €1 €54 €A Byt - b, 4 Gt e
besitzt als ihre (p, <+ ¢.) —te Partialsumme eine Zahl

Faot idgs+ en=— A"+ 1" 4 (Ay+idg) o+ A+ e =
=—4' +'rn”0' + a"l‘ &n

(‘rn" r%r' reell, l 5," /: —alq - 0)
n

15) Wegen Vereinfachung der Indizes schreibe ich by, bzw. ¢, statt @, bzw.aj,
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Die Zahlen 4’ — r,”¢ sind aber alle in M (d,,d,,...) enthalten;
also ist nach Hfs. 4. auch die (beliebig gewihlte) Zahl a in
M (a,,a,,...) enthalten w. z. b. w.

In der Folge werden wir uns oft einer analogen SchluB-
weise bedienen; ich darf mich dabei wohl in den folgenden Fillen
schon kiirzer halten.

§ 9. Der Fall Ila.

In diesem Falle gibt es eine Zahl 3= 0, so daB WM (a,, a,,....)
genau die Menge aller Zahlen ko (k ganz und sonst beliebig) ist.
Wir setzen a,— Knp + an. wo die ganze Zahl K, so gewihlt ist,
daB |a, — K,o | moglichst klein ausfallt!®); dann ist offenbar
an > 0. Es sei endlich g=|g|e¥".

Behauptung. o) wenn (M) LS s S0 18t

p—1
M (ay, ay......) (h)
die Menge aller Zahlen A + ko (A eine bestimmte Zahl, k durch-
lauft alle ganzen Zahlen).

B) Wenn (D) :"'SI«,..l, aber () :3‘13 (n€™ ),
71 n

so ist (5) die Menge aller Zahlen A + 7y (A eine bestimmte Zahl,
r durchliuft alle reellen Zahlen).
7) Wenn (D) :§|3 (cn€™T)|, aber (M) '3 (cen™)
n=1 1

n=
fiir ein gewisses reelles ¢, %o ist (5) die Menge aller Zahlen
A+ ko~ ree (A eine bestimmte Zahl, k durchliuft alle ganzen,
r alle reellen Zahlen). )

d) Wenn (D) :E‘W(«ne'—'i’/)]
n=1
fir jedes reelle o, so ist (5) die Menge aller komplexen Zahlen.
b

Beweis. () ist trivial.

Im Falle 3) und ;) ist es klar, daBl alle Zahlen von (5) von
der angegebenen Form sein miissen; es ist zu zeigen. dall um-
gekehrt jede solche Zahl in (5) enthalten ist.

Fall 8. Es ist mindestens eine von den beiden Reihen
16) Wenn es zu einem n zwei solche ganze Zahlen gibt, wihle ich be-

liebig eine von ihnen. Diese Zweideutigkeit kann nur fiir endlich viele Werte
von n eintreten und hat auf die folgenden Betrachtungen keinen KinfluB.
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E Pos R (e ), § neg R (ane™'")
n=1 n=1
divergent; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei es die erste
(sonst nehme ich -—gp statt ¢). Es sei b,, b,,... eine Teilfolge von
a,, a,,.. (6)
die so gewahlt ist, daBl

(D%) : = R (Bre—i)

n=1
(Wenn b, —=a, , so wollen wir 8, = «, schreiben). Wir konnen
n n

nach Hfs. 5. die Folge b,, b,,... so wahlen, daB8 die in b,, b,,...
nicht auftretenden — und mit d,, d,,.... bezeichneten — Glieder
von (6) folgende Eigenschaften besitzen:

1. m (dy, ds,....) = m (a,, Qy,....)
2. d,, d,,... erfilllt die Bedingung B.

Dann enthalt M (d,. d,,...) mindestens eine Zahl 4’ und
daher alle Zahlen A’ + ko (k ganz und sonst beliebig). Es sei
nun 7 eine beliebige reelle Zahl; wir wihlen die Zahlen k,, k,,....
so, daB k, die kleinste ganze positive Zahl ist, fiir welche

ky
_2191 (Bie™iT) > n|o|+r;
j=

es ist also k, &k, ..., k, > ® und wegen 3, > 0 ist
kﬂ»

Zm(ﬁie_i‘rl) ——%Igl—?’% 0

i=1

Also ist
“" . . o N
‘}:lbi =e (n I (4 ' + r + Fn) + ief [21“ (ﬁ”en—i?.) + 1),;],
i= j=

WO gy — 0, g, — 0. Die Zahlen —n |g| €% 4 A’ sind aber alle in
M (d,, d,,...) enthalten, also ist auch die Zahl

= ) )
A +iet 33 (Bue~™) f-reh =4 1
n=1
(A =4+ ’ie"?'%:‘ (Bue ), r' = T%)
n=1 [']

in M (a,,a,,...) enthalten (nach Hfs. 4). Es ist aber 4 eine be-
stimmte Zahl, r' eine beliebige veelle Zahl, w. z. b. w.
Fall ;. Es ist

3 (lf(-ne—_i?') = 3 (ane_i?.);
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weil (6) die Bedingung B erfiillt, so ist
Ok 2’ pos 3 (ane=®); (D)3 neg I (eene™ )
Es ist aber "
3 (ne™ ™) = R (ccrne™9) sin (ro—q1) + 3 (wne—¥) cos (po—g1)-
Wegen
sin (po— 1) 0, (W) : 24 (vne %)

n=
ist also

®: Zposﬁ(m.e—"?") (D Eneg!ﬁ (cne ™).

n=1 n=1
Ich wahle nun aus (6) zwei Teilfolgen b,,b,,....; ¢,,¢s,.... so, dal

(I“B) Zm (ﬁn t%) (’D‘B) 2[_’“ ()’ne- '(P")]

n=1
(ich schreibe f, —«, baw.y,=; , wennb,=a, bzw.c,=a; ).
*n n *n 'n

Nach dem Hfs. 5. kann ich by, b,,...; ¢;, Cy,.... sogar so wihlen.
daB kein a, in mehr als einer dieser Teilfolgen auftritt und daB
M (d,, d,,....) alle Zahlen A’ ky enthilt, wo A’ eine bestimmte
Zahl ist und k alle ganzen Zahlen durchlauft (d,, d,,... bedeutet
die Folge derjenigen Glieder von (6), die weder in by, b,...., noch
in ¢, C,,... auftreten). Es sei k, eine beliebige ganze, r eine be-
liebige reelle Zahl; ich wihle nun die positiven Zahlen py, q,, P, g5....-
folgendermaBen: p, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

V% By %) > 7,
g, sei die kleinste naturhche Zahl fiir welche

2‘ . (Bne—°) + 2 m ()’ne o) <1

n=1
P, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

E}R (Bre™%) +:2=1’)1 (yne %) > 1
g» sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
Zm(ﬁne —i%0) -I-,E‘)l(y,.e ) < 7;  usw.
Es ist p, < Pug1r @n < @uy1 und wenn ky. k... gewisse ganze

Zahlen sind, so ist offenbar
Py

vb +201—kno+re?“+fn+7/e1%2~‘[(ﬁn+)n)e ‘%],5” > 0.

j=1 j=1
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also gehort die Zahl
A + koo - rei?
(A=A’ + ie® II[(Bs+ ya) %))
n=1

nach Hilfssatz 4. zu (5); w. z. b. w.

Der Fall § ist ziemlich kompliziert. Wir unterscheiden zu-
nichst zwei Fille:

d’) Einer der beiden Halbstrahlen [¢,], [¢; + =] ist Dhs.
von (¢1+a2+ ......

¢"") Esist dies nicht der Fall.

In beiden Fallen diirfen und wollen wir ¢, = 0 (also 0 <0)

voraussetzen. Die Reihe §|3(u,¢)| ist divergent, also sind, wegen
n=1
- - a ~ @ .
Ja, = Ja,, die beiden Reihen § Pos Jeee, 3 neg Je, divergent. Also
n=1 n=1
muBl es nach Hfs. 1. einen Dhs. [p;] von «; 4+ «p 4. mit
0 = @, - 7z und einen Dhs. [¢p] mit —;r 7" g, =70 geben. Im
Falle ¢” gibt es also einen Dhs. [¢,] mit 0 < ¢; < 5 und einen
[(pz] mit — gz < g < 0.
Fall . Es sei [0] ein Dhs. von «; + ag ... (sonst be-
trachte ich —a, —a,—... statt a; + a,+ ...). Nach dem eben
gesagten kann man aus (6) drei Teilfolgen by, b,,...; ¢;, €oy..;

d,, ds,... so wahlen, daB!?)

b, = '“0 + B Bn— 0; (Q‘B) "gm (Bn); (?l) ”g:‘ B);
¢ == Ko+ yu; yn = 0; (DF) . 2‘13 (a)s
O = g+ du; 30— 0; (D¥) : 33 (— ).

Nach Hfs. 5. kann ich die Wahl noch so einrichten, daf
jedes a, in hochstens einer von diesen 3 Teilfolgen auftritt, und

f durchlauft alle ganzen Zahlen) enthilt. Es sei a — 4, + 4y
(A, A, reell) eine beliebige Zahl. Ich wihle nun die Zahlen

17) Ich bezeichne von nun an mit § ganze, mit ¢ reelle Zahlen, ohne ihre
verschiedene Werte durch Indizes zu unterscheiden.

18) f,, fs..... seien diejenigen Glieder von (6), die in keiner von den Teil-
folgen by, bgy...; €y, Cgponn; @y, dyy..... auftreten.
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ky, 1y, ky, l,,.... folgendermaBen: k, sei die kleinste natiirliche
Zahl, fir welche

h
33y > Ay
n=1

1, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
ky L
”2_13)'11,"' 2;13 0n < Az;
ko > k, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiiv welche

aJJ'n-|- I, > A, usw.

n=1

Es sei nun p; die klemste natiirliche Zahl, die grofler ist als
1 k KA
- (Zm}’n 'l" 25‘ dn_Al);
0 n=1 n=1
¢, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
a ky A
SR> po—ZRyn— R+ 4,
n=1 n=1 n=1

Im allgemeinen, wenn p;, ¢, fir j —~-m—1 gewahlt sind, so sei
Pm die kleinste natiirliche Zahl die groBer ist als

_(2,‘)’n+2’nan+zmﬁn_1‘11)

n=1 n=1
¢n s€i dann die klemste natiirliche Zahl > g, ,, fiir welche

Im kp by Un—1

2%[3n>pm0 V‘nyn—Z‘Rdn—Eﬁﬂn—Ap

n=g¢,, 1+1 n=1 n=1

weil die rechte Seite dieser Ungleichung positiv ist, so ist offen-
bar (wegen 3, 0)

Im L™ In
zmﬁn+2m;'n+2m01;—ng—>Al,
n=1 n=1 n=1
also ist

I

vb1;+20n+2d'n—aD+A1+7'A +7'2~‘{3n+6n, en—> 0.

n=1
nach Hfs. 4 die Zahl a4 4’ -|-1,2.$/i,,, d. h. ]ede komplexe
n=1
Zahl (weil a beliebig war); w.z. b. w.

Fall §”. Hier miissen wir noch zwei Unterfille unterscheiden:

3
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1. Es gibt einen Dhs. [go] von a; + ag + .., so daB auch
[0+ 7] Dhs. von ¢+ et ist.19)
2. Es ist dies nicht der Fall.

@© . P
Unterfall 1. Es ist (D) : 3| I (vse ). Ohne Beschrankung
=1 -

n

- , )
der Allgemeinheit sci (D) : 3 pos J (ane*%); sonst vertausche ich
n--1

cinfach [gpo] mit [+ 7). Ich wihle aus (6) drei Teilfolgen by,
bgy..i; €1y Cgyy dy, dy,.... ohne gemeinsame Glieder, so dal

b == Ko + B > 03 (DF) : IR (Bue ) (W) : 33 (Bue 9.
n=1 n—
Cp = Rg + Yn3 yn —> 0; ('D‘B) §1!R (— yne-—i%); (Q[) : §1:g' (J,ne—i?.,).
n= e
dy =R+ dui 6 —> 0; (D) : 3 3 (0™,
n=

Nach Hfs. 5 kann ich diese Teilfolgen noch so wahlen, dal die
in ihnen nicht auftretenden a, eine Folge f;, f,,... bilden mit
folgender Eigenschaft: es gibt eine Zahl 4’, so daB M (fy, f,,....)
alle Zahlen 4’4 8, (f ganz und sonst beliebig) enthilt.

3 T
Es sei g = 7% | 7,6" Pt (r), v, reell); weil o nicht mit
0 modulo , kongruent ist, so ist r,=0. Es sei
a—=A,6% + A,¢ Gk )
=4y 2

eine beliebige Zahl (4,, A, reell).
Es sei k, die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
k

n
_}.‘13((5,'6_"7") >n|ry|+ 4y (n=1,2,..);
i=

es ist 177 kyThky o, bp—> 0.
Nun wahle ich die Zahlen p,, q;, P, qs,.. 50, daB p, die
kleinste natiirliche Zahl ist, fiir welche

2 ) ky )
IR (e ) > 1.7y . sgnry— SR (57%) + Ay
j=1 j=1

¢, sei dann die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

5} 2 ky
IR Giem®) + IR (Be™%) < 1.ry.sgnry— W (ge ) 4 4,.
i= i= j=

1%) Tn dem Rest dicces § wird sich ansschlieBlich um Dhs. von ¢, 4+ »~, +....
handeln.
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Im allgemeinen, p, sei die kleinste natiirliche Zahl, die groBer

als p,.; ist und fiir welche

‘P'” . . In—1 § k’n
SR (Bie ) + SR (36 %) > n.r) . sgnry,— IR (ge %) | 4,
i=1 i=1 i=1

und ¢, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

L . % . k,
Elm (Bie%) + Elm (e ™) <m.ry.sgn.ry— SR (ge ) + A4,
i= j= i=1

es ist offenbar ¢, > q,;. Es ist weiter offenbar
Py, In L
2b;+ 3+ 3d; =R+ ¢ (nr, g+ 4y) +
1=

4 ¢ P D ur, sgn ry + 4, +3 3[<ﬁ+y,>e ) 4 ¢ ==
=@+ sgnr) g ot At e

wo
. Tym 7
A= 33+ ) € w0,
2

Aber M (fy, f3,...) enthilt alle Zahlen A’ $; daher gehort dic
Zahl a4+ A4+ A4’, d. h. jede beliebige Zahl, nach Hfs 4 zu (5),

w.z. b. w.
Unterfall 2. Hier gibt es zwei Dhs. [¢], [¢"] mit
—a<¢' <0< @' <m ¢ —¢"Fn
Man kann also schreiben o = rle‘?'-l—rzei‘f" (ry, 7 Teell, r, r,== 0).
Es ist ¢ > 0, also, wie leicht zu sehen, r, 7, > 0. Man wahle

aus (6) zwei Teilfolgen b,, b,,....: ¢, C,..... ohne gemeinsame Gliedcr,
so daB

[’n.zﬁ()+ffn;p’n"‘>";('D"s) :§!ﬁ(ﬂ, ), (M) X3 (Be ¥).

j=1

‘n—ﬁg"‘ sy > 0; "\\L{) : \ ’)t ("1" i’ ) (u) 3.:: ( na i?”)-

Nach Hfs. 5 kann man dle Wahl noch so cinrichten, dal
die in keiner dieser beiden Teilfolgen enthaltenen — mit f,, f,, ...
bezeichneten — Glieder von (6) folgende Eigenschaft habon Es

und sonst belleblg) enthilt. Es sei a = Ale‘? —|—A2e"P eine b(,-
liebige Zahl (4,, A, rcell). Ich wahle k;, ky,...; I}, I,,... folgen-
dermaflen: k, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

3%
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kp ,
.219‘ Bie™) > n|r |+ 4y
i=
l, sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
l” "
iflm (e) > n|ry| + 4,.
Es ist offenbar ky = ky = s by >0 L, 2l I, > und

kﬂ ln ’ ”
SR+ SRe, =Ko+ n.sgnry (re? +rei?) 4
i=1 =1

’ ety 4 L © cn’
+ 4,6 + A, e T )1513 Be) +

PP —) P 0
+e 733 (ye™) +en=
i=

—Sot+at+Adte,
(6n_>0’ A=

i '..L x e’ i ’ .l © cen’’
=TT 3T (e ) 4T T 3T (e ),
i=1 i=

Daraus folgt aber nach Hilfssatz 4: weil M (f,, f,,...) alle Zahlen
A’ + R, enthilt, so enthilt (5) die Zahl a4 4 4’, d. h. jede
komplexe Zahl, w. z. b. w.

§ 10. Der Fall IIla.

Zunichst drei Bemerkungen.

a) Es seien g;, g, zwei komplexe Zahlen, g,0, 3 0, € nicht
02
reell. A sei éine Zahl, ¢ sei eine reelle Zahl. Es sei ; die Menge

aller Zahlen
A + K1+ Kooy + 1€,

wo K,, K, alle ganzen Zahlen, » alle reellen Zahlen durchlauft.
Wenn die ,,Gerade re? durch einen von Nullpunkt verschiedenen
Punkt 8o, + 8, hindurchgeht, d. h. wenn die Gleichung se'? =
= 1’9y + 7", durch ein reelles s und ganzzahlige 7', 7’ mit
|7"| 4|7’ | > O losbar ist, so ist ;4 offenbar ein System von aqui-
distanten parallelen Geraden. Wenn dies aber nicht der Fall

ist, d. h. wenn in der Darstellung e =79, 750, (ry, 75 reell)

r,7,F 0 und % irrational ist, so ist , iiberall dicht. Denn in
2
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diesem Fall liegen nach einem Satze von Kronecker??) die Punkte
mit den rechtwinkligen Koordinaten

iiberall dicht, also auch die Punkte

A+ (Ky+nry) o + (Ky+ nry) g3 = A + Koy + Koy + ne'®,
also ist umsomehr , iiberall dicht.
b) Es seien 7y, 7y, 8,, 8, reelle Zahlen, r,8,—7,8,3=0. Man
kann bekanntlich eine Folge von Paaren ganzer Zahlen
Py qn (n=1,2,..)
so finden, daB
730n' + 85¢n’ —> 0,
max (| pa’ |, [gu']) > = .

Es ist dann offenbar |r,p, + 8,¢."|-> ®; wenn wir noch die
Vorzeichen von p,’, q," geeignet wiahlen und eventuell nur eine
Teilfolge aus (p,’,¢;'), (P> q2);- herausgreifen, kénnen wir er-
reichen, daB die Zahlen 7,p," + 8,9, mit wachsendem n monoton
in 4+ © wachsen.

c) Es seien ry, 7y, 8, 8, wieder reelle Zahlen mit r,8,—7,8, 3= 0.
Ich behaupte: man kann drei positive Zahlen E, F, Q
und eine Folge von Paaren ganzer Zahlen p,, ¢, (n=1,2,....) so
finden, daB

max (Ipnl’ Iin) o BE< rzpn+32q;z <F,
71Pn + Syqn > G'max ('pnl, |qn|)

Beweis. Es sei p,’, ¢,’ eine Folge von Paaren ganzer Zahlen

mit max (' pn' I’ I qnl I) —> % ’ lrzpnl + szanl < l, 7'17’::' + 81an - + ®.
Es sei z. B. |ry| = |s;| (sonst vertausche ich ry, r, mit s;, s,);
dann ist 7,30 und wir setzen?!)

Ty ' l
Pn = l)ul + (llT'zI] + l) Sgn 7y qu =4qn >
‘dann ist
’ , 2
T9Pn —+ S2dn = T3P + s90." + I Ty l ([m]-‘- 1);

also

20) Néherungsweise ganzzahlige Auflésung linearer Gleichungen (Werke,
Bd. III, Halbband 1, S. 47—109).
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1 < 79Pn+ 8980 < 34|15,
woraus folgt

§ 3
ol < |22 | +14+ = <2l
T2 |7
fiir n > ny. Es ist ‘
|’1Pn+3ﬂnl =
71 \"oPn $ To8y — 748 1| r,8, — 748
=l 1 ( 21”:‘ an)_l_ 251 - 152 9"I>Z 251 _ 12 | max (|pa, [ga])

fiir n > n,. Es ist weiter offenbar
100+ 819 > 0

fir n > n,. Wenn wir also die p,, ¢, erst von dem Index
Ny == max (%, Ny, Ny) + |

nehmen und entsprechend umnumerieren, bekommen wir alles
verlangte.

Nun zum Fall IITa! In diesem Fall gibt es zwei Zahlen
o1, o2 50 daB (8) genau die Menge aller Zahlen k'g, + k"¢, (K', k"
ganz und sonst beliebig) ist. Wir schreiben

a, = 'n,gl + k-nngz + (tns
wo die ganzen Zahlen k,’, k,” so gewahlt sind, dafl

|an— 1n'91—kn92"|
moglichst klein ausfillt.??) Es ist o, — 0.
Behauptung. o) Wenn () : §a,,, so gibt es eine Zahl A, so
n=1

dap (5) genaw die Menge aller Zahlen A 4 k'g, + k" oo ist (K, K
ganz und sonst beliebig).

B) Wenn (D) : §|a,, [, aber (Y) '3 (e ) fir ein gewisses
n=1 n=|

reelles o, so sind zwei Fdille moglich:

g') Wenn die Qleichung se' = r'g; 4 1”9y durch ein reelles s
und ganze ', r'" mit |r'| 4 || > 0 losbar ist, so st (5) die
Menge aller Zahlen A -+ ko) -+ k'gy + re'% (A eine bestimmie
Zahl, ¥, k" durchlaufen alle ganzen, r alle reellen Zahlen).

2) 1n diesem Beweise soll, wenn z reell, [x] die groBte ganze Zahl be-
deuten, die < x ist.

22) Eine Unbestimmtheit in der Wahl dieser Zahlen kann héchstens fiie
endlich viele n auftreten und ist fiir das Folgende ohne EinfluB.
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p’) Wenn dies aber micht der Fall ist, so ist (5) die Menge
aller Zahlen.

s) Wenn (D) ié}"" (ne™%)| fiir jedes reelle q, so ist (5)

die Menge aller Zahlen.

Beweis: () ist trivial.

Im Falle g) ist es klar, dall alle Zahlen aus (5) entweder
von der Form

A+ Ko+ kg + rei?e (18)

sind oder sich als Grenzwerte einer Folge von Zahlen der Form
(18) darstellen lassen; es geniigt noch zu zeigen, da jede Zahl
der Form (18) in (5) enthalten ist, denn daraus folgt im Fall ") —
nach der Bemerkung a) — daB (5) iiberall dicht ist, also, weil
abgeschlossen, alle Zahlen enthalt.

Es ist (D): ;[% («ne—™)|; ohne Beschrinkung der Allge-
n=1

meinheit sei (D) :Epos R («ne= ). Ich wihle aus (6) eine Teil-
n=1

folge b, b,, .. mit
) i L .
by = 801+ Koz +- Ba; 3n —> 0; (D) 1219‘ (e );
n= .
dazu will ich die Wahl noch so einrichten, daB die Menge
M (cy, c5,...) — WO €1, C,... die in b,, b,.... nicht enthaltenen
Glieder von (6) sind — alle Zahlen A4’ - ko, + k"gs (A’ fest,
k', ¥’ ganz und sonst beliebig) enthilt (nach Hfs. 5). Es sei
(r1, 735 81, 8, reell)
o =¥ tryieife, g, =35,61P0} 8y161P0;
also 7,8, — 738, 3 0. Ich wihle eine Folge von Paaren ganzer

'I’gp,,, + Saq",’ —> 0, max (I pn' i, | qn' |) - ®©,

und noch so, daB 7p,’ 4+ s,g,’ wachsend gegen + ® strebt (Be-
merkung b). Es seien K', K" zwei ganze Zahlen und r eine reelle
Zahl, es gej t, (n=1, 2,...) die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

tn
'Elm (B %) > rip,'+-6:g0’ +-7.
j=
Es ist ¢, <t “Z ey =% und

ty N
> bi ='“Q' + 'ﬁ(”+ e (rpn’4-81q0" 74 2) -+

i=1
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@Dy ,
+ei Pt (33 (B i) +en) =
=1

=801+ 80+ Ko+ K" g+ €i% (r1pn’ +5:9,") +
i€ (rapu’+ 8:qn)) e A"+ ) =801+ Roa+ K' g1+ K" ga+
+rei?°+A,,+"ln [en =0, 62" — 0, 7 —> 0, A" =16 ;3 (Bie~ ).
i=1

Weil aber M (ci,c,,..) alle Punkte A’+8¢:+%p: enthalt, so ent-
hélt (5) nach Hfs. 4. die Zahl A4 K'p,+ K" go+rei® (A=A4'4+4"),
w. z. b. w.

Fall ;. Es sei [g:] ein Dhs. der Reihe «: 4«2 +...; ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei g, =0 (sonst drehe ich um — ¢,).

Mindestens eine der beiden Reihen E Pos 3 (an), § neg J («,) ist
n=1 n=1

divergent; ohne Beschrinkung sei es die erste (sonst betrachte
ich die Folge der mit a,, a,,... konjugiert komplexen Zahlen).
Ich greife aus (6) zwei Teilfolgen b,, bs,....; €1, Cs,.... SO heraus, dafl

ba="Rou+ Bort i fu — 0; () : SR (55 (M) : 23 (5).

Cn=ﬁgl +'w02+)’n; Yn—> 0; (D'B) n%ols (J’n)'

Ich wahle diese Teilfolgen nach Hfs. 5. noch so, dafl die Folge
der in ihnen nicht enthaltenen Glieder von (6) — diese Folge
werde mit d,, d,,... bezeichnet — folgende Eigenschaft besitzt:

+K"g. (K, K" ganz und sonst beliebig) enthilt. Es sei (), 7y,
81, 8, reell)

01="1+17g, g2=58,118,
also 7y 8, —8, 73, 5= 0. Ich wihle nach der Bemerkung c) drei po-
sitive Zahlen E, F, @ und eine Folge von Paaren ganzer Zahlen
Pns @n (m=1,2,...) so, daBl

max (Ipnls anl)"> © , B < 73Pp+8egn < F,
71Pn+819» > G max (Ipnl: lqn -
Es sei nun a=4;+ Ay (4,, A, reell) eine beliebige Zahl.
Ich wihle vier Folgen von natiirlichen Zahlen v, ¢, 6um, ¥
(m=1, 2,...) folgendermaBen:
7m sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

™m
’El:‘ (yj) >mF+A4,.
):
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tn sei die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche erstens
tn, > m und zweitens

Gmax (9, b 100 > 1+ 5 (B 8 )] — 4.
Es sei weiter g,, die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
3305 > m (rapy,+ 510,)+ A
Endlich sei v,, die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

v om
iflm (B)) > m (r1Py,+81e,,) —’_Elm (y)+4,.

Es ist offenbar ¢, —> ©, {,—> ®, 3 213" .... Wegen
E<rypu+38q, < F (=1, 2,...)

ist om—> P, om / Tm-

Es ist

m (1P, + 514, —’Elm (y))+4, > mG@ max (| Y- B I%ml) _; fll R (i) +
+4,>m;

also ist auch v, — . Es ist offenbar

om vm ¥ . .
_Elci '*‘,Elb:i = 391 + R@"" m (1P, + 814y, + ¥ 2Py, T+ 854, +
i= i=

+ati 33 (8)+en=Rer+ Rgnt-a-+i 33 (8) +om
= j=
wo ¢, >0. Wegen gm—> ®, v,,—>© kann man aus der Folge
der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,.... eine Teilfolge k,, k,,.... heraus-
greifen mit
Ok, < Ok < Oy <oy Uy, < O, <Vf, <<
Die Reihe
b1+b2+ ...... +bvk|+cl+02+ ...... C"h+bvh+l + ... +b.,-k’ +60k.+l + .

hat dann als ihre (%:,+0i,) — te Partialsumme einen Ausdruck

le-l-a’gz-}—i_glﬁ (B)t2+en's Wo &' — 0. Alle Zahlen A’.+ le-l—ﬁgz
i=

sind aber in M (dy, d,...) enthalten, also ist nach Hfs. 4. die
Zahl A'+i§3 B,)+a in (5) enthalten, womit wegén der Will-
i=1

kiirlichkeit von a der Fall y erledigt ist.
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§ 11. Der Fall IIIb.

Hier gibt es zwei Zahlen g, g,, so daB (8) genau die Menge
aller Zahlen $£,+ Y9, ist, wo & alle ganzen,  alle reellen Zahlen
durchlauft. Wir schreiben a,=r7,"9; 4 7,"¢s (7', 7" reell) und
wahlen die ganze Zahl K, so, daB

. 1 , 1
An_—2‘-’j37‘n <Kn+ ?§
dann ist

a,= K;;Q]'I"rn"(’z + tn01 (fln reell) 4
es ist offenbar o, — 0.23)

Behauptung:
«) Wenn (%) :Xcw s0 st (5) die Menge aller Zahlen

j=1
A+kgy+7gy, wo A fest ist, k alle ganzen, r alle reellen Zahlen

durchlauft.
g) Wenn (CD):§|.,,,|, so ist (5) die Menge aller Zahlen.
j=1

Beweis: o) ist trivial.
Im TFall 3) sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

(D) :f%lpos an (sonst schreibe ich —g, statt g,). Ich wahle aus (6)

eine Teilfolge b,, b,,... so, daB
bn=R91+QQz+ﬁn91; Br—> 0; (Q’B) 3;;1(')'7:-

Ich wahle diese Teilfolge nach Hfs. 5. noch so, daB die in ihr
nicht enthaltenen, mit ¢,, ¢,,... bezeichneten Glieder von (6)
folgende Eigenschaft besitzen: Es gibt eine Zahl A4’, so daB
M (cy, cg,...) alle Zahlen A'+kg,+7g, (k ganz und sonst beliebig,
r reell und sonst beliebig) enthalt. Es sei a=rg,+r,9, (74, 7, reell)
cine beliebige Zahl; es sei p, die kleinste natiirliche Zahl, fiir

welche
m,
.,‘:'/i,« >n+tr(n=1,2,..)

j=1

) Statt «p, konnten wir auch a,’ folgendermaBen ecinfithren: wir setzen
an=Kp'0,+8p0,+ 'y, wo die ganze Zahl K,’ und die reelle Zahl s, so gewihlt
sind, daB | a, — K,'0,— 8,0, | moglichst klein ausfallt: in der Behauptung konnen
wr dann «, durch g, ersetzen: denn, wenn 0= |g;|ei7f (7 =1, 2), so ist

| un’ |==| angy 8in (42 -— ¢4)|, Wie man aus einer zugehdrigen Figur sofort ablesen
kann.
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Es ist dann p; 7 py e, Pp—>© und

Py
j;":lbi =801+ oo+ (n+7)) o1+ en

=Ro1+Yoet+a+en (en—>0).
Aber M (c,, cy,..) enthilt alle Zahlen ﬁg,-}-.‘!gz-l—A’, also gehért
nach Hfs. 4. die Zahl A'+a zu (5), w.z. b. w.

§ 12. Der Fall 1lle.

Hier ist M (a,, a,,...) die Menge aller Zahlen; weil (5) mindestens
eine Zahl 4’ enthilt, so enthalt (5) nach Satz 3, § 2 alle Zahlen;
daraus ergibt sich die

Behauptung: hier ist (5) die Menge aller Zahlen.

§ 13. Zusammenfassung der Resultate.
Ich will endlich die Resultate, die wir in §§5—12 iiber
M (a, a,,...) (5)

gefunden haben, kurz zusammenfassen. Dabei will ich folgende
Ausdrucksweise benutzen: der Ausdruck

,,die Menge A+ 8;+ Koo+ Leite
soll bedeuten: die Menge aller Zahlen A-kyg,+kqga+re?:, wo
A, 01, 02 o fest sind, k,, k, alle ganzen Zahlen, r alle reellen
Zahlen durchliuft. Eine ahnliche Ausdrucksweise beniitze ich in

analogen Fallen.
Es sei also eine beschrankte Folge

a,, a,.. (6)

sy .
vorgelegt; wenn es ecin reelles » gibt, so daB X pos R (a,¢ " ¢) kon-
n=1

vergiert, gneg?)l(a,te"i'?) divergiert, so ist (5) leer; sonst ist (5)
n=1

nicht leer (dies ist Satz 4. in einer leichten Umformung). Wir
wollen von nun an voraussetzen, dal3 (5) nicht leer ist.

Wir betrachten nun die Mengen

m (a,, ay,....), )

W (ay, ay,....). (8)

Folgende Fille sind moglich:
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I. (9) und also auch (8) enthélt die einzige Zahl Null.

ITa. Der Fall I tritt nicht ein, es gibt aber eine Zahl 0
so daB alle Zahlen von (9) die Form &' haben; dann ist (8)
die Menge $o (o geeignet gewahlt).

IIb. Weder I noch Ila tritt ein, es gibt aber eine Zahl ¢,
so daB alle Zahlen von (9) die Form #; haben; dann ist (8) die
Menge Y.

IITa. Keiner der bisher betrachteten Fille tritt ein, es gibt
aber zwei Zahlen ¢, g5 80 daBl alle Zahlen von (9) die Form
R0,+ 80, haben; dann ist (8) die Menge 89,+ 8¢, (01, o5 geeignet
gewihlt).

IITb. Keiner der bisher betrachteten Félle tritt ein, es gibt
aber zwei Zahlen g;, g;, 80 da alle Zahlen von (9) die Form
Ro1+%o, haben; dann ist (8) die Menge 0,4 %o, (01, oo geeignet
gewiahlt).

IITc. Keiner der bisher betrachteten Fille tritt ein.

Ich wihle nun in jedem von diesen 6 Fillen zu jedem a,
ein 0, aus (8) so, daB |a,—a,| moglichst klein ausfallt; und

setze a,=0,+q,.2Y) Wenn nun (¥): S an, 8O gilt folgendes:
n=1

Im Falle I besteht (5) aus einem einzigen Punkt.
Im Falle IIa ist (5) die Menge A+-8.

Im Falle IIb ist (5) die Menge A+Y%.

Im Falle IIIa ist (5) die Menge A+ 89,4 Ko,.
Im Falle 1IIb ist (5) die Menge A+ 8o;+o,.

Im Falle IIlc ist (5) die Menge aller Zahlen.

oo
Von nun an wollen wir also (D) :X|as| voraussetzen. Es
n=1

liege erstens der Fall lla vor; es sei g =|o|€¢®. Wenn
o
(M): 33 (ane” 9>
n=1

so ist (5) die Menge A+%p; wenn (D) : §|3 («ne™ )|, aber
1

n=

W : 33 (ane™"*s) fiir ein reelles g, so ist (5) die Menge 4 8o Lei?-.
n=1
Es liege zweitens der Fall IIla vor. Wenn

-]
M) : 33 (ane %)
_ n=1
24) Im Fall T ist also ap=a,; im Fall IIb wurde im § 8 geschrieben
iapo stett an; wegen Fall IIIb vgl. die FuBnote 23; im Fall Illc ist ap=0.
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fir ein reelles g,, fir welches die Gleichung se™ =r1r'g,4- 7",
durch ein reelles s und ganze 7', 7" mit |7’'|+4|7"|> 0 befriedigt
werden kann, so ist (5) die Menge A4 $o,+ RKp,+ Lei?e.

In allen iibrigen denkbaren Fillen ist (5) die Menge aller
komplexen Zahlen.

Résumé.

Sur le changement de ’ordre des termes dans les séries infinies.
Par vOJTECH JARNIK.
Soit
a;+ayt-.. (1)
une série infinie; nous appelons ,,ensemble limite de la série (1)
I'ensemble de toutes les valeurs limites de la suite

81) Sgee (Sp=01+ s+ ... +a,).

Nous désignons par M (a,, a,,...) la somme des ensembles limites
de toutes les séries, provenantes de (1) par un changement
quelconque de l'ordre des termes. C’est un fait aisément a de-
montrer qu’il existe une série b;+b,+-...., provenante de (1) par
un changement de I’ordre de ses termes et dont I’ensemble limite
est précisement égal & M (a,,a,,...); ce qui donne & M (a,,a,,...)
une interprétation bien intuitive. L’ensemble M (a,, a,,....) jouit
de quelques propriétés bien simples, dont la discussion compléte
(dans le cas ol la suite a,, a,,... est bornée) fait 1’objet principal
du mémoire présent.



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T15:58:31+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




