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vin. 
Uber die Umordnung uneridlicher Reihen. 

Von VOJTĚCH JAHNlK. 

Vorgelegt ain 20. IV. 1927. 

§ 1. Itofiiíitioiien und IVoblemsícIltiiitj. 

Ks sei 
x ^ x ^ x ^ . . . . ( 1 ) 

eine Folge von koniplexen Zahlen; eine Zahl x heiBt Háufungs-
wert der Folge (1), wenn es eine Teilfolge von(l) gibt. die gegen 
x konvergiert. Die Menge1) aller Háufungswerte von (1) nenne 
ieh die G r e n z m e n g e der Folge (1) und bezeiehne sie ?nit 

m (xl9.vt. . . .)• (2) 

Offenbar ist (2) abgesehlossen. 
Es sei min «,+«,+ .... (») 

eine unendliehe (konvergente oder divergente) Reihe. Es sei a„ = 
- -a x + a* -f-. . . + av — 2 , . . . ) ; Grenzmenge der Folge 
rS*i, <v2,... will ieh die Gre n z m enge der Re ihe (3) nennen 
und mit 

M(<* . + " . + ••.) (4) 
bezeichnen; es ist also M (ax + a2 -(- . . .) = m ( v,, <v2,. . .). Der Be-
griff der Grenzmenge einer Reihe ist also eine direkte Verall-
gemeinerung des Begriffes ..Šumme einer konvergenten Reihe44. 
in der Tat. wenn (3) zur Šumme s konvergiert, so besteht (4) 
gerade aus dem einzigen Punkt s. 

Die Nátur von (4) ist im allgemeinen eine recht kompli-
zierte. Offenbar ist (4) abgesehlossen; aber auch umgekehrt kónnen 

') Kine komplexe Zahl a bi kanu mail tlurch einen Punkt in einer 
Kbene mit den reehtwinkligen Kooniinaten a, b darstellen; ieh benutze diese 
J)arKtellunjí und spreehe untersehiedfslos von Zahlen oder Punkten. von Zahlen -
oder Punkt inengen usw. 
Věstník KIJ.1. Tes. Špul. Nnuk. Tr. H . Ho*. 1*»27.—-I. 
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wir folgendos behaupten: Es sei u eine abgeschlosněmi Punkt-
menge der komplexen Zahlenebeno: danu gibt es eine Reihe 
</, { n. . . . . fiir welehe 

M (</, a, - f . . .) — 
Denn es sei .ť,..r2, . . . eine hochstens abzáhlbare Teilinenge V O I I 

i/. die in, // dieht i st. -) leh wahle die Zahlen • • • dali 
— .r,. (*•„ — a, -f- r/2 -•(- . . . •}- an) 

II. s. w. 
l)ann besteht M (ax -{- a, -j . . .)genau aus denPunkten r,, r2, . . . 
und ihren Háufungspunkten; d. h. M (a, 4- a, + . . .) //. 

Der vorliegende Beweis ist auf den Fall zugesehnitten, dalJ 
xli .r2,. .. eine unendliche Menge ist; die im Falle einer endlichen 
Menge notwendige Modifikation liegt auf der Hand. 

Wir werde?) uns daher mit M ((li-{-(*, + • •.) nieht mehr 
beseháftigen imd fiihren vielmehr einen neuen Bcgriff ein: wir 
betrachten alle Keihen bx } b* ~ . . . . die aus der gegebenen Reiho 
a i "I"(1l -f ••• durch Umordnung entstehen und bilden die Ver-
einigungsmenge von allen zugehoiigen M (6, -)--/>, -(-- . . .) . Diese 
Vereinigungsrnenge nennen wir ..die »Sunmienmenge der Folge 

und bezeiehnen sie mit 
M (a,, a,,...). (f>) 

Wenn also bx b2 -f . .. irgend eine, aus a, -\~a, -f- . . . durch 
Umordnung entstandene Reihe ist. soistdie Menge M (6, + + • •.) 
eine Teilmenge von M ( a . ) . Es besteht aber der Satz (§ 2, 
Satz 1): Es gibt eine Reihe 6, -}• b. + . . . , die aus av a, -f- • • • 
durch Umordnung entsteht und fiir welche M (bt 6, -f~ • • •) — 
— M (a, ,a 2 , . . . ) . Dadurch gevvinnt M (a, ,a 2 , . . . ) eine einfache 
Bedeutung: sie ist die .,ausgedehnteste" unter den Grenzmengen 
aller Reihen, die aus ax {- c., • • • durch Umordnung entstehen. 

Diese Menge M(aí,ai,...) ist aber von einer wesentlich 
einfacheren Nátur als M (ax -f- (h + •• •)> und ihre Unter-
suchung soli den wesent l i chen I n h a l t dieser Ab-
handlung bilden. Wir werden námlich — unter der ein-

2) Eine solehe gibt es; vgl. z. B. H. Hahn, Theorie der reellen 
Fun ktionen, Bd I, S. 93, Satz III. 
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schrankenden Voraussetzung, dali die Folge a , , f f f . . . . boschránkt 
ist — folgendes beweiseu: M (r/, .a,. . . .) ist 
1. entweder leer 
2. oder sie besteht aus einem einzigen Punkt 
:> oder aus allen Punkten einer arithmetisehen Progres,sion (d. h. 

aus áquidistanten ]>unkten auf einer Geraden) 
4. oder aus allen Punkten einer Geraden 
Y oder aus allen Punkten eines ebenen Zahlengitters 
<>. oder aus allen Punkten einer Sehar von áquidistanten pa-

rallelen Geraden 
7. oder aus allen Punkten der komplexen Zahlenebene. 

Daríiber hinaus werden wir noeh zeigen. wie man ent-
scheiden kann, weleher von diesen sieben Fállen eintritt 

Der erste Sehritt der Untersuehung wird durch folgenden 
Satz geleistet (§ 2. Satz 2): wenn eine Zalil y zu M (a^ a,,. . .) 
und eine Zahl x zu ro . . . ) gehórt, so gehóren aueh die 
Zahlen y x und y — x zu M («,, a,....). 

Wenn also -Dii (a , ,a 2 , . . . ) den kleinsten m .. .) ent-
haltenden Modul bezeiehnet. und wenn y zu (5) und z zu 
"D?! ("i ,(f > ) gehórt, so gehórt aueh y -{- z zu (5). Weil a ber (5) 
infolge des Satzes I abgesehlossen ist, so darf man in dieser Aussage 
die Menge íJřj . . . ) sogar durch Dí (ctna,. . . .) ersetzen, wo 
ÍK (altai:...) dieabgesehlosseneHiille von (a,,a.,,...)bedeutet. 

Wir sehen uns also zunáehst dazu gefuhrt, die beiden fol-
genden Fragen zu beantworten: 
1. wann enthált (»>) iiberhaupt wenigstens einen Punkt, oder 

wann ist (5) leer: 
2. wie sieht á)í (ci^a^ . . .) aus. 

Dies soli in §§ 3—5 geschehen. 
Der Rest der Untersuehung verláuft etwa folgendermalJen: 

zu jedem Punkt an (w = 1, 2 , . . .) bestimmen wir denjenigen Punkt 
an aus 3)f («,,</,,...), dessen Abstand von an am kleinsten aus-
fállt (eventuelle Vieldeutigkeit von spielt weiter keine Rolle) 
und untersuchen, welchen EinflulJ die Konvergenzeigenschaften X 
der Re.he (an — auf die Menge (5) ausiiben. Diesem sehwierig-

W - -• 1 
sten Teil der Untersuchungen sind §§ 6—12 gewidmet. 

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, zu beachten, dali in 
den Aussagen uber (5) zahlentheoretische Elemente auftreten 
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(z. B. ein Punktgitter), obwohl die Fragestellung von einer an-
scheinend rein infinitesimaler Nátur ist. Aueh treten zahlentheo-
retische Hilfsmittel (Approximationen von reellen Zahlen duřeli 
rationale Zahlen) oft im Verlauf der Beweise auf. 

Eine kurze Zusammenfassung der Resultate findet man im 
§ 13. Trotz den vielen Fallunterseheidungen wird das Ergebnis 
dem Leser hoffentlieh natiirlich und verháltnisináíiig einfaeli 
erscheinen. 

Die Beweise sind elementar, aber ziemlich koinpliziert; au-
diesen beiden Griínden erlaube icli es mir, triviale oder fast-tri-
viale Sehliisse dem Leser zu uberlassen. 

§ 2. D I V Í allycmcine Salze. 

Slily. I. Kis* sei eine. Zahlenjol (je 
as,a2.... (fi) 

<j eg eben. Dann gibt es eine Reihe bx-\-b2-\~. ... die a tt * 
a\ + (li + • • • <lt<rrh Umordnung entsteht. und fitr welehe 

M (bt -f b, + M K , í / j ? ...). 
Bikw<ns. Jede Šumme von der Form 

+ + ...-[~a*M ('n>k* g a i l z l|nd positiv, k\ 4= k} fur i =(= /) 
nenne ich eine Tei l šumme der Folge (6). Die Tatsaehe. 
dali eine Zahl x zu 

M ( a „ « ) (f>) 

gehórt, ist offenbar mit der folgenden Tatsache gleichbe-
deutend: zu jedem ganzen n > \ und jedem gibt es 
eine Teilsunime 

der Folge (0), die a , ,a 2 , . . . . a„ als Glieder enthált und fiir 
welehe 

|«/., + + • • • + <**m — < f • 

Wenn (5) leer ist, so ist nichts zu beweisen. Soust wahle 
ich eine hochstens abzáhlbare Teilmenge von (5): 

.TJ, , . . . . , 

die in (5) dicht ist.3) Ich konstruiere eine, aus ((>) durch 

a) Vři. die Fusanot-o 2). 
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IImorduung entstehende, Folge bx, b2 folgenderinaíien: 
leh wáhle eine Teilsumme von (<>). die das Glied enthált 

und sieh von a:, um weniger als 1 unterseheidet: die Glieder 
dieser Teilsumme bezeiehne ieh mit 

'>>•'', h u x 

Ks ist 

| V / , - , , ! < , . 
/ i 

Danu wáhleieh eine Teilsumme von (tf).dier/,.J>t ,b2. . . .bky J 

•Mithált und sieh von um weniger als unterseheidet: die 

Glieder dieser Teilsumme darf ieh mit 
A>it , i ̂  i) 

bezeiehnen (die Glieder 
Ux J> b,. 1 -1*1 

sind bereits bezeiehnet worden). Es ist 

ÍS 
i - J -

Xun wáhle ieh wieder eine Teilsumme von (6). die a l .a i ,h i 

(1 ^ i ̂  k>. i) als Glieder enthált und sieh von x2 um weniger 

als unterseheidet; die Glieder dieser Teilsumme darf ieh mit 
bltbt,.... , (k% i) 

bezeiehnen. Im allgemeinen. wenn die Zahlen 

bereits gewáhlt sind. wáhle ieh die Zahlen i, kH. 2 k„, „ 
und die Zahlen b,- (k„ - i. „ \ i ̂  k„ „) so. dafó 

^ • ^H i, H I kn. I 2 ' • ' ' ^ H' 

i 

2. \±bj = »H.i 2 
) j l ! 

sind Teilsummen von (6) und jede von ihnen enthált ax.a. at, 
als (glieder. 

— . r ř | < - ^ ( * = 1 . 2 •//). 1 ' n 
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Der Leser wird sieh sehon selbst iiberzeugen. dafó eine solehe 
Wahl stets moglich ist. 

Bei festem i und bei n --> x ist xx; M (b{ 4- b., . ..) 
enthált also alle Punkte xt, z,%.. . : und weii M (bx . ..) 
abgesehlossen ist, so ist notwendig M (b] -1- b.t + • • (ax . . . . .). 
w. z. b. w. 

Bei dem Beweis wurde die Menge »r,,r> í . . . stillsehweigend 
als unendlich angenommen: wie der Beweis zu modifizieren ist. 
wenn diese Menge endlieh ist, liegt auf der Hand. 

Co rol la r 1. M (a, , a,,...) ist abgesehlossen. 
Beweis. Klar nach Satz 1. 
Satz 2. Wenv x eine Žahl aus rn (ax. ai}...) ist, und y eim 

Zahl aus M (alf a2 . . .), so gehóren aueh die Zahlen y x und 
y— x zu M (alya ,...). 

Beweis. Es gibt eine (aus nx -j- ai --j- . . . . durch Uniordming 
entstehende) Reihe />, 4~ bt -(- . • . . und eine Folge naturliehei 
Zahlen kx c l\ < . . . . so dati 

**„ — h\ 4 hi - ••.+>><•„ 
Weiter gibt es eine Folge natiirlicher Zahlen lx<i / , < . . . . so 
datí bt x. leh ordne die Reihe bx 4~b, -j- . . auf zwei Arten um: 
1. b, + 6, + b2 + + bf, _, + bl: + frřl+l + bLi+2 + 

+ + *>/: + bh fi t- + i + bu+l + !>,„ + ! -
2- bx + b, 4- 4- - f b,í+l + 4- 1 +&, ,4A T l +... 

L K - i + '*„ ,+'>*»+ 
Die Partialsuinmen der ersten k„ j- 1 (bzw. ku—1) der ersten 
(bzw. zweiten) Reihe sýjd 

Skn 4- h x (b z w- - - ' v i 
wo lh. das erste, in Skn nieht auftretende Glied der Folge b( 

bedeutet. Daniit ist Satz 2. bewiesen. 
Wenn al9 r/2, eine Zahlenfolge ist, so bedeute 

Wt K , a2, ) (7) 
den kleinsten, die Menge m (al9 a2,....) enthaltenden Modul. d. h. 
die Menge aller Zahlen 

+ + + kna., (n^ 1 und ganz, ((i aus m(ax,a2, ). k; ganz): 
« K , ) CH) 

sei die abgeschlossene Hulle von á)̂  (av a2, ). 
Salz 3; Wenn M fav a2, ) eine Zahl y enthált. -nthali 
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M (alt a2. ) a uch alle Zahlen y -f- x. wo x eine beliebige Žahl 
aus 9JÍ (at, a2. ) ist. 

Iloweis: KJar nach Satz 2. und Corrollar I. 

§ V\m- íUí (a,. u3 ). 
leh werde oft folgende Darstellung komplexer Zahlen be-

nutzen: wenn y2 zwei von Null verschiedene Zahlen sind (ind 

-1 nieht reell, so laBt sieh jede komplexe Žahl x in der Form 
•.vz^Art+AtiM. Atw*ll) 

sehreiben. und zwar nur auf eine Art. Den Beweis darf ich wohl 
unterdrueken. 

In dem .Rest dieser Abhandlung werde ich iminor voraus-
Nctzeíi, daB die Folge 

um welehe es sieh handelt, beschrankl ist. ohne es stets aus-
dnicklieh zu betonen. Also ist — nach dem Satz von Bolzano 
VVeierstraB — 

m (</,. a2. ) (9) 
nieht leer. Ks sind nun folgende drei Fálle moglieh: 

l. (9) enthált nur die einzige Zahl Null (d. h. au 0) 
M. (9) enthált mindestens eine von Null verschiedene Zahl: 

es gibt aber eine Zahl a, so daB alle Zahlen von (9) die Form 
ta (r reell) haben. Hier sind noch zwei Unterfálle moglieh: 

I la. Es gibt eine Zahl </. so daB alle Zahlen von (9) die 
Form kg, (k ganz) haben. 

Ilb. Der Fall Jla tritt nieht ein. 
ITl. (9) enthált zwei von Null verschiedene Zahlen. deren 

(Juotient nieht reell ist. Drei Unterfálle sind moglieh: 
lila. Es gibt zwei Zahlen o,. o2. so daB jede Zahl aus (9) 

die Form /»'(7I+/ÍJ2 (A*./ganz) hat. 
lllb. Der Fall I Ha tritt nieht ein: es gibt aber zwei Zahlen 

av a2- so daB jede Zahl aus (9) die Form Zvr, -f- r,j2 (k ganzř 

r reell) hat 
lile. Es tritt weder lila noeh lllb ein. 
Wie sieht in diesen Fállen 

W « 2 , ) ÍS) 
aus i 

Filli I. Hier b e s t e h t (8) aus der einzigen Zahl 0. 
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Fall Ila. VVegen der Beschránktheit von ((>) gibt es in (9) 
nur endlich viele Zahlen*): kxo', k2y\ k t t ( / . Es sei () der gróBte 
gemeinsame Teiler von kv k2 k„: es sei ,y. Dann ent-

H 
hált (8) die Zahl if (da die Gleichung ganzen /, losbar 

i i 
ist) und also i s t (8) gen au die Menge a l ler Zahlen kt* 
(k g a n z und son st b e l i e big). 

Fall Ilb. Ich wahle eine Zahl ((l =j= 0 aus (9). Zu jedem 
ganzen n ^ 2 gibt es eine Zahl f(ll aus (9), so dali der (reelle) 

Quotient—nieht in der Form —-t- (p ganz) darstellbar ist; denn 
(l\ w. 

sonst wáren alle Zahlen aus (9) von der Form 

leh wahle die ganzen Zahlen p,n q„ so, dafi , í I - 1 -ui q» | w/i, '' 
Die Zahl «n' = «„(]„ - - , xpn gehort zu 

9Wi ) (7) 
und es ist of fen bar 

o<l, l«il 
v 

Also enthált (7) beliebig kleine. von Null verschiedene Zahlen. 
Da (7) ein Modul von Zahlen der Form ra 0' reell) ist. so ist (7) 
auf der .Geraden" r^ (r reell) uberall dicht; seine abgesehlossene 
Hulle. d. h. (8). ist a lso genau die Menge a l l e r Zahlen 
•/>/ (r ree l l ) . 

Fall lila. Alle Zahlen von (8)5) sind von der Form kax-\-Uu 
(k, I ganz). leh wahle zwei Zahlen 

o\ = A xoi -f (z2 -11- ^ 2<h 4" ^2^2 
aus (8) so. daB / n= KXL2 — K2LX^ 0 und die ganze Zahl j /| 
dabei ínógliehst klein ausfállt. Jede Zahl kax -f- 'ÍT2 von (8) hat 
die Form .vi()l -f 'ot^ w o 

Jj2k — Á 2I Kjl—Lífjc 

4) Vgl. I*. H. Minkowski, DiophantiHche Approxiinationvn (LoipziV, 
H. (i. Teubner. 1907), S. 8, Sfttz ILť. 

5) Es ist hier ofřenbar (7) = (8). 
*) Die griechiseheu Buohstabon sind latit-cr ct\va.s tiefor tfťsotzt: i<th bifcte 

don Leser, sieh daduroh nieht storen lassen. 
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leh behaupte: xx. x2 sind ganz. Denn gesetzt, es wáre z. B. 
.r2 = a + — (</. /> ganz. 1 ^ b < j / i). Die Zahl 4 

= (— k + aK2) ni + (— / 4" 02 gehórt zu (8): es ist aber 
kuLx — l0K1 =z b. also 0 C | kQLx — /0Árx | C | / |. was der Wahl von 
/ widersprieht. Daraus folgt sof ort. daíi (S) genau die Menge 

al ler Zahlen kox -j- fo2 ' ganz und soust bel iebig) ist. 

Offenbar ist miO9=|=0 u n d n i e h t reell. 
* <J2 

Fall lllb. Wenn wir alle Zahlen von (í)) in der Korní Avji4" 
4- 'V/2 (k ganz> r i^ell) sehreiben. so niinnit die ganze Zahl k ni r 
endlieh viele Werte k2, k„ an. die wir ohne Besehránkung 
der Allgemeinheit als teilerfremd voraussetzen diirfen. Daraus 
sieht man, dali (7) eine Zahl <)x von der Korní — (Tx 4" V>2 
(r0 reell) enthált. Jede Zahl aus (7) lállt sieh dann aueh in der 
Korní k()x-{-r(,2 ^hreiben (o2=<r2. k ganz. r reell). Ks gibt eine 
Zahl ((l — kx()x 4~ ri<j2 (•*)> s o ri 0 j^l^m ganzen 
n '1 gibt es in (í>) eine Zahl «H = 4" r»{2 K*inz, r„ reell), 

so daíi sieh—nieht in der F o r m g a n z ) schrei hen láíit (soust 
ri n-

wiirde der Kall II la vorliegen). Wir bestimmen zwei ganze Zahlen 
/>„: <ln "dt 

- J 

<ž" I 'i <i» '/*•"' 
Die Zahl 

= qnl(n — pti((l 4- (p„kx — qHk„) o} = (/•„</„ — /,/>„) ,,.> 
liegt in (7), und es ist 

lUj liegt also iiberall dieht auf der Geraden rtJ2 (r reell). Daraus 
folgt sof ort, d a íi (8) g e nau die Menge a l l e r Z a h l e n 
kltl 4- rQ2 (k ganz. r r e e l l ) i s t . 

Fall lile. Es seien ř<j5 «2 zwei von Null verschiedene Zahlen 
aus (9). deren Quotient nieht reel ist. Zu jedem ganzen 

gibt es in (9) eine Zahl <(n. die nieht in der Form -~t<x -? c<2 

n! li-
mit ganzen p, q darstellbar ist: sonst wiirde der Fall li la vor-
liegen. Es sei <tH — kn((x 4~ h-M2 (kn. lr reell). Wir wáhlen drei 
ganze Zahlen ph. q„. r„ so. dali6) 
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k VIL 
k » IV 

1 
In -

<In 
rn(\n— l) rn(Vn— 1) 

Die Zahl = r„Qn - - pnQl — qn«2 = (r„k„ — pn) «i + (rnlP — </J u2 

i>st in (7) enthalten und es ist 
k i l - H q g l 

\'rí—1 crn 

Wir hal ten min fest. Die Zahlen — , - - sind nieht beide reell; 

o-s sei z. B. nieht reell (sonst vertausche ich in der folgenden 

ÍJberlegung fXl und «2). Jede Zahl lálJt sieh dann in der frorni 
t(tx + schreiben (í, reell). Es gibt in (9) eine Zahl fif—-
— t'ín(xi + niit t^ =£= O.7) Zu jedem ganzen m ^ 2 gibt es in 
(9) eine Zahl 

fimU = t)h"<( 1 4" 'Wíf im 
so datt nieht die Form (p ganz) hat; sonst wiirde nainlich 

der Fall l l lb vorliegen. Wir setzen trh, gleich der kleinsten 
ganzen Zahl. die gróíJer als 1 und ]n | | ist. und wáhlen die 
ganzen Zahlen /f,#. c„ so. daB 

1 t " tn 
h" (Jn lhtm„ 1 ^ (Jn ^ Wim 

Wir setzen nun 
yn — {h*P»>.," ~ — Uj>J?hn" — <l Ji") <n 4" Rn«n 

(Rn reell). Der Koeffizient von ist 4=0. Endlich sei Rn. ~gn 4-
+ K (g„ ganz. 0 ^ h„ ̂  1) und yn' = yn—gn«n - Es ist also yn' 
eine Zahl aus (7). und es ist 

' I i • I 'i M 1 l"il + |ír2| ..> U i í + l ^ l . 0 < I yn I ^ — I ffl I -t-!I -- -r- + — — - - -- - • 7 - . mn \n yn — 1 \n- I 

weiter ist -'-^7- nieht reell. In jedem Kreise mit dem Rádius 
an 

3 Í £ l i Í l « « i also mindestens ein Punkt k((„' + /•••„' (k. I $anz). 
\n —1 

T) *Mlw, *fHn «oll«»n rcellc Zahlen bedeuten: ,lio oben an̂ ehangten Zahlen 
Hollen in der ganzen Abhandlung índizes. keine l̂ sponenten bedeuten. Nur 
Moll die Kxpotiontialfiinktion bedviiten. UIMI zvvar MIT, roin itnaginaretn Kxpo-' 
nenten; wenn ieh also srhrrib̂ . so ist y n»<»ll% mieh wenii ieh es uinht aus-
driieklieh beinerke. 
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Wegen der Willkurliehkeit von n ist (7) iiberall dieht und (8) 
i s t die Menge a l l e r k m u p l e x e n Zahlen . 

§ 4. Der llecjriťť des Diveujeuzlialhsďahls. 
Die Hilfssátze (lieses § sind bereits bekannt8). ieh sage. 

eine Zahl a liege im Winkel (<*, //), wenn f( < fi und ar -n>ht . 
a Unter dem Haibstrahl l̂ .j6" verstehe ieh die 

Menge aller Zahlen re!'f (r^O). Ieh fiihre noeh folgende Defi-
nition ein: 

Kin Haibstrahl soli Divergenzhalbstrahl9) einer Reihe 
+ heiBen. wenn fur jedeš tf;>0 diejenigen Glieder der 

Reihe ax-\-a2-\- die iin Winkel ((/—tf. </ -{-<)') liegen. eine un-
endliehe Reihe bilden, die nieht absolut konvergiert. Wenn also 

diejenigen Gleder der Reihe r/, --1— sind. die im 
Winkel ( r — t).<, --h)) liegen. so soli die Reihe | l>x* | -f-1 &2'V | - f 
divergieren. 

Wir wollen noeh folgende Bezeiehnungen einfuhren: wenn 
eine Reihe ax -f- "t~ absolut konvergiert. so sehreiben wir 
dafur 

(«) : n- 1 
Analog soli 

(?) : s a n . bzw. (f) : v </„ 
M - 1 « = I 

bedeuten: die Reihe divergiert, bzw. a„ > 0 fur alle 
ganzen Wir werden aueh mehrere solehe Symbole niit-
einamlel* verknupfen: so soli z. B. 

cm:2«„ 
H - I 

bedeuten: es ist a„> 0 und «1 + a 2 4- ••• divergiert. Kndlieh : 
wenn c=a-\-bi(a, b reell), so sehreibe ieh a — 1ft(c), b — ^fr). 

Ililfssalz I. Ks mogen alle Glieder an der fíeihe 

« l + « 2 + 
von der Form sein a,, — r„e^» ((( ^ if u ^ rn 0): und 2 | Í 

m = i 
*) Z. H. (í. Póly a - G. Szo««. Aiifeal*'ii u. Lehrsatzo aus <1. Analys i.s I. 

S. 93; E. Stein i 1 z. ltedingt konvergentc Reihon unci konvexe flysteme (Fort-
sot.zung), Journal fur <li<» reino u. nngew. Math.. 114 (1014), 8. 1-40. 

9) Kurz DIÍS. 
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sei divergent. Dann besitzt die Reihe ax a2 4- einen Divergenz-
halbstrahl [fp] mit (( —' fí. 

Beweis: Mindestens ein von den heiden VVinkeln ju. —jp-j, 

Pj ^at f°lgení 'e Eigenschaft: diejenigen Glieder der Reihe 
(10), die in diesem Winkel liegen. bilden eine Reihe, die nieht 
absolut konvergent ist. Diesen Winkel10) bezeichne ieh mit 

fa). Mindestens ein von den Winkeln , ^ T " • /*i) 

hat wieder die Eigensehaft, daíi die Reihe der in ihm liegenden 
Glieder von (10) nieht absolut konvergiert: diesen Winkel be-
zeichne ieh mit fa)- So fortfahrend, bekomme ieh zwei Folgen 
reeller Zahlen : « ^ • f r^ I* 1 t̂ T Pi ^ : fí» ""«» ~ 

R 
— — ——. Es sei lim ah : dann ist \(f] offenbar ein Dhs. 2 H — y. 

der Reihe (10) mit « ^ g ^/>. 
Ililfssa(z2. Die Menge aller. Divergenzhalbstmhlen einer Reihe 

ist abgesehlossen. 
Das soli bedeuten : wenn |_</il> L72I wiht Reihe sind 

und so ist aueh [<j/| Dhs. der Reihe. 
Beweis, Klar nach der Definition. 
Ililfssaíz& Ks sei [(/f] ein Dhs. der Reihe 

+ + (10) 
Dann kmín man an* der Folge alt a.2 eine Teilfolge bv. b2. 

herausgreifen, so daf.i 

m ) : * * (>V "'): (*) • 2 3 (M ''/): ^ I"'- - «. 

Beweis: Es ist \a„ j < A" fur v — l. 2 Ieh nehrne von 
den im Winkel — <r "h^ j liegenden Gliedern der Reihe (10) 

vom Anfang an so viele, bis zuerst die Sunime ihrer absoluten 
Betráge grólier als K wird: diese Glieder bezeichne ieh mit />,. 
b2 bkx. Wegen | a„ | < A' ist also 

A ' < v| b„ j ^ 2 K (Erster Sehrit t). 

l0) Kventuoll eineit von boitlen. worin b».*i«l<' Winkel <lu»s«» Kiti<'iis<-h«iřt 
« + A boHitzon; z. B. clon Winkol 
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Dann nehrne ieh von den bisher nieht verbrauehten und im 

YVinkel |rr - . </; + liegenden Gliedern von (10) voní Anfang 

an so viele. bis zuerst die Šumme ihrer absoluten Betráge gróBer 
als A' wird: diese Glieder bezeichne ieh mit b E s 
ist also 

K < 2 | b„ | < 2 A' (Zweiter Sehritt). 
n A-. + t 

Der (m -j- l) - - t e Sehritt sieht so aus: die Zahlen kj (j ^ m) 
und b„ (v^k,„) mogen bereits definiert sein. Ieh nehrne von 

den bisher nieht verbrauehten, im Winkel |<7 — „. q H~ oj 

liegenden Gliedern von (10) vom Anfang an so viele. bis zuerst 
die Šumme ihrer absoluten Betráge gróBer als K wird: diese 
Glieder bezeichne ieh mit 2r + r a ' s o 

km +1 
A ' < 2\b„\<2K. 

» 

Es ist offenbar 

(Ke *)^-L\bH\(v = l%2, ). 
V 2 

I 3 (Ke "f) ^ tg ^ »(Ke -^f) ^ ^ 91 (Ke <>) 

(*«» + 1 i): 
*'»'+> Kr 

also 

fiir w m0. 
Aus diesen Ungleichungen folgt aber, daB die Folge bA, b», 

alle verlangten Eigenschaften besitzt. 
§ 5. Wami ist M (av a2 ) leer. 

Wenn a reell ist, so sehreibe ich pos a = a, neg a — 0 fiir a ^ 0 
und pos a —i), neg a=a fiir tf < 0 . Ieh fiihre noch folgende 
Definition ein : Eine Folge cll9 d2. erfiillt die Bedingung H. 
wenn fiir jedeš reelle <p die Reihen 

y pos !R (d„e-ifr), 2 neg M(dne-''/) 
n- 1 n^l 

entweder beide konvergieren oder beide divergieren. 
Dann gilt folgender 
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Satz M (av a2t ) (5) 
isf dann und nur dann nieht leer, wenn die Folge 

die Bedingung B erfullt. 
Ileweis der XotweiHliykeit: wáre z. B. 

r. r. 
v pos )H •) konvergent, neg JR ) 

Jt 1 /< - 1 

divergent. so ware. wenn bx -}- b2 -f- eine beliebige aus aA + a» + 
durch Umordnung entstehende Reihe ist. 

y 
v — X . 

H ~ 1 
d. h. M (/>, + b2 + ) wáre leer, w. z. b. w. 

Zugleich mit dem — viel schwierigeren — Beweis, daB die 
Bedingung tí hinreichend ist, werden wir einen, fiir den folgen-
den § wiehtigen Zusatz beweisen. 

Wir wollen also im Rest dieses § voraussetzen. daB tdie 
(beschránkte) Folge (6) die Bedingung B erfullt. Dann sind drei 
F̂ alle zu unterscheiden: 

M— 1 
OC 

i) (3)): 2 es gibt aber ein reelles so daB 
n = l 

n = 1 

y) Es ist (? ) : y |JR(awe-ř'/)| fiir jedeš reelle (f . 
v 1 

Der Zusatz lautet: 
Zusatz: Wenn (6) die Bedingung B erfnllt und daruber 

Mna us noch an --> 0, so behaupte ich : 
Im Falle a) enthált M (alf a2% ) einen einzigen Punkt. 
Im Falle jí) gibt es eine Zahl A, so dají M (av a2, ) genau 

die Menge aller Zahlen A -f- re 
ist (r durchláuft alle 

reellen Zahlen). 
Im Falle y) ist M (av a2, ) die Menge aller komplexen 

Zahlen. 
Der Fall «) ist trivial. 
Beweis der Ilinlanglielikek der Bedinyuiiy B im Fall ji). 

Es ist 
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' (5) : 2 pos 91 , ($): 2 neg 9Í [ane~ ; 
n~ 1 ji — 1 

denn sonst waren diese beiden Reihen konvergent (Bedingung H\) 
X 

und also (W): 2 a„. Es seien bv b2í diejenigen Glieder aus 
w — I 

« I + « 1 + (1°) 

fiir welche 91 CiHe - 0; die iibrigen Glieder aus (10) 
bezeichne ieh mit cl9 r2, 

Es sei nun r eine beliebige reelle Zahl; ieh ord ne die Reihe 
(10) folge ndermaBen um: zuerst kommen so viele Glieder bx. 
b2. /í;m (/,•, ^ 1). bis zuerst 

o> ( L • ^ 2 91 V bf 2 ' >r: 
} - i 

darm so viele Glieder cx, e2, C/,. bis zuerst 

7=1 j-\ 
dann wieder so viele Glieder + bkt+ 2, , />/,.,. bis zuerst 

7* ™1 7-1 
darm so viele Glieder cft > ch*. zuerst 

'• ( '/ .+ - ? - ) ) . " « ' < ' / • + - T > ) 2 91 w - " y '' 
7=1 7=1 

und so weiter. Die Šumme der ersten kn -j lu Glieder der mn-
geordnetcn Reihe hat offenbar die Form 

« - + p ^ J* Va>e J - f fy, -f- ř*. (1 
7 = 1 

wo i fy, I ^ r/M |, 0. Die Folge der Zahlen (11) fiir w — 1, 2, 
ist besehránkt. besitzt also mindestens einen Háufungswert, der 
freilich zu M (ax, ) gehórt; also ist (5) nieht leer, w. z. b. w. 

Was den Zusatz betrifft: wenn iiberdies au > 0, so kon-
venrieren die Zahlen (11) gegen 

3 1 r-{-e 2 ?Jt ' ; 
7 — 1 



also gehórt jede solche Zahl (bei beliebigem reellem r) zu (5): 
aber es hat offenbar auch jede Zahl von (5) die Forni 

»e/« + , 4i> ( -- ) ^ • 2 r - f e 2 )H :,e / 

(/• reell). cla die Sunune der absolut konvergenten Reihe 

<lureh Uniordnungen nieht geándert wird. Damit ist auch der 
Zusatz im Fall fi bewiesen. 

Beweis dor lliiilan<|liehkeif der 1UMIÍIH|UIHJ R im Falle ; . 
Es ist hier offenbar 

(?) : v pos ÍH \afi 

fiir jedeš reelle y: die Glieder der Reihe (10), die im VVinkel 

(f (j liegen. bilden also eine Reihe, die nieht absolut 

konvergiert. Also enthált (nach Hfs. 1.) der VVinkel j — ,f 4- j 

mindestens einen Dhs. der Reihe (10); d. h. jeder VVinkel von 
der Offnung n enthált mindestens einen Dhs. von (10). 

Es sind zwei Fálle zu unterseheiden : 
Fall : Es gibt einen Dhs. von (10), so dali auch |//„-f-,f] 

Dhs. von (10) ist, 
Fall y" : Der Fall / tritt nieht ein. 
Fall y\ Ohne Beschránkung der Allgemeinheit sei y0 = 0 (sonst 

drehe ich um—y>0). leh wáhle aus a1} a2 zwei Teilfolgcn 
bv K - (12) 

so dali 
m):ŽU(bHy, ( í l ) :v3 (M; (3)#): (-<V); (*) : (cH). 

n — 1 n — l n ---1 //. —. 1 
Die in (12) nieht enthaltenen Glieder a,* mit 3(ffM)^"0 bezeichne 
ich mit <lx, d2 und diejenigen mit 3 C 0 mit /,, /2 Es 
ist offenbar 

( Í ) : í3 ( '/«) ; (I»):Í3(/„). 
^^ n" 1 n—l 

Es sei A eine beliebige komplexe Zahl; ich setze 
A-:« + bi - f i v 3 (f>w) i v 3 (c„) (a, b reell). M ~ l W 1 

leh ordne die Reihe folgendermaBen um: 
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E r s t e n s : Zuerst nehrne ieh dl9 d2, dkx(kx^ 1) so, daB 
zuerst 

$?3(d,)>6; 
7=1 

dann fl9 f2 so, daB zuerst 

2 3 + i 3 (/,•)< 6; 
7 = 1 7 = 1 

dann bl9 b2, , bPl ( p i ^ 1) so, daB zuerst 

7 = 1 7 = 1 7=1 
dann cl9 c2, cQl so, daB zuerst 

2 « (d , ) - f Í « (/,) (6;) + 2 9t (c,) < «. 7-1 7=1 7"1 7 = 1 
Z w e i t e n s : ieh nehrne CÍJH-I, > so> zuerst 

7=1 7=1 
dann , fl% so, daB zuerst 

s2(d f ) + 2 3 (/;)</>; 
7=1 7=1 

dann , so, daB zuerst 

2 91 (<*,•) + 2 !» (/,-) + 2-91 (h) + I 91 (c,) > a; 

und dann cř l+ í, , cq, so, dalB zuerst 

2 9t («*,) + 2 91 (/,) + 2 9 1 (&,) + 2' 91 (c,) < a. 7 = 1 . 7 = 1 7 = 1 7 = 1 
Und so weiter. Die Šumme der ersten kn + ln + pn + qn 

Glieder der umgeordneten Reihe hat offenbar die Gestalt 

a + W + i jSíft^ + Cyí + e . + ^ z z i l + ^ + fH, (13) 
7 = 1 

w o l^n|<|//J + |c,J, €n-+0; 
die Zahlen (13) sind beschránkt, besitzen also mindestens einen 
Háufungswert, der zu (5) gehórt; w. z. b. w. 

Was den Zusatz betrifft: wenn an->09 so konvergieren 
die Zahlen (13) gegen die (beliebig gewáhlte) Zahl A; also ist 
aueh der Zusatz im Falle y bewiesen. 

Fall y". Es sei [<p0] ein Dhs. der Reihe ax + a2 + ; dann ist 
l(fo + Tr] k e i n E s s e i [<Pil derjenige Dhs. mit < (Jyl ^ q0 + 7r, 

2 



fiir welchen ^ móglichst groB ist (es gibt einen solchen nach 
Hfs. 2); [(p2] sei derjenige Dhs. mit <p0 <p2 ^ <p0— /o fur welchen 
<p2 móglichst klein ist11). Im Winkel (yi,<p24-2^) gibt es auBer 
[<Pi], [q2] keinen Dhs; also ist <p2 + 2 n — cp1 < n\ daher ist 
® < ( f i ( f o < 7C, 0 < ( f 2 2 n <pi< f t , 0 < g)0 ( f 2 < Tt. I c h 

behaupte: jede komplexe Zahl a -f- bi (a, b reell) láBt sieh in de 
Form 

a + bi — a0e^ + axelt'* -f- (14) 

niit positiven «0, «2 schreiben. Denn (14) ist mit 
a sin yx — b cos gjx g2 sin (<p2 — cpx) 

a ° ~~~ — qp0) 
a sin <p0 — 6 cos y0 -f- «2 sin (<p2 — <p0) 

í t l _ — sintjPi — q?0) 

gleichbedeutend. Es geniigt also, «2 positiv und hinreichend groB 
zu wáhlen, damit auch r<0, ax positiv ausfallen. Wir wáhlen aus 
(0) drei Teilfolgen bv b2, ; cx, c2, ; dv r/2, so daB 

n = l w = l n = 1 

(«): 2 3 ( M " * ' ) ; ( * ) : 2 3 (c„e-Y.); ( * ) : 2 3 (dHe~^). n=1 n = 1 n= 1 
Ich wahle diese drei Teilfolgen noch so, daB jedeš Glied 

von (6) in hochstens einer von ihnen auftritt und daB die Folge 
(6) noch unendlich viele Glieder enthált, die in keiner von 
diesen drei Teilfolgen auftreten12); diese letzten Glieder von (6) 

11) Der Leser moge sieh eine schematisehe Figur zeichnen. 
,2) Wenn die ureprunglich gewáhlten Teilfolgen (bn) : &2, ; (e ) :cl9c2t , 

(dn): ř/j, rf2, der letzten Bedingung nieht geniigen, kanil ich folgendermafien 
verfahren: Ich nehrne aus (6) so viele Glieder der Folge (bn) — ich bezeichne 

kx 
sie mit Blf B2, Bkí — bis zuerst ."> 1; dann nehrne ieh von den 

bisher nieht verbrauehten Gliedern von (6) vom Anfang an so viele Glieder 
li 

aus (cj — ich bezeichne sie mit Cl9 C^— bis zuerst 1 %l(Cne >>1: dann 

von den bisher nieht verbrauehten Gliedern von (6) vom Anfang an so viele 
mx 

Glieder aus (dn) ; D1% D^ bis zuerst (Dne—iT*) > 1; das erste bisher nieht 

verbrauchte Glied von (6) bezeichne ich mit fv Dann nehrne ich (ímmer von 
den bisher nieht verbrauehten Gliedern von (6)) erstens so viele Glieder Bkx+ 
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bezeichne ich mit fl9 /2, Es sei A eine beliebige Zahl: ich 
setze 

A' —A —é {<r* + ) 23 (ftwe-'Vo) _é + 3 (cner*r*) — 
n = 1 « = 1 

Ich ordne die Reihe (10) folgendermaBen um. 
E r s t e n s : Ich bestimme die positiven Zahlen *0, so> 

daB 
A' — f x = -f + ^ 

und nehrne zuerst fl9 dann bl9 62, , bkx \ cv c2, C/t; dv d2, , dVx, 
wo kl9 ll9 px so gewáhlt sind, daB zuerst 

*1 v h Vx 
pt = 2 « (b}e-*ro) > = >;t0, (d/r-*1') > ,fť). 

y-1 y —1 
Z w e i t e n s : Ich bestimme die positiven Zahlen x1? m 

so, daB 
A' — f1 — f2 — Crofa — é<hri — e*r*di ~ x^r* + + u^r* 

und nehrne zuerst /2, dann &a,+i, bkt\ C/(+1, <v? , 
wo k29 

Z2, ;>2 so gewáhlt sind, daB zuerst 

P2 = SÍft (bjC-ir*) > Xl, y2= 2 » (cfi-^) > Xl9 ó2= 2 «{dfir*-) > 
7=*,-H 

( n + 1) — ter S c h r i t t : nachdem die Zahlen ki9 li9 pt (i ^ n) be-
reits gewáhlt sind, wáhle ich die positiven Zahlen •/„, >.n, pn so, 
daB A' - fx - f2 — — fn+1 — é<r> 2 »(bje-^To) _ \ 3Í — 1 >=1 Pn 

— eifr* 2 »{dfi-^) = *né<h + + íhlé<r* 

und nehrne zuerst /n+1, dann bkfi+u , cÍJl+i, , c ín+lJ 

, aus (6;|), bis zuerst 2' (Bne dann so viele Glieder C^ + i, 

Cít aus (cn), bis zuerst 1' (Cne 1 1 ; dann so viele Glieder 2)mi_|_1, /1-+-I 
ma 

7)/w aus (rfn), bis zuerst 2 {Dné >>1: das erste bisher nieht verbrauchte 
1 Wli+1 

Glied von (6) bezeichne ieh mit /2; usw. Die Folgen Bl9 B2, ; Cl9 C2t ; 
7),, D2, haben offenbar die verlangten Eigenschaften. 

2* 
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dPn+1, , dPn+v wo kn+1, Zn+1> pn+1 so gewáhlt sind, daB zuerst 
kn+l ^n-f-l 

2 9 1 ( f t y e - ^ / o ) > X w , 2 9 1 > An, 2 « > / l n . 
)=kn+l >=VM ^PnH"1 

Die Šumme der (w + 1) + + ln+14" 'Pn+i ersten Glieder 
der umgeordneten Reihe ist also 

kn+1 
— - f incťsr. + /<wciř/«) 4- e^o 2 91 - f 

fn+l 
+ ér* 2 91 (C,e *'/«) 4 - ér 2 91 (dje-w*) + 

- f i W'n 2 9t T>) + 6*1 2 9t(c ?6" l ( ř A +T>) 

+ v jjf "a")] = 

= , 4 + © n + 1 + ,„+,, wo |©n|<|6,J + |c/n| + |^J , 0. 
Die Zahlen (15) sind beschránkt, besitzen also mindestens 

einen Háufungswert, der zu M (av a2, ) gehórt; w. z. b. w. 
Was den Zusatz betrifft: wenn dazu noch a-n 0, so kon-

vergieren die Zahlen (15) gegen die beliebig gewáhlte Zahl A, die 
also zu (5) gehórt; w. z. b. w. 

Damit sind also Satz 4. und sein Zusatz vollstándig be-
wiesen. Wir werden jetzt wieder die im § 3 aufgezáhlten Falle I, 
Ha, lib, l i la, l l lb, IIIc trennen und in jedem von diesen sechs 
Fállen nach der Menge (5) fragen. Dies soli in §§ 0, 8 bis 12 ge-
schehen. In diesen §§ werde ich, ohne es ausdríicklich hervor-
zuheben, voraussetzen, daB av a2, die Bedingung B erfullt 
(und freilich sluch, daB diese Folge beschránkt ist). 

§ 6. Fall I. 

Hier ist an 0. Die Frage nach der Beschaffenheit von 
M (ax, a2, ) wurde bereits durch den Zusatz zu Satz 4, § 5, 
vollstándig erledigt. 

§ 7. Zwei Hilfssátze. 

Ehe ich zu den weiteren Fállen iibergehe, beweise ich zwei 
Hilfssátze, die uns eine oftmalige Wiederholung derselben SchluB-
weise ersparen. Der Leser kann diese Hilfssátze zunáchst uber-
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schlagen und erst an der Stelle, wo sie zitiert werden, auf sie 
zuriickschlagen. 

Hilfssatz 4. Es sei av a2, eine Zahlenfolge; bv b2, sei 
eine Teilfolge von av a-2, ; diejenigen Glieder von av a2, , die 
in bv b2, nieht enthalten sind, mógen eine Folge cltc2, bilden. 
Es gebe weiter eine Zahl a, eine Folge llf l2, und eine Folge 
natiirlicher Zahlen plf p2, mit px ^ p2 ^ , pn 4" 00 > so dafí 

Pn 
1. Zbi^lln + a + Cn (tn^O) 

i-1 
2. Alle Zahlen —ln sind in M (clf c2, ) enthalten. 
Bcliauptung: a ist in M (av a2, ) enthalten. 
Beweis: Wir wollen zunáchst px < p2 < voraussetzen. Ieh 

wáhle eine Folge von Teilsummen der Folge cv c2, folgender-
maBen: 

das n-te Glied dieser Folge soli eine Teilsumme sein, die 
erstens alle Glieder der vorangehenden Teilsumme, zweitens 
c2, , cn als Glieder enthált; weiter soli dieses n-te Glied dieser 
Folge von Teilsummen wenigstens ein Glied von cv c2, ent-
halten, welches in der vorangehenden Teilsumme nieht enthalten 
ist; und endlich soli sieh diese Teilsumme von —ln um weniger 

als — unterscheiden (vel. eine áhnliche SchluBweise beim Beweis n 
des Satzes 1. § 2). Ich darf also die Glieder dieser r/-ten Teil-
summe mit dv d2, dkn (1 ^ kx < k2 < ) bezeiehnen. Bei der, 
aus durch Umordnung entstehenden Reihe 

+ t>2 + + bPi - f cx + c2 + 4- ckl + 6Pl+i -f 
+ bVt + Qk l + i + 4 - ^ , + 

ist die Šumme der ersten + Glieder gleich 

ln + a + f n - l n + - ^ ^ a ( | © n | < l ) , 
n 

w. z. b. w. 
Wenn nieht px < p2 < , so wende man das eben bewiesene 

auf eine wachsende Teilfolge von pv pz, an. 

Hilfssatz Es sei 
a2> (6) 

eine beschránkte Folge, die der Bedingung B genllgt, ax -{- a2 -)-
sei divergent. Es seien weiter zwei Reihen fltyty : bkl -f bkl (kn 



ganz, O < kn < kn+i) (W) : % + ch + (ln ganz, O <ln< ln+i) 
gegeben. 

Bchauptunj): Es gibt eine Teilfolge Áv *2, von kx k2> und 
eine Teilfolge /2, von llf l2, mit folgenden Eigenschaften: 

1. es ist X Í=M ; fnr i> j — l> 2> 
2. Die Reihen &x.+ 6Xa-f- , C; + 

divergieren. 
3. Es seien d2, diejenigen Glieder von a1} a2, ,die weder 

in der Teilfolge aXx) aXl, noch in der Teilfolge a^y a;, enthal-
ten sind. Dann ist m (dlf d2, ) =m (av a2, ) 

4. Die Folge dv d2, erfullt die Bedingung B. 
Bcweis. Man kann ohne Beschránknng der Allgemeinheit 

voraussetzen, daB kein kt keinen Zy gleich ist (vgl. die analoge 
SchluBweise in der FuBnote 12). Dies wollen wir voraussetzen. 
Wir markieren in der komplexen Zahlenebene die Zahlen a*,, a^ ; 
alle diese Punkte liegen in einem gewissen Quadrat Q. Ich zer-
teile dieses Quadrat durch Medianen in vier kongruente Quadrate. 
Mindestens ein von diesen Teilquadraten besitzt folgende Eigen-
schaft: Wenn wir die Reihe derjenigen bki bilden, deren ent-
sprechende aki in diesem 1'eilquadrate liegen, so ist diese Reihe 
divergent. Wir bezeichnen dieses Teilquadrat mit Qx (oder ein 
von ihnen, wenn es mehrere gibt). Dieses Quadrat zerteilen wir 
wieder in vier Teilquadrate und wenden wieder den vorangehen-
den SchluB an; so fortfahrend, bekommen wir eine Folge von 
ineinandergeschachtelten Quadraten Ql9 Q2, , die alle einen ein-
zigen Punkt p gemeinsam haben. Es gilt dann: fiir jedeš ganze 
n > 0 bilden diejenigen Glieder bk., deren zugehórige ak. in Qn 

liegen. eine divergente Reihe. Man kann nun leicht aus der 
Folge kv k2, eine Teilfolge k2> herausgreifen, so daB 
ak'n->fi und die Reihe fejfc , + + divergiert. Analog kann 
man mit der Folge ll9 Z2, verfahren. In dem weiteren Verlauf 
des Beweises diirfen und wollen wir voraussetzen, daB die 
Grenzwerte 

lim akn = lim aln = y 
n=» n=°° 

existieren. 
Wenn also dx\ d2, diejenigen Glieder von (6) sind, die weder in der Teilfolge 

(16) 
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noeh in der Teilfolge 
«i„ í1") 

enthalten sind, so muB ra d2\ ) alle Punkte von m a2> ) 
enthalten, hóchstens bis auf die Punkte /? und y. Wir greifen 
noeh aus jeder der beiden Folgen kv k2i ; /2, je eine Teil-
folge rat, m2, ; nv n2> heraus und zwar so, daB es unendlieh 
viele unter den Zahlen k, (bzw. Z,) gibt, die in der Folge 
mv ra2, (bzw. nv n2, ) nieht enthalten sind und daB 

(2)):Sbm\ ( í ) : 2 c , 
j=i j=i 

(Vgl. die analoge SchluBweise in der FuBnote 12). Wenn wir mit 
dx", d2\ diejenigen Glieder von (6) bezeiehnen, die weder 
unter den am. noeh unter den an. auftreten, so enthált m (c^", d2\ ) 
offenbar die Punkte fi und y und dazu noeh alle Punkte von 
m (dx, d2\ ); also ist ra (cř/', d2", ) = m(ava2l ). 

Wir diirfen und wollen also in dem weiteren Verlauf des 
Beweises folgendes voraussetzen: wenn wir mit dv diejenigen 
Glieder von (6) bezeiehnen, die weder in (16) noeh in (17) auf-
treten, so ist 

m (()v <í2? ) == m (av a2 ). 
Es handelt sieh noeh um die Bedingung B. Es sind zwei 

Fálle zu unterscheiden: 
F a l l a. Es gibt ein f/ 0 mit (*) : 2 9t (ř/o+T)) Weil 

M = 1 
00 

(®): 2 an und weil (6) die Bedingung B erfullt, so sind die beiden 
71=1 

Reihen 

2 pos 91 (awe-'v/»), 2 neg 91 (aHe-*r*) 
n — 1 n = 1 

divergent; jeder der beiden Winkel 

?>o 29- ' H" "2"' 7;o 4" ~2~~j 

enthált also nach Hfs. 1. mindestens einen Dhs. der Reihe 
« t + « l + ( 1 0 ) 

Wenn 0 < * < so ist die Reihe derjenigen Glieder von (10), die z 
in einem der beiden Winkel (<p0+f> <Po + jt—*)> ('/o— < + 
q)0 — s) liegen, absolut konvergent; denn fur diese Glieder ist 
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191 4 | ír* sin * • | «n |• 
Es gibt also keinen von [</<„] und [(jt,0 n\ verschiedenen Dhs; 
also sind [<p0] U I l d [fo + n] notwendig Dhs. der Reihe (10). 

co 
F a l l b. Es ist (T): 2\ 8t (ane— ĴJ fiir jedeš reelle Dann 

n=l 
sind, wie wir beim Beweise des Satzes 4, Fall y, gesehen haben, 
nur folgende zwei Falle moglieh: 

ba) Entweder gibt es einen Dhs. [y0] v o n s o daB auch 
+ e i n is t-

bfi) oder es ist dies nieht der Fall, und dann gibt es drei 
Dhs. [<p0], [(p2] von (10) mit 

0 < <f2 "4" 2 n. — (pl < TT? 0 < (JX — q?0 < 71, o < (f-Q — qi2 < k-
Die weitere Beweisfiihrung ist zunáchst allen Fállen a), ba), bfi) 
gemeinsam. Es sei [<p] einer der in der Rede stehenden Dhs. 
von (10) (d. h. [y0] oder [qr0 + ^l i m Falle a) und6«), [q)0] °der 

°der [q)2] im Falle bfl). Dann ist [9;] auch Dhs. mindestens 
oo 00 oo 

einer der drei Reihen 2 akn, 2 fy , 2á«. Wir konnen nun aus 
?»=1 n=1 n=l 

den Folgen kl9 k2, ; lv /2, je eine Teilfolge ply p2, ; qx, q2, 
herausgreifen, so daB 

j—l 1 ' 

und daB [<p] Dhs. der Reihe dxf d2 -f- ist, wenn d/, d2 , 
diejenigen Glieder von (6) bedeutet, die weder in aPl, aPi, noch 
in aqii aQi, auftreten. Das kann man folgendermaBen erreichen: 

Wenn [gp] schon Dhs. von rfi + d 2 + ist, s o setze ich 
PÍ = ^U = K, also DL = <Jr Wenn aber kein Dhs. von <íx + d2 + 
ist, so sei er z. B. Dhs. von akl ; ich wáhle eine Teil-
folge rv r2, von kv k2i so, daB 

(©?): 2 »(arne-if'); (*): 2 3 K / " ^ ) ; J ^ ^ 0. 

Es ist 

n—l 
Ich wáhle nun eine Teilfolge st9 von rv r2, so, daB 

erstens 
m): 2 » ( a s n ^ n 

n=1 
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und zweitens 

i ® ? ) : * * * , 
n=l 

wo pv p2i die in sv s2, nieht auftretenden Glieder von 
k2, sind. Die Móglichkeit einer solehen Wahl sieht man 

durch eine der FuBnote 12. ganz analoge SchluBweise ein. Damit 
ist plt p2> gewáhlt. Wenn ich noeh qn = ln setze, so ist dadurch 
alles gewiinschte erreieht. Offenbar ist 
m (Ji, d8> ) í : m d*> ) ^ m (a\> a2> ) a l s o i s t m (di> d*> ) = 

= m (a„ a2, ). 

Wenn wir nun dieselbe SchluBweise auf alle in der Rede 
stehenden Dhs. anwenden, gelangen wir zum folgenden Ergebnis: 
Es gibt zwei Teilfolgen x2, ; bzw. /2, von kv k2, ; 
bzw. lv l2, , so daB folgendes gilt: 

1- X i4=A,(m:=1,2, ) 

2. (*) :2b*n> 
n — \ ii-l n 

3. wenn wir mit dl9 d2, diejenigen an bezeiehnen, fiir 
welchc n weder in der Folge yv *2, noeh in der Folge /.1? Á2, 
enthalten ist, so ist 

™ (dl, d2> )=m K> ) 
4. Im Falle a) und ba) sind L̂ rol Ull(l l<fo + ' J- i m Falle bfí) 

[yol> l//?i]» Opd Dhs. von dx-\-d2-\- Endlieh kónnen wir (durch 
eine der letzten ganz analoge SchluBweise) noeh die XÍ, U so 
einrichten, daB im Falle b(x) 

($) : I pos 3 (dwe"iř/o); ($) : J n e g 3 {dne~^). 
»=1 »=t 

Wir sollen noeh zeigen, daB dv d2, die Bedingung B erfiillt. 
Im Falle a) und ba) genxigt es zu zeigen: wenn die reele Zahl 

<P weder mit <p0 -4-— noeh mit <p0— modulo 2 kongruent 
z z 

00 

ist, so ist ($) :2pos9l(dne-íy). Es sei w eine solche Zahl; dann 
n=l 

ist entweder | f/,— (po | < ^ oder | <p— (<po4- | < |13)- E s «ei 

,3) Die beiden Ungleichungen sind eigentlich modulo 2 .T ZU verstehen; 
und analog weiter. 
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z. B. | (j> — fpQ j < Y Wenn es sieh um den Fall a) handelt, so ist 

(®) : 2 pos 91 ( * ) : j 3 (dne-iř/«). 

Also, wegen 
91 (dne- * ) = 91 (dne-*o) cos ( v — <p0) + 3 (dne-iro) s in _ ^ 

und wegen cos — <p0) > o ist offenbar auch 

( $ ) : Í p o s 9 t (dne'11') 
ti—i 

w. z. b. w. 
lni Falle ft«) wáhlen wir eine Teilfolge fl9 /2, von dl9 d2, , 
so daB 

m ) : ^ 91 («) 3 (/we-71 = 1 71-1 
Dann sieht man — wie im Falle a) — daB 

(2)): 2 po s I K / . e r f ) 
n=l 

und um so mehr 

(©) r l p o s X ^ e - ^ ) , w. z. b. w. 
n=1 

Auf dieselbe Weise behandelt man den Fall | r/> — (̂ Po >r)| < 

Im Falle bft) genugt es zu zeigen: Fiir jedeš reele qj ist 

($) : 1 pos 91 (dne-*/). 
71=1 

Fiir jedeš reele ^ ist mindestens eine der Ungleichungen 

\rp — 9?ol < Y ' \<P~W\<Y' \<P~(P* \ 

erfullt; es sei z. B. — <p0|<-f-; es sei fv /2, eine Teilfolge 

von dj, d2, , so daB 

m ) • I » ( « ) 2 3 (/„c-^-). n=l W=1 

Dann ist — wie im Falle a) — auch 

( ® ) : 2 p o s » ( / „ e ~ n 
n=l 

also umsomehr 

Vgl. die FuOnote 13. 
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( $ ) : l p o s 9l(dne-'>), w. z. b. w. 
n = l 

Damit ist Hilfssatz 5. vollstándig bewiesen. 
Zusatz. Ein analoger Hilfssatz besteht natiirlieh aueh, wenn 

es sieh nieht gerade um zwei Reihen + , fy 4~c/a+ 
handelt, sondern um eine beliebige endliche Anzahl ra derartigen 
Reihen. Ich habe m = 2 gewáhlt, nur um umstándliche Indizes-
schreibereien zu vermeiden. Wenn ich im Folgenden den Hilfs-
satz 5. zitiere, so meine ich damit die allgemeinere Form des 
Hilfssatzes fiir ein beliebiges ra. 

§ 8. Der Fall 11b. 

Ich will zunáchst den einfachen Fall l ib behandeln, um 
dann die Betrachtung der komplizierteren Fálle kiirzer fassen zu 
kónnen. 

Im Falle lib gibt es eine Zahl a 4= 0, so daíi S)X (al9 a2, ) 
genau die Menge aller Zahlen ra (r reell und sonst beliebig) ist. 
Nach Satz 3, § 2 wissen wir also: wenn eine Zahl A zu 

M (av <i2, ) (5) 
gehórt, so gehóren aueh alle Zahlen A-\~ro zu (5). 

Wir schreiben an z= rn(j - f iano (an> rn reell); offenbar ist an 

Bchauptung: 
TO 

a) Wenn 2 | a„ | konvergiert, so ist (5) die Menge aller 
n = l 

Zahlen A -j- ro, wo A eine bestimmte Zahl ist und r alle reellen Zahlen 
durchláuft. 

t> 
P) Wenn 2 | an | divergiert. so ist (5) die Menge aller kom-

n — \ 
plexen Zahlen. 

00 
Beweis: iX) ist trivial, da 2 an eine von ihrer Anordnung 

n = l 
unabhángige Šumme besitzt. 

Es liege also der Fall fi) vor. Weil (6) die Bedingung B 
erfiillt, so ist offenbar 

(®) : ! p o s ($): lnegan. 
n=1 w. = l 

Es seien akv akv diejenigen Glieder an von (6), fiir welche 
an > 0; atv al%9 diejenigen atl9 fur welche an < 0 (die an mit 
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an = 0 werden dabei also nieht verbraucht). Es ist also 

CW) :•£«*„; m): 2 (-«,„)• 
n=l n — 1 

Nach Hilfssatz 5. kónnen wir also aus kv k2, bzw. lly Z2, je 
eine Teilfolge *2, bzw. l l9 A2, herausgreifen, so daB 

n = 1 n n=l n 

2. m (rfj, d2, ) = m (al9 a2, ) 
3. dv d2 erfullt die Bedingung B. 

Dabei bedeutet dv d2, die Folge derjenigen an, fiir welehe n 
keinem /; und keinem /y gleich ist. M (dlf d2, ) ist also nieht 
leer; es sei A' eine. fiir das weitere fest gewáhlte Zahl aus 
M (dl9 d2, ). Es ist offenbar s))l (dv d2, ) — ®ř (av a2, ) ; also 
enthált M (dvd2, ) nach Satz 3, § 2 sicher alle Zahlen A' -\-ro 
(r reell und sonst beliebig). 

Es sei nun a eine beliebige Zahl. Ich setze a-f- A'nr^a-f-
+ iA2<j(AvA2 reell). 

Ich wáhle die ganze Zahl px 1 so, daB zuerst 
Vx 

2ax >A2\ 
n—l 

danu wáhle ich qx (ganz und positiv) so, daB zuerst 
Pi Qi 2 a +2<tl <Aň 

7í-l n n-l " 
dann die ganze Zahl p2 > px so, daB zuerst 

Ps Qx 
Za+2ak>A2-, 

n=l " «=1 "i 
dann die ganze Zahl g2 > q1 so, daB zuerst 

Vx <i, 
2ax +2a, <A2 USW. »=1 » n=1 » 

Die Reihe15) 

f>i + + + K + c i + c 2 + + c?l - f bPl+1 - f + bp, + c í l+1 + 
besitzt als ihre (p„ -f- qn)—te Partialsumme eine Zahl 

r'„a + ÍA& + f„ = — A' - f rn"a f -+- iA2) a + A' + f„ = 
= — A' + rn"tj + a + en 

(r», rn" reell, |ť„|< — a j ->0). 9n 
15) WegenVeroinf ac 1 íung der Indizes schreibé ich 6n, bzw. cn statt bzw. 
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Die Zahlen A' — rn"a sind aber alle in M (dvd2, ) enthalten; 
also ist nach Hfs. 4. aueh die (beliebig gewáhlte) Zahl a in 
M (ava2, ) enthalten w. z. b. w. 

In der Folge werden wir uns oft einer analogen SchluB-
weise bedienen; ich darf mich dabei wohl in den folgenden Fállen 
schon ktirzer halten. 

§ 9. Der Fall Ha. 

In diesem Falle gibt es eine Zahl ^ + so daB ffll (a1? a2, ) 
genau die Menge aller Zahlen JCQ (k ganz und sonst beliebig) ist. 
Wir setzen an — KnQ-\-cxn, wo die ganze Zahl Kn so gewáhlt ist, 
daB | a„ — Kng | móglichst klein ausfállt16); dann ist offenbar 
rr„->0. Es sei endlieh q = | q | eřh. 

00 
Behauptiim/. a) ivenn (SI) : 2 a„, so ist 

i>-1 
M K , a2. ) (5) 

die Menge aller Zahlen A1CQ (A eine beMimmte Zahl, k dnreh-
lauft alle ganzen Zahlen). 

P) Wenn ($): 2' | ,<„ aber («): | 3 Ue-^), 
nl 

so ist (5) die Menge aller Zahlen A (A eine bestimmte Zahl, 
r durcMáuft alle reellen Zahlen). 

y) Wenn(^):2\Z(ane-i(r% aber (*) : 2 3 U * - ^ ' ) 
« —1 n = l 

fiir ein gewisses reelles q?{), so ist (5) die Menge aller Zahlen 
Akgrei(f* (A eine bestimmte Zahl, k durcMáuft alle ganzen, 
r alle reellen Zahlen). 

d) Wenn (fy :S\9t (rtn^M 
71 = 1 

fur jedeš reelle <pf so ist (5) die Menge aller komplexe?i Zahlen. 

Beweis. «) ist trivial. 
Im Falle .;) und y) ist es klar, daB alle Zahlen von (5) von 

der angegebenen Form sein miissen; es ist zu zeigen. daB um-
gekehrt jede solche Zahl in (5) enthalten ist. 

Fall fi. Es ist mindestens eine von den beiden Reihen 

1<J) Wenn es zu einem n zwei solche ganze Zahlen gibt, wáhle ich be-
liebig eine von ihnen. Diese Zweideutigkeit kann nur fiir endlieh viele Werte 
von n eintreten und hat auf die folgenden Betrachtungen keinen EinfluB. 
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2 pos 91 (řf„e—i9p,)> 1 neg 91 («««-"•') 
n = l n = l 

(livergent; ohne Besehránkung der Allgemeinheit sei es die erste 
(sonst nehrne ich — q statt Es sei bl9 b2, eine Teilfolge von 

®n a2> 
die so gewáhlt ist, daB 

11 = 1 

(Wenn b„ = a , so wollen wir g n — schreiben). Wir kónnen xn xn 
nach Hfs. 5. die Folge bv b2, so wáhlen, daB die 

in Oj, O29 

nieht auftretenden — und mit dv d2, bezeichneten — Glieder 
von (6) folgende Eigenschaften besitzen: 

1. rn (dv d2l ) =m(ava2, ) 

2. dv d2, erfullt die Bedingung B. 
Dann enthált M (dv d2, ) mindestens eine Zahl A' und 

daher alle Zahlen A' -f- kg (k ganz und sonst beliebig). Es sei 
nun r eine beliebige reelle Zahl; wir wáhlen die Zahlen kl9 k2, 
so, daB kn die kleinste ganze positive Zahl ist, fiir welehe 

j=i 
es ist also . kn<*> und wegen 0 ist 

*n 
; = 1 

Also ist 
tn 
2 b; = (»| f | + r + fn) + tV* 3 (fiMer<fi) + 9Jn], 
j-v 1 7 = 1 

WO Sn o, tjn 0. Die Zahlen — n | q \ -f- A' sind aber alle in 
M (dl9 d2, ) enthalten, also ist auch die Zahl 

A' - f ié^ s 3 (fin<r**x) + = A + r'Q 

\ A = A ' + 3 ( i f t ^ . ) , r' = ^ j j 

in M(al9a29 ) enthalten (nach Hfs. 4). Es ist aber A eine be-
stimmte Zahl, r' eine beliebige reelle Zahl. w. z. b. w. 

Fall r . Es ist 
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weil (6) die Bedingung B erfullt, so ist 

($) : 2 pos 3 («ne -<**); (D) : 2 neg 3 fe,^) 
W — 1 M = 1 

Es ist aber 
3 - 9t («„«-*•) sin ( y 0 — + 3 (rrwe-^) c o s 

Wegen 

sin (<p0 — =J= 0, («) : 2 3 (rrwe 
n — \ 

ist also 
($) : J pos 9t(ro,e-í<P«); (©): jnegSt («„e" . 

n = l m ~ 1 
Ich wáhle nun aus (6) zwei Teilfolgen bl9b2, ; c1? c2, so, dali 

(ich schreibe = bzw. y n —ui , wenn b„z=za bzw. cn = a} ). 

Nach dem Hfs. 5. kann ich bv fe2, ; cl9 r2, sogar so wáhlen. 
dali kein an in mehr als einer dieser Teilfolgen auftritt und dali 
M (rfj, d2, ) alle Zahlen A'-{-kg enthált. wo A' eine bestimmte 
Zahl ist und k alle ganzen Zahlen durchláuft (dl9 d2, bedeutet 
die Folge derjenigen Glieder von (6), die weder in bl9 b2 , noeh 
in cl9 c2, auftreten). Es sei k0 eine beliebige ganze, r eine be-
liebige reelleZahl; ich wáhle nun die positiven Zahlen pl9 ql9 p2, g2. 
folgendermaBen: px sei die kleinste naturliche Zahl, fur welche 

n=1 

qx sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

2 91 (P„e~W) + 2 91 (yne-W*) < r: n — I n «1 
p2 sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

2 91 (fae-^) + 2 91 (yne-^•) > r; n=1 n—l 
q2 sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

P2 91 + 2 91 (yne-^) < r; usw. 
M = 1 W ~1 

Es ist pH < pn+1, qn < qn+\ und wenn kv k2. gewisse ganze 
Zahlen sind, so ist offenbar 

V Q 

Zbj + i e, = k„o + re'f- + ,„ + i3 [(/*„ + r„) e~ťH ťn 0. 
>=1 j=l W=l 
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Die Zahlen A'— (lcn — k0) Q gehóren aber alle zu M (dx> d2, ); 
also gehórt die Zahl 

A + KQ + re*?-

(A = A'+ ie*• % 3 [(/?„ + y„) e-ť<Po]) 
n=1 

nach Hilfssatz 4. zu (5); w. z. b. w. 
Der Fall <) ist ziemlich kompliziert. Wir unterscheiden zu-

náchst zwei Falle: 
ď) Einer der beiden Halbstrahlen [<pj, [<px -f- n\ ist Dhs. 

von ía + « 2 + 
<J") Es ist dies nieht der Fall. 
In beiden Fállen diirfen und wollen wir qx = 0 (also q < 0) 

00 
voraussetzen. Die Reihe 2|3(<í*)| ist divergent, also sind, wegen 

n — L 
^ oo ^ oo 
^ = 3",,, die beiden Reihen 21>os3««, 2 neg3ro, divergent. Also 

n=i 
muíi es nach Hfs. 1. einen Dhs. [q^] von -f- "f" 
0 -<. q)X ^ 7i und einen Dhs. [q)2] mit — 7r ^ 0 geben. Im 
Falle á" gibt es also einen Dhs. [ ^ J mit 0 < q)x < 7t und einen 
[r̂ 2] niit — TI < <p2 < 

Fall <}'. Es sei [0] ein Dhs. von «i + a 2 + (sonst be-
trachte ich —a x — a2— statt + + )• Nach dem eben 
gesagten kann man aus (G) drei Teilfolgen hv b2y ; cv c2, ; 
dv d2, so wáhlen, daB17) 

K = &q + Pn\Pn - * 0; m) : 2 M (/?,,); (*) : 1 3 (/?„); n=l n=.l 
c„ % + yn: yv 0; : 1 3 (;-„); 

n=l 

dn — + dny ón 0; : 2 3 (— (Jn). 
n = l 

Nach Hfs. 5. kann ich die Wahl noch so éinrichten, daB 
jedeš a;i in hochstens einer von diesen 3 Teilfolgen auf tritt, und 
daB18) M (fv /2, ) alle Zahlen A' + StQ {A' eine bestimmte Zahl, 
Si durchláuft alle ganzen Zahlen) enthált. Es sei a =z Aí -f- A2i 
(Av A 2 reell) eine beliebige Zahl. Ich wáhle nun die Zahlen 

17) Ich bezeichne von nun an mit. $ ganze, mit V reelle Zahlen, ohne ihre 
verschiedene Werte durch Indizes zu unterscheiden. 

18) fv fz seien diejenigen Glieder von (6), die in keiner von den Teil-
folgen bif b2, ; c19 c2, ; dlt d2i auftreten. 
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Iv h> folgendermaBen: kx sei die kleinste naturliche 
Zahl, fiir welche 

k\ 
2 Vn A 2', 

u-1 
sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

h 
2<3yn + 23dn<A2, 

«--l W ~ 1 
k2 > kA sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

kt lt 
2 3 yn - F 2 3 dn > A2 USW. 

n=l n —1 
Es sei nun px die kleinste naturliche Zahl, die gróBer ist als 

— (2*rn + 2*ón — ^1); 
£ n = l n = l 

sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 
í i Í I 

2ÍR/?n > Píp 2 v t y n — + n=l n—1 n=l 
Im allgemeinen, wenn ph q, fiir j ^ m — 1 gewáhlt sind, so sei 

die kleinste naturliche Zahl, die gróBer ist als 
I km lm qm— 1 

— + 2 91 ón + 2 91 AJ; 
Q n=1 n-1 n=\ 

qm sei dann die kleinste naturliche Zahl > qm-v fiir welche 
qm km lm *m-1 

PmQ — 2ftyn — 2$ldn — 2$tpn — 
n=qm i + l n—1 n = l n = 1 

weil die rechte Seite dieser Ungleichung positiv ist, so ist offen-
bar (wegen 0) 

Hm m "m 
Stfin + Sty + Zitn — P*!-**!' n= 1 n = 1 « = 1 

also ist 

2 bn - F 2 Cn + 2 dn = ftg + A x + 2 - F i 2 3 (ln + f n, 6n O. 
n = l n = l n = l n = l 

Weil aber M (fvf2, ) alle Zahlen + enthált, so enthált (5) 
oo ^ 

nach Hfs. 4 die Zahl a-\-A'-\-i2Jf in- d. h. jede komplexe 
n—l 

Zahl (weil a beliebig war); w. z. b. w. 
Fall <J". Hier mussen wir noeh zwei Unterfálle unterseheiden: 

3 
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1. Es gibt einen Dhs. [<p0] von + a2 -f > so daB auch 
['/'<>+"] Dhs. von n i + a * + k*-19) 

2. Es ist dies nieht der Fall. 

(jjileťfall I. Es ist ($) : 2| 3 (<x„e Ohne Beschránkung 

der Allgemeinheit sei (5) : 2 po« 3 ~i(p°); sonst vertausche ich 
n -1 

einfach [f/;0] mit 17 0 —p r̂l- leh wáhle aus (<>) drei Teilfolgen bv 

62, ; Cj, e2, ; rij, r/2, ohne gemeinsame Glieder, so daB 

= + : 2»(/**« (*) : 2 3 (flne 

c„ + ^ 0; ($*) • 2 « ( — y ^ ) ; ( « ) : ! 3 . n=1 n = l 
4 = «(> + A,; ó„ 0; ($$) : 1 3 (d„e-ť!P°). 

Nach Hfs. 5 kann ich diese Teilfolgen noch so wáhlen, daB die 
in ihnen nieht auftretenden an eine Folge fv f2, bilden mit 
folgender Eigenschaft: es gibt eine Zahl A'f so daB M (fv /2, ) 
alle Zahlen ganz und sonst beliebig) enthált. 

TT 
Es sei q = r2el((?0']'~2) (rvr2 reell); weil q0 nieht mit 

0 modulo /r kongruent ist, so ist r2={^0. Es sei 

a = A±e^+A/ 

eine beliebige Zahl (Alf A2 reell). 
Es sei kn die kleinste natiirliche Zahl, fiir welehe 

k 

h (V~ť<ř°) > n | r21 + A2 ( »«1 , 2, ); 
? = 1 

es ist 1 kx k2 , kn oo . 
Nun wáhle ich die Zahlen pv qv p2, q2i so, daB pt die 

kleinste naturliche Zahl ist, fiir welehe 

2 « (fije > 1. rx. sgn r2 - 2 9í (d,er*r<) +AX\ 
1 ;=1 

qx sei dann die kleinste naturliche Zahl, fiir welehe 

2 91 o) + v (/?,E-*P.) < i . r x . sgn r 2 — 2 ft (dfi + Av 
j=i ;=1 ;'=1 

19) Tn dem Rest dievos § wird niob anssohlieBlioh inn Dhs. von r, 4- r 2 + 
J i a i u l r l n . 
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Im allgemeinen, pn sei die kleinste naturliche Zahl, die gróBer 
als Pn -i ist und fiir welche 

K . <*n-1 *n 
2 » (fifer + 2 » (yfi"i<p") >n.rx. sgn r2 — v » {Sfi + A, 

7=1 7=1 ; = 1 

und sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 
p q fc 

2 91 + 2W {yfi-<n.rx. sgn.r2 — 2»((í,e--f 1; 
7 = 1 7 = 1 7 = 1 

es ist offenbar gn > Es ist weiter offenbar 
Pn qn kn 
2 bj + 2Cj + 2 dj = fy + (nr, sgn r2 - f ^x) + 

7=1 7 = 1 7 = 1 

+ i i%+T\nr2 sgn r2 + A2 + v 3 [(/i + ) e + f „ = 
7 = 1 

= (8 + n . sgn r2) Q - f a + A + f,„ 
wo 

A =eH<t'+T> 13 [(,*, + y,) e- *•]. ÍH 0. 
7-1 

Aber M(fvf2, ) enthált alle Zahlen daher gehórt die 
Zahl a-\-A-\-A', d. h. jede beliebige Zahl, nach Hfs 4 zu (5), 
w. z. b. w. 

Unterfall 2. Hier gibt es zwei Dhs. [<p'], mit 

71 < <//' < 0 < <7/ < jt, q)" 

Man kann also schreiben q = -\-r2é^" (rv r2 reell, r2={= 0). 
Es ist y > 0, also, wie leicht zu sehen, rx r2 > 0. Man wáhle 
aus (6) zwei Teilfolgen bv 62, : cv c2. ohne gemeinsame Glieder, 
so daB 

^ = + : v 9Í " ; (*) : v 3 (/jyC 
. j-l j -1 

r„ = % + yn-yn --> 0; m) : 1 « (j',e ; («) : v 3 (;•/•< •?"). 
y - L 7 - 1 

Nach Hfs. 5 kann man die Wahl noeh so einriehten, daB 
die in keiner dieser beiden Teilfolgen enthaltenen — mit fv /2, 
bezeichneten — Glieder von (6) folgende Eigenschaft habcn: Es 
gibt eine Zahl A', so daB M (fv /2, ) alle Zahlen A' ffg (fi ganz 
und sonst beliebig) enthált. Es sei a = A - ^ v ' A 2 é V " eine be-
liebige Zahl (Av A2 reell). Ich wáhle kv k2, ; lv Z2, folge?)-
dermaBen: kn sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

3* 
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ln sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welehe 

7 = 1 

Es ist offenbar kx k2 ; kH oo ; r^ Z2 ^ ; Zn -> oo und 

6; + J 91 c7 = ftg + ri. sgn z* ( r ^ ' + r2e*P") + 
7=1 

+ A^f ' + A ^ f " + e (<ř'+ "r> Ž 3 + 
7 = 1 

= % + + 

Un 0, ^ = 

« e i ( T ' 4 » i 3 ( í 3e-*f) - f e'<(p + "T* 1 3 (y?e-*P"). 7=1 7=1 

Daraus folgt aber nach Hilfssatz 4: weil M(fvf2> ) alle Zahlen 
+ enthált, so enthált (5) die Zahl a-\-A-\-A', d. h. jede 

komplexe Zahl, w. z. b. w. 

§ 10. I)cr Fall lila. 

Zunáchst drei Bemerkungen. 
a) Es seien zwei komplexe Zahlen, oio2 4= ~ nieht 

Q2 
reell. A sei éine Zahl, q} sei eine reelle Zahl. Es sei ^ die Menge 
aller Zahlen 

A + Kw + K^ + re*, 
wo Kl9 K2 alle ganzen Zahlen, /• alle reellen Zahlen durchláuft. 
Wenn die ,,Gerade" réV durch einen von Nullpunkt verschiedenen 
Punkt - f $()2 hindurchgeht, d. h. wenn die Gleichung selV = 
= r'^ + r"q2 durch ein reelles s und ganzzahlige r', r" mit 
| r' | + | r" | > 0 lósbar ist, so ist ^ offenbar ein System von áqui-
distanten parallelen Geraden. Wenn dies aber nieht der Fall 
ist, d. h. wenn in der Darstellung = r ^ - J - r ^ (rv r2 reell) 

v 
r ^ und — irrational ist, so ist n iiberall dicht. Denn in 

r 2 
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diesem Fall liegen nach einem Satze von Kronecker20) die Punkte 
mit den rechtwinkligen Koordinaten 

Kx + nrv K2 + nr2 (Klf K2,n = 0, ± 1, ± 2 ) 

iiberall dicht, also aueh die Punkte 

A+ (KX + nrx) Ql 4 (K2 4 nr2) Q2 = A + KlQl 4 K2Q2 + nd*9 

also ist umsomehr p iiberall dicht. 
b) Es seien rv r2, sv s2 reelle Zahlen ,rxs2— r^rfrO. Man 

kann bekanntlich eine Folge von Paaren ganzer Zahlen 
Pn', qn' (»=1,2, ) 

so finden, daB 
r2Pn 4 Mn 0, 

max (IPn |,|g»'|) 00 . 

Es ist dann offenbar | rxpn' 4 " *i?n' | 00 ; wenn wir noeh die 
Vorzeichen von pnqn' geeignet wáhlen und eventuell nur eine 
Teilfolge aus (Pi',qi), ('/>2 >Í2')> herausgreifen, kónnen wir er-
reichen, daB die Zahlen rxpn' 4 mit wachsendem n monoton 
in 4 » wachsen. 

c) Es seien rv r2, sv s2 wieder reelle Zahlen mit rxs2—r251=|= 0. 
Ich behaupte: man kann drei p o s i t i v e Zahlen E, F , O 
und eine Folge von Paaren ganzer Zahlen pny qn(n= 1,2, ) so 
finden, daB 

max (\pn\, \qn\) 00 , E < r2pn + s2qn < F, 
riPn 4 siVn > O max (|pw|, \qn\). 

Beweis. Es sei pn\ q'» eine Folge von Paaren ganzer Zahlen 
mit max (| pfí' |, | ?,/|) 00 , | r2pň + s2qn'\ < 1, rxpn' 4- sxqn' + 00 . 
Es sei z. B. |r2|í<|$2| (sonst vertausche ich rl9 r2 mit s2); 
dann ist r2=%z0 und wir setzen21) 

Pn = Vn 4 ([jTTj] + l ) S 8 n ^ ?m = ?*'; 

dann ist 

r2Pn 4 Mn = r2pn' 4 é2qn' + | r21 4 - 1 J ; 

also 

20) Náhenmgsweise ganzzahlige Auflósung linearer Gleichungen (Werke, 
Bd. III, Halbband 1, S. 47—100). 
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woraus folgt 

\Vn |< 

fiir n > n0. Es ist 
I rlPn + Mn Í = 

(r2Pn + s2qn) , Vi-Vi „ i 9* 
1 

> 4 
r2s1 r^2 max (\pn\, \qH\) 

r2 r2 
fiir n> nv Es ist weiter offenbar 

rlVn + Mn > 0 
fiir n > TI2. Wenn wir also die pm í» erst von dem Index 

nz = max nv n2) - f l 
nehmen und entsprechend umnumerieren, bekommen wir alles 
verlangte. 

Nun zum Fall IÍIa! In diesem Fall gibt es zwei Zahlen 
gi> s o daB (**) genau die Menge aller Zahlen k,Ql + k"^2 (k\ k" 
ganz und sonst beliebig) ist. Wir schreiben 

= hiQl + ^n'fQ2 + Un, 
wo die ganzen Zahlen kn'\ kn" so gewáhlt sind, daB 

| Q>n — knQl | 
móglichst klein ausfállt.22) Es ist 

oo 
Behauptung. « ) Wenn (9) :Ian, so gibt es eine Zahl A, so 

n=i 
dap (5) genau die Menge aller Zahlen A + k,Q1 k'\)2 ist (k', k" 
ganz und sonst beliebig). 

P) Wenn ($) aber : fiir ein gewisses 
n ~ I n-= J 

reelles so sind zwei Falle moglieh: 
fi) Wenn die Oleichung se*?* = ťqx + r"q 2 durch ein reelles s 

und ganze r', r" mit | | —|— | r"\ >0 lósbar ist, so ist (5) die 
Menge aller Zahlen A -f- k'q1 -f- k + re1'?0 (A eine bestimmte 
Zahl, k', k" durchlaufen alle ganzen, r alle reellen Zahlen). 

21) ln diesem Beweise soli, wenn x reell, [a?] die gróflte ganze Zahl bc-
deuten, die x ist. 

22) Eine Unbestimmtheit in der Wahl dieser Zahlen kann hochstens fiir 
endlich viele n auftreten und ist fůr das Folgende ohne EinfluB. 
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ji") Wenn dies aber nieht der Fall ist, so ist (5) die Menge 
aller Zahlen. 

y) Wenn (Ti) : 2\W )\ fur jedeš reelle 7>, so ist (5) 
n = l 

die Menge aller Zahlen. 
Beweis: (() ist trivia!. 
Im Falle (}) ist es klar, dali alle Zahlen aus (5) entweder 

von der Form 
A + Wq\ + k"g2 - f reW* (1H) 

sind oder sieh als Grenzwerte einer Folge von Zahlen der Form 
(18) darstellen lassen; es geníigt noeh zu zeigen, daB jede Zahl 
der Form (18) in (5) enthalten ist, denn daraus folgt im Fall fi") — 
nach der Bemerkung a) — daB (5) iiberall dicht ist, also, weil 
abgesehlossen, alle Zahlen enthált. 

Es ist ($) : S\9t («»€-<?.) |; ohne Beschránkung der Allge-
n = 1 

00 meinheit sei (D) : 2 pos St (rťne~iíp0). Ich wáhle aus (6) eine Teil-
n=i 

folge bv b2, mit 
bn = + + fa "> 0; m) : 2 91 (fae <¥•); 

n=1 

dazu will ich die Wahl noeh so einrichten, daB die Menge 
M (cu c2, ) — wo Ci, c2, die in bu &2, nieht enthaltenen 
Glieder von (6) sind — alle Zahlen A' -f- k'Ql + k"Q2 (A' fest, 
k', k" ganz und sonst beliebig) enthált (nach Hfs. 5). Es sei 
(ri, rty al9 8%, reell) 

oi = r^Vo+rtieW*, Q2=s^+s2i^\ 
also 7*1̂ 2 -— r2Si 4= leh wáhle eine Folge von Paaren ganzer 
Zahlen pn'9 qn' (n= 1,2, ), so daB 

UPn + Mn 0, max (| pn' j, | qn' |) -> <*>, 
und noeh so, daB rxpn' + sxqn' wachsend gegen + 00 strebt (Be-
merkung b). Es seien KK" zwei ganze Zahlen und r eine reelle 
Zahl, es sei tn (^=1, 2, ) die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

2 9l((i}e^)>rlpn'+s1qn'+r. 
j=i 

Es ist tl-<t2<2 > tn-̂ ><x> und 
tn 
Sbj=XQi + *Q*+4*< (rlp„'+slq„' + r+f„) + 
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+ ei<<P» + T> (1 3 {(ifi- <?.) +fn') = 
7 = 1 

[ fn -> 0, €n' 0, -> 0, ? 3 <¥.)!. 

Weil aber J/(c„ca, ) alle Punkte enthált, so ent-
hált (5) nach Hfs. 4. die Zahl A+K'Ql+K"Q2+rei(?° (A=A'+A"), 
w. z. b. w. 

Fall y. Es sei [^J ein Dhs. der Reihe ea + r<2 + ; ohne 
Beschránkung der Allgemeinheit sei <pi=0 (sonst drehe ich um—<pi). 

00 co 
Mindestens eine der beiden Reihen JSpos^ (aw), 2 neg 3 (co,) ist 

n-1 n = l 

divergent; ohne Beschránkung sei es die erste (sonst betrachte 
ich die Folge der mit au a2, konjugiert komplexen Zahlen). 
Ich greife aus (6) zwei Teilfolgen bu ; cu c2, so heraus, daB 

n = l n = l 

j>„ 0; ($$) : I s (j/„). 
n = l 

Ich wáhle diese Teilfolgen nach Hfs. 5. noch so, daB die Folge 
der in ihnen nieht enthaltenen Glieder von (6) — diese Folge 
werde mit du d2, bezeichnet — folgende Eigenschaft besitzt: 
es gibt eine Zahl A\ so daB M (dl9d2i ) alle Zahlen A'+K'QÍ+ 
+K"Q2 (K', K" ganz und sonst beliebig) enthált. Es sei (ru r2, 
su s2 reell) 

also rx s2 —st r2 4= 0. Ich wáhle nach der Bemerkung c) drei po-
sitive Zahlen E, F, G und eine Folge von Paaren ganzer Zahlen 
Vn, qn ( n = 1,2, ) so, daB 

max (| pn |, | qn |) oo , E < r2pn+s2qn < F, 
riPn+Wn > o max (\pn\, \qH\). 

Es sei nun a = Ax + A2i (Av A2 reell) eine beliebige Zahl. 
Ich wáhle 

vier Folgen von nattirlichen Zahlen tm, (jm, vm 

(m= 1,2, ) folgendermaBen: 
tm sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welehe Tm 

2 3 (7j) >mF+A2. 
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tm sei die kleinste naturliche Zahl, fiir welche erstens 
tm > m und zweitens 

i rm 
Gmax (| V t n | qtm |) > 1 + — (21»(y,)| - AJ. m ; = 1 

Es sei weiter am die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 
om 
23 (Yi) > m (r2ptm+s2qtJ+A2. 

y-i 
Endlieh sei vm die kleinste naturliche Zahl, fiir welche 

vm Om 
291 (fc) > m (rtf^+stf J — SU (rí)+Av 

7 = 1 7=1 

Es ist offenbar %m <*>, tm oo , n ^ r2 ^ Wegen 

E< r2pn+s2qn < F (n= 1, 2, ) 
ist Om 00 , (Tm ^ T/n-
Es ist 

om Tm 
™ (riPim+SiqJ — Z® > mGmax (| ptJ, |ftj) —2|*(y,)| + 

7=1 7=1 
+At> m\ 

also ist aueh vm <*>. Es ist offenbar 

2 ir2ptm+is2qtm) + 
7 = 1 7=1 

7=1 7=1 

wo em Wegen (jw 00 , -> 00 kann man aus der Folge 
der naturlichen Zahlen 1, 2, 3, eine Teilfolge kv k2, heraus-
greifen mit 

akt < akt < okt < ; vkl < vk% <vkz < 
Die Reihe 

bt+b2 + +V + C1 + C2+ + ^ + l + +Cť'ifc1+1 "I" 

hat dann als ihre (0*w+<r*n) — te Partialsumme einen Ausdruck 

wo € n ' -+0 . Alle Zahlen Ai+9Ql+iií% 
7=1 

sind aber in M (dv d2 ) enthalten, also ist nach Hfs. 4. die 
CO * 

Zahl i 2 3 (P j )+ a (5). enthalten, womit wegen der Will-
7 = 1 

kiirlichkeit von a der Fall y erledigt ist. 
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§ 11. Der Fall lllb. 

Hier gibt es zwei Zahlen Qv so daB (8) genau die Menge 
aller Zahlen íípx+lí^ ist, w o í alle ganzen, Hí alle reellen Zahlen 
durchláuft. Wir schreiben an = rn'g1 + rnnQ2 (rn\ rn" reell) und 
wáhlen die ganze Zahl Kn so, daB 

Kn rn' < Kn-\- —; 

dann ist 
an=Knoi+rn"Q2+((nQi (ccn reell); 

es ist offenbar a n -> O.23) 
Bcliauptuny: 

'G 

(X) Wenn (%) : 2 an, ist (5) die Menge aller Zahlen 
i=i 

A +ko1-\-r^)2f wo A fest ist, k alle ganzen, r alle reellen Zahlen 
durchláuft. 

00 
{}) Wenn (Q): 2 \ aH\, so ist (5) die Menge aller Zahlen. 

7 = 1 

Beweis: a) ist trivial. 
Im Fall fi) sei ohne Beschránkung der Allgemeinheit 

X> 
(v) :2pos an (sonst schreibe ich —qx statt qx). Ich wáhle aus (6) 

7 = 1 
eine Teilfolge bv fc2, so, daB 

bn^Ql + ^+PnQ!' /?n <>; 
n = l 

Ich wáhle diese Teilfolge nach Hfs. 5. noch so, daB die in ihr 
nieht enthaltenen, mit cv c2, bezeichneten Glieder von (6) 
folgende Eigenschaft besitzen: Es gibt eine Zahl A', so daB 
M (cv c2, ) alle Zahlen A ' g a n z und sonst beliebig, 
r reell und sonst beliebig) enthált. Es sei (i=rlQ1+r2g2 (rx, r2 reell) 
eine beliebige Zahl; es sei pfl die kleinste naturliche Zahl, fiir 
welehe 

SfiJ>n+r1 (n= l, 2, ) 
7 = 1 

23) Statt on kóiinten wir auch an' foJgendermafien einfiihren: wir setzen 
®»=-KnVi + *n(>2+«'n» w o die ganze Zahl Kn' und die reelle Zahl sn so gewáhlt 
sind, dafi | an — KnQi—snQz | móglichst klein ausfállt: in der Behauptung kónnen 
w r dann an durch an' ersetzen: denn, wenn q} ~ | 0/1 i (/ =1, 2), so ist 
I an (inpi 8»n O/2 — man aus einer zugehórigen Figur sofort ablesen 
kann. 
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Es ist dann > Vn 00 und 

+ + Q i + £ n 

Aber M (cv c2, ) enthált alle Zahlen ? a l s o gehórt 
nach Hfs. 4. die Zahl A'+a zu (5), w. z. b. w. 

§ 12. Der Fall lile. 

Hier ist (ô , a2, ) die Menge aller Zahlen; weil (5) mindestens 
eine Zahl A' enthált, so enthált (5) nach Satz 3, § 2 alle Zahlen; 
daraus ergibt sieh die 

Beliauptung: hier ist (5) die Menge aller Zahlen. 

§ 13. Zusaiiimenfassung der Kesultale. 

Ich will endlieh die Resultate, die wir in §§5—12 uber 
M (axa2, ) (5) 

gefunden haben, kurz zusammenfassen. Dabei will ich folgende 
Ausdrucksweise benutzen: der Ausdruck 

„die Menge 
soli bedeuten: die Menge aller Zahlen A + k ^ + k ^ + r e ^ * , wo 
A, QI, Q2> (po sind, kv k2 alle ganzen Zahlen, r alle reellen 
Zahlen durchláuft. Eine áhnliche Ausdrucksweise beniitze ich in 
analogen Fállen. 

Es sei also eine beschránkte Folge 
a i, a2, ((>) 

vorgelegt; wenn es ein reelles gibt, so daB POS (ttMe koil-
f^l 00 

vergiert, 2 neg 9t (ane~ divergiert, so ist (5) leer; sonst ist (5) 

nieht leer (dies ist Satz 4. in einer leichten Umformung). Wir 
wollen von nun an voraussetzen, daB (5) nieht leer ist. 

Wir betrachten nun die Mengen 

m K , a2, ), (9) 
K («i, <*2, ). (8) 

Folgende Fálle sind móglich: 
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I. (9) und also auch (8) enthált die einzige Zahl Null. 
Ha. Der Fall I tritt nieht ein, es gibt aber eine Zahl Q\ 

so daB alle Zahlen von (9) die Form haben; dann ist (8) 
die Menge (Q geeignet gewáhlt). 

Ilb. Weder I noch Ha tritt ein, es gibt aber eine Zahl a, 
so daB alle Zahlen von (9) die Form haben; dann ist (8) die 
Menge Híg. 

l i la . Keiner der bisher betrachteten Fálle tritt ein, es gibt 
aber zwei Zahlen ov a2, s o daB Zahlen von (9) die Form 
&7i+$<r2 haben; dann ist (8) die Menge (qv g2 geeignet 
gewáhlt). 

l l lb. Keiner der bisher betrachteten Fálle tritt ein, es gibt 
aber zwei Zahlen av <r2, so daB alle Zahlen von (9) die Form 
•ft(7i+S(72 haben; dann ist (8) die Menge rft^+íí^ (gv q2 geeignet 
gewáhlt). 

IIIc. Keiner der bisher betrachteten Fálle tritt ein. 
Ich wáhle nun in jedem von diesen 6 Fállen zu jedem an 

ein an aus (8) so, daB | an—an| móglichst klein ausfállt; und 
00 

setze an=an+a,i-^) Wenn nun so gilt folgendes: 
n=l 

Im Falle I besteht (5) aus einem einzigen Punkt. 
Im Falle Ha ist (5) die Menge 
Im Falle Ilb ist (5) die Menge A+%o. 
Im Falle l i l a ist (5) die Menge 
Im Falle l l lb ist (5) die Menge A+^+KQZ. 
Im Fallé IIIc ist (5) die Menge aller Zahlen. 

oo 
Von nun an wollen wir also (D) : 21 an | voraussetzen. Es 

n= l 
liege erstens der Fall I la vor; es sei ^ = | | eW*. Wenn 

( * ) : i:s(ane n~l 
so ist (5) die Menge wenn ($) :2\3(ane~ i9l)\> aber 

M = 1 
(8) : 2 Z (arfi"**9) fiir ein reelles q)0, so ist (5) die Menge A +í^+5íe*fV 

n=1 
Es liege zweitens der Fall l i l a vor. Wenn 

n—l 
24) Im Fall I iat also a n =a n ; im Fall lib wurde im § 8 geschrieben 

iano statt an; wegen Fall lllb vgl. die Fuflnote 23; im Fall IIIc ist a n =0. 



tíber die Umordnung unendlicher Reihen. 45 

fur ein reelles <p0, fiir welches die Gleichung = rfQX+rf,Q2 

durch ein reelles s und ganze r\ r" mit |r'| + |r"|>0 befriedigt 
werden kann, so ist (5) die Menge 

In allen iibrigen denkbaren Fállen ist (5) die Menge aller 
komplexen Zahlen. 

R é s u m é . 

Sur le eliangement de 1'ordre des termes dans les séries infinies. 
P a r VOJTĚCH JARNÍK. 

Soit 
« i + a 2 + (1) 

une série infinie; nous appelons „ensemble limite de la série (1)" 
1'ensemble de toutes les valeurs limites de la suitě 

(«»=Ol+«2+ +aw)-
Nous désignons par M (av a2, ) la somme des ensembles limites 
de toutes les séries, provenantes de (1) par un changement 
quelconque de Tordre des termes. Cest un fait aisément á de-
montrer qu'il existe une série 6 !+6 2 + > provenante de (1) par 
un changement de 1'ordre de ses termes et dont Tensemble limite 
est précisement égal á M (ava2, ); ce qui donne á M (ava2, ) 
une interprétation bien intuitive. L'ensemble M (aly a2, ) jouit 
de quelques propriétés bien simples, dont la discussion complěte 
(dans le cas. oii la suitě av a2, est bornée) fait Tobjet principál 
du mémoire présent. 
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