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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XLV, CISLO 19.

O simultannich diofantickych aproximacich.
(Prdce vénovand Akademii za ptijeti.)

Napsal
Vojtéch Jarnik.

(PfedloZeno dne 18. ¥fijna 19335.)

§ 1. Formulace problému; vysledky.

Budiz 6 redlné Cislo (vSechna &isla v této prdci jsou redlnd). Potom
nerovnosti 1
q > 0, | q 0 — f) ] < 7

maji, jak zndmo, nekone¢né mnoho feSeni v celistvych &islech p, ¢g. Tuto
vétu lze zobecniti dvéma riznymi zpusoby; plati totiz tyto znamé véty:

Budte 6, 6,, ..., 6 (s> 1) jakdkoliv &isla (nemusi byti navzdjem
razna). Potom nerovnosti

1 .
g>0, |[¢gb—pi<—0GE=12 ...,5) (1)
q S
maji nekoneln& mnoho feSeni v celistvych &islech g, p,, 5, ..., ps a ne-
rovnosti 1
o Max x| >0, |5+ 20| <y Max [ % @
i=1, 2,
maji rovnéz nekoneéné mnoho feSeni v celistvych Cislech x5, x,, ..., %.
U nékterych systému 0,, 6,, ..., 0, plati daleko lepsi vysledky nez

ty, které jsou obsazeny ve vztazich (1), (2). Abychom tuto okolnost mohli
blize sledovati, zavedme tuto definici:

Definice. Budte: 0, 0,, ..., 0, (s > 1) redind Cisla. Znakem
B, (0, O, ..., 0s) oznalme horni hranici onéch Cisel a, pro néZ nerovnosti
S 1
Max | x 0, | %+ X x; 6, e
;-12a l 'l> l °+.‘=1x ’I<£V[23X|x|’+“
Rozpravy: Roé. XLV. Tt. II. Cfs. 19. 1
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maji nmekomelné mmoho fFeSemi v celych Cislech x4, x,, ..., %. Znakem
By (0,, 0y, ..., 6) oznalme horni hranici onéch Cisel a, pro né¥ nerovnosts

g>0, |o,— P < 1 (=1,2...5
! q ¢t —
maji nekoneCné mnoho FeSemi v celych Cislech q, Py, Dy, . .., Ps.

Podle (1), (2) jest vidy
0B, (0,0,...,6) <o, 0B, (0, 0,...,6) <e.
Tuto definici zavedl A. Chindin.})
Poznamenejme:
1. Existuji-li celd &isla %, x,, ..., %, jeZ nejsou vesmés rovna

s s
nule, a pro néz plati x, + X x; 0, =0, jest ovSem téz kx, + T kx;6,=0
i=1 i

i=1

pro kaidé & a tedy 8, (6,, 0,, ..., 0s) = oo.
2. Pro s =1 jest ovsem B, (0,) = 8, (0,).
Pro celé s > 1 a pro jakdkoliv ¢isla 0,, 0,, ..., 0; plati podle Chin-
¢ina?) vztahy?)
B O Oy 020 (0,0, 02— e B B
Z téchto nerovnosti{ plyne okamzité : (4)
Véta1, Budi’s celé, s > 1. Pro libovolnd Cisla 6,, 0,, . . ., O plati potom

s ‘32 (01, 02' IREE) es) 1
G180, 6, 0 70 0SB OO B <

Bl(ellezl""es)él T»

(6)
By (01, 05 ..., 0) <00 pro o0o>B,(0, 6, ..., 0)> s—l—l . (6)

1) A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen,
Palermo Rendiconti 60 (1926), str. 170—195, viz hlavné str. 189—190. Slovn{i znéni
definice je u Chinéina trochu jiné, ale jeho definice je s na3i definici ekvivalentni.
Definuje totiz 8, (8, 6,, ..., 0,) jako horni hranici onéch ¢isel a, pro néZ ne-
rovnosti

s_
ys+a

y = _le?>0, |x,+,21x.-0.~|< 3)
1= i=

maji pro kazdé € > 0 fedeni v celych &islech xy, #,, ..., #5. Poznamenejme: maji-li
nerovnosti (3) pro ka¥dé kladné ¢ feSeni v celistvych x,, x,, ..., x5, majf i feSeni
1

s libovoln& velkou hodnotou ¢&isla r. Za druhé: jest » > Max|x|>rs 2.
1=12 ...,

Z téchto dvou poznamek plyne ztejmé ekvivalence Chin&inovy definice s nasi
definici. Obdobn¢ je tomu u é&isla B, (0,, 0, ..., 6).
?) L. c.1), srovnej zvlasté str. 189—195.

3) V celém tomto pojednani klademe
a®+b a
® + a = 0o, cooﬁ_c proc+0.

Vztahy (4) platfi oviem i pro s =1 (a to se znamenim rovnosti), klademe-li

0.o+1 _ &*
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Dikaz. (6) je trividlnf. Budiz tedy
0=<8, (el! 0, ..., 0) <

potom podle (4) jest

By (0, 0, ..., 0) (1—(s—1)By (0,, 0, ..., 05)) <s2B, (6, O, ..., 6),
odkudz vzhledem k (7) plyne (5).

Z vysledka né&kterych mych pracf plyne snadno, Ze nerovnosti (5),
(6) jsou ostré; t. j. plati tato:

1
s—1° (7

Véta 2. Budif s > 1, s celé, 0 < B, < . Potom existuji Cisla
0, 0y, ..., O tak, Ze plati

32 (91: 02:-”» 0,):[32,

3, (8,, 0 0)—— P 4,0<p <L
PV T T (s — 1) By =" = s—1"
8, (6, 0, ..., 0) = w pro s_l_l—sﬂzsoo

Dikaz. 1. Budiz pfedevsim 0 <8, <s—_1_l—; polozme

Bl — _&__'
I—(s—1)B,
dokdzal jsem tuto vétu:4) je-li s > 1, s celé, 0 < B, < oo, existuji &éfsla
0,, 6,, ..., 0 takovd, zZe

Bi (01, 05 ..., 0) =Py, By (6, 0,,...,0)= (s—l)ﬁlﬂl-{—sz ;
pro nasi hodnotu 8, plyne tedy existence Cisel 6,, 0,, . .., 6s takovych, ze
s28
e ’ e LR | es = 2 ’
Bl(l 2 ) l—‘(s—l)pz
s% @,
By (0, 0., 00 B Be.

T =g+l —(—1)8)

¢imz véta 2. je v tomto pripadé dokdzdna.

2. Budiz za druhé s—ll =B, < .
Jest
w>14LFtB sELAE G+ DE=D+1 s 4
s s = s(s—1) s—1

Dokadzal jsem tuto vétu:3) je-li

=% <> existuji &fsla

0,, 0, ..., 6,_, tak, Ze nerovnosti

%) V. Jarnfk, Uber einen Satz von A. Khintchine, Prace matematyczno-fizyczne,
véta 1 (v tisku).

%) V. Jamik, Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approxi-
mationen, Prace matematyczno-fizyczne 39 (1932), str. 135—144; viz vétu 1, kde
mfsto s jest psati s — 1.

l‘
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b 1
q T
majf v celistvych &slech ¢, p,, b, ..., ps—1 nekonetn& mnoho FeSeni,
je-li @ < a, ale nejvyse koneény podet feSeni, je-li @ > a. Podle (8) miZeme
této véty pouiiti pro hodnotu

a=1++

g>0, G=1,2...,s—1) 9)

148
.

Tim dostdvame ¢&isla 6, 6,, ..., 6,_;, takova, Ze nerovnosti (9)
maji nekonedny (resp. nejvyse koneény) polet feSeni v celistvych ¢islech

1 1
q b Pa.o-y Ps—1, jeli a <1 +—— +Bz (resp a>1+4 -*;62).
Polozme jesté 6, = 0,; potom je zre]mé

B; (0, Oy ..., 0) =By B (0,0,...,0)=o0w,
¢imz je véta 2. téZz v tomto pfipad€ dokazana.

3. Budiz konecné 8, = o. Polozme 0, =0, = ... = 0, = 1; potom
jest zfejmé

B, (0, 0y, ..., 6) =P, (0,, 05, ..., O) = o0,
¢imz je véta 2. dokdzina ve vSech moznych piipadech.

Vsimnéme si Chincinovych nerovnosti (4), pfedpokladajice s > 1. Z ne-
rovnosti (4) plyne: je-li B, (0,, 05, ..., 0) =0, je B, (0, 05, ..., 6) =0;
je-li By (05, 0y, ..., 0)) = oo, je By (04, 05, ..., O5) = oo.

V téchto dvou piipadech je tedy hodnota &isla B, (0, 0,, ..., 05)
jednoznaléné urCena hodnotou cisla B, (0, 0,, ..., 6s); dokdzeme nyni,
ze tyto dva ptipady (B, (0,, 05, ..., 0s) = 0 nebo = o) jsou jediné, t. j.
dokdzeme tuto vétu, jez je hlavnim obsahem této préace:

Véta 3. BudiZ s >1, s celé, 0 <B, < oo. Potom existuji Cisla
0, 0, ..., 0, My, My, ..., n tak, Ze

Ba (01, 0z, ..., 6) =B, (N1, M2, - - -, M) = B,
By (64, 6, ..., 6 =|'-' By (M1 M2s - -+ 5 M)

Abychom tuto vétu dokdzali, dokdZeme tyto dvé véty:

s+ 1

Véta 4. Budit s > 1, s celd, 0 < B, < S

0,, 0,,..., 0 tak, Ze
ﬁz(epez-----m):ﬂz: 31(91'02'--~'03)§

; potom existuji Cisla

s(s+1)8,
s+1—(s—1)f

Véta 5. Budiz s> 1, s celé, 0<B, < o; pofom existuji ¢isla 0,,
0, ..., 0, tak, Ze

By (04, 05, ..., 6) =Py, By (0,0, ...,0) <oo.
Z vé&t 2, 4, b plyne véta 3. Budiz totiz s celé, s > 1, 0 < B, < oo.
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Jestlize jest 0 < B, < s—_l_l— , potom existujf podle vét 2, 4 &isla 6,, 6,,
ceey B oMy, Moy ..., ms tak, Ze
B (8y, 0, ..., 0) =B (m1, %20 - .., M) = Bg,

_ 2 By s(s+1)8,
pl (el’ 02’ ’ 0‘) - -l'_____ (S—— 1) ‘32 s + 1 —(S:l) ‘32 ; pl (”h» Nas <o+ "]s)

[nebot
SER(s+1—(s—1)B)—s(s+ 1) B (1 —(s—1)By) =
=B2s(s—1) 4+ B,s (s2—1) >0].

Jestlize za druhé S—i—l— <8, < o, potom podle vét 2, 5 existuji

¢isla 6, 0,,..., 05, %, Ma ..., 7s tak, ze
(32 (Olv 02- ] es) = BZ (Tllr Moy < oo 7;’) = ‘32!
Bi (0, 05 ..., 0) =00>8) (4, ng, ..., 7).
Tim je tedy véta 3. odvozena z vét 2, 4, 5. Jeito véta 2. jiz byla do-
kdzdna, zbyva nam dokdzati vétu 4. a 5; témto dukaziim jest vénovdn
zbytek této prace.

§ 2. Dtkaz véty 4.

Budiz s celé kladné Cislo ; systémy redlnych &isel (6,, 6,, . . ., 6;) bu-
deme pojimati jako body s — rozmérného cartézského prostoru R,. Mnoi-
stvi bodua (6, 6,,..., 9,), hovicich nerovnostem.

0<6;, <1 (i=12...,5),

budeme oznalovati pismenem W. Budiz M bodové mnozistvi v R;, budiz
a > 0. Potom definujeme &islo L (M ; x%) takto. Budiz p > 0 a budiz &
nejvyse spotetny systém krychli®) W,, W,,..., jejich hrany 4,, d,, ...
jsou vesmés mensi nez p; systém & nechf pokryva mnozstvi M. Polozme?)

A(8) =Zd.

Dolni hranici ¢isel A (&) pro vSechny takové systémy & (pokry-
vajici mnozstvi M a sloZené z nejvyse spoetného mnozstvi krychlf o hra-
nich vesm&s mensich neZ p) oznalme znakem L, (M; x°). Klesd-li p,
zostfuje se podminka d; < p, tedy L, (M; x°) neklesd a tedy existuje
limita lim L, (M;x9) =L (M; x) (0 <L (M; x°) < ) .8)

0o=0+

%) Slovem , krychle'* rozumim zde viZdy otevienou krychli, jejiZ hrany jsou
rovnobéZny s osami soufadnymi.

?) Je-li fada vpravo divergentnf, klademe A (&) = oo.

8) Tuto definici (obecnéji a v poné¢kud jiném tvaru) zavedl F. Hausdorff v po-

jednéni ,,Dimension und dusseres Mass‘‘, Mathem. Annalen 79 (1919), str. 167—179.
Pfi pevném a jest L (M ; x2) funkcf mnoZstvi M, jeZ spliiuje viechny podminky pro

vnéjsf miru ve smyslu Carathéodoryho. Tyto véci v3ak nebudeme potfebovati.
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Z definice plynou okamiité tyto dusledky, jez budeme potfebovati:
I. Je-li AcB, je L (A; x%) <L (B; x9.
II. L (0; x%) = 0.9)
IIL L '(filM;; %) < %lL (M;, x9).

Nynf muZeme pfistoupiti k dikkazu véty 4. Hlavnf pomickou bude
pfi tom tato

. , A
pomocend véta: Budif s celé,s >1, 0 <A< o0, 0 >7 >s_?—T—T+_l .
Pro z>0 budiZ E; mnokstvi onéch bodi (0,, 0, ..., 6,) z W, pro né%
nerovnostt
s 1
M 0, ; 0; _
z=12ax|x|> |x0+¢§1x'e'l<Max|x|’+‘
i=1,2
maji nekonecné mnoho feSeni v celych Cislech x,, %y, ..., xs. Tvrdim:
L (E;; x') = 0.
Dikaz. VySetfujme fadu
1
Z Max Ix |E+A+ D E—s+1—17 (10)
i=1,2
pii CemZ se séitd pies vSechna celd d&isla x,, x,, ..., %, pro néz

Max | x; | > 0. Dokazme, ze fada (10) konverguje. K tomu cili staéi do-
1=1,2,...,s

kdzati, Ze konverguje fada S, jez se sklddd z onéch ¢lenu fady (10), pro

néz Max | % | = | %, |. Sloudime-li v fadé S v3echny Cleny s touz hod-
i=1,

notou éisla | %, | , dostaneme fadu

22 (2% + 1)

%, G AT E—s+ D=1 *

n=1

jez konverguje, nebof

(s+r+D)(r—s+1)—1—(s—1)>(s+r+ 1)(1—8—)\—)—s=1.

FAF1
Tim je konvergence fady (10) dokazdna.
Jestlize x,, x,, ..., xs jsou celistva &fsla takova, Ze
Max | x| >0, (11)
i=1,2,
oznalme znakem E; (x,, x,, . .., %) mnozstvi onéch bodu (6, 6,, ..., 6),
pro néZ plati
. s 1
0§0,-<1(1=1,2,...,S), |x0+‘§‘x.-0,-|<m—l— (12)
i=12,

) Znakem 0 znalime jednak nulu, jednak prazdné mnoZstvi; nedorozuméni
jest vyloudeno.
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Budiz ddn nyni systém celych &fsel x,, *,, . . ., %, tak, ze platf (11);
zvolme index 7 (1 <7 <s) tak, Ze|x,|= Max | x;|. Budiz (8,, 6,, ..., 6,)
1=1,2,...,8

libovolny bod z E; (x,, %,,..., %), t. j. budiZ
. $ 1
0é6;<1(t=1,2,...,8), ]x0+‘§lx,-9,~]<W+—‘. (13)
Potom lze zvoliti &fsla 0y, n,, ..., 9, tak, Ze jest
k; 1
= T (kicelé, 0<k;<|x,|*+3+1), | 6,—n;| <— Tmpee proi=|=7,
(14)
x0+2x,-n,-=0. (15)
i=1
Potom jest podle (13), (15)
$ 1
|i§1xi (6: — ) | <—lT|,—+7
a tedy podle (14)
1 - 1 s 16
[6 — | < Tl L E] x| |6 —mi| + (%, [ FE T S Tm [Fie (16)

i¥r

Podle (14), (16) lezi tedy bod (8,, 6,, ..., 6,) v krychli o stfedu

(N, Mg ---, M) a0 hrané 2s | x, | 7571
Sestrojme vSechny body (%,, s, ..., %), jeZ hovi vztahim
k; \ .
N = Tr P eaeT (k; celé, 0 <k; <|x,|s*+*+1) pro 7 == 7,

X+ Zxm =0,
i=1
pocet téchto bodu jest

z (%o, Xy -y %) = (14 [|2,[sHAH1]) =1 < (2 Max | x |s+a+1)s—1 (17)
i=1,2,.

Okolo kazdého z téchto bodu jako stfedu sestrojme krychli o hrané

2s
Max lx |s+l+l ’ (18)
i=1,2,.
ozna¢me tyto krychle v né&jakém pofadi znaky
Wiy (% %100, ) (h=1,2,...,2 (%, %, ..., %)); (19)
potom jest
2z (X, Xy oy Xg)
Ei(xg, %, ..., %)CZ Wi (%, %, .., %). (20)
h=1
Budte nyni x,, x,,..., x, celd &isla, pro néz plati (11). Tvrdim:
potom existuje nejvyse
(2s + )Max]x.l (21)
1=1,2,.
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celych &fsel x, takovych, ze E; (%, %,,..., %) == 0. Nebot z (12) plyne
$ 1
lxo,<'§llxil+lﬁg—x—rx—| = (s+ 'Lllwax[x, |»
coz dava nejvyse

2(s+ 1) Max | x|+ 1< (2s + 3) Max | x; |
i=12 ...,s =1,2,...,s

moznosti pro ¢islo x,.
Budiz nynf p >0, € > 0. Zvolme &islo 77 > 0 tak, Ze

2s AN 1
s 9 —1 (s . S
Ts+i+1 <p (28271 (25 + 3) / Max|x|6+F+he—s+n—1
i=1,2,..,s
Xy Xgy ooy X
Max [x; | >T
1,2,..,s

<e (22)

i=
(sCita se tedy pfes celistva %, %,, ..., %, pro néz Max | x; | >T); takové
i=1,2 ...s ’

T existuje, jeito fada (10) konverguje. Mnozstvi E; je zfejmé mnoZstvi

onéch bodua (6, 6,, ..., 6,), jez lezi v nekoneéné& mnoha mnoistvich
E; (%5, %4, ..., %,); tedy
E; EE; (Xo» X1, -« o) &s). (23)
Vo |1 ST
1=1,2,..,s
Budtez W,, W,, ... viechny krychle W, (x,, %,, ..., %), pfi emz
%X, %y, ..., %, probihaji vSechna celd Cisla takova, Ze
Max |x; | >T, E; (%, %y, ..., %) == 0 (24)
i=1,2,..,5§

aindex h probihd &isla 1,2, . .., 2 (%, 4, .. ., %;). Budiz d, hrana krychle W,,.
Podle (18), (24), (22) jest d, < p; podle (23), (20) jest

E,cZ W,
a podle (21), (17), (18), (22), jest
2s
_ s+ A4+1)s—1
DAY (@) Max| x| (@ Max | x|+ i+) (Max|x o) <=
-Mza'(|v‘|>sl‘ =2

Podle definice Cisla L, (E;; x7) jest tedy L, (Ex; x*) < e pro kazdé
p >0, >0, tedy L, (E1; ¥°) = 0 pro kaidé p >0, tedy L (E;; *) = 0;
tim je pomocnad véta dokdzdna.
s+ 1

Dikaz véty 4. Budiz s celé, s >1, 0 <B, < <1 Polozme

- i 1s_+ (s”_@zl) - Budiz H mnosstvi ontch boda (0, 0, ..., 0)
z W, pro né&z B, (0,, 6,, ..., 6) > 6. Je-li tedy (0, 6,, ..., 6,) bod
z H, existuje celé kladné Cislo # tak, Ze nerovnosti
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Max[x.|>0 |xo+2x.0|< 1 T
i=12 Max]x |s+o+ 5
i=12,.
maji{ nekoneéné mnoho feSenf v celych &fslech x,, x,,..., %; tedy jest
HcZE,, 1 25
=1 0+7 ( 0)
(Es md tyz vyznam jako v pomocné vété). Jest vSak
1
eADs e T
s+ 148, s+e6+1 "~ s+(c+%)+l
a tedy podle pomocné véty
(s+1)s
L(E, 1;xs+1+%)=0

a tedy podle (25) (¢tendf necht ma nynf stile na paméti vlastnosti I, 11,
ITI, uvedené na pocdtku tohoto paragrafu)
s+1)s

(

L(H; xs+1+8) = 0. (26)

Budiz dile K mnoistvi onéch bodu (0,, 0, ..., 6,) z W, pro néz

By (0,, 0, ..., 0,)=p,; pro z >0 budiz K, mnozstvi onéch bodu (9,,
0,,..., 6) z W, pro néz nerovnosti

._le R S
q>0, ﬁe, p <q1+ljz =12 ...,5)
maji nekoneéné mnoho feSeni v celych &islech g, p,, §,, ..., ps. Zfejme

KscK + 3K
n=1 " n

a tedy
(s+1s (s+1s (s+1)s
L (Kp,; x5+1+8 )< L(K; x5+1+4) + LK (Kg, 1 L] Xs+1+h ). (27)

n=1

Podle prvni véty mého pojedndni ,,Uber die simultanen diophan-
tischen Approximationen‘ jest vSak pro z > 019)

o < 64D
L (Ks; #) =00 pro 0 < {ém,
[ o) = tDs .
L (K;; x1)=0 pro y > si1rz
tedy
(s+1s (s+1)s

L (Kg,; xs+1%4,) = oo, L(Kﬂ.+"1; Xs+1+6,) =0

10) Math. Zeitschrift 33 (1931), str. 505—543. V oznadenioné prace jest totiz

Ki= M (v a; s), kde « = 1 +Lt£.

XIX.



10

a tedy podle (27)

(s+1)s

L(K; xs+1+8) = oo. (28)

Podle (26), (28) jest K — H =|= 0. Existuje tedy bod (0,, 0,, ..., 6),
lezfci v K — H; pro tento bod jest vsak

— _ s(s+1)B, .

By (0,, 0, ..., 0) =P, B0, 0, ..., 0)<o6= SFI=G—=18,

tim je véta 4. dokazana.

§ 3. Dikaz véty s.

Budiz s celé kladné, 0 <, < . Znakem A (s, B,) oznaéme toto
tvrzeni:
»Existuji ¢isla 6,, 6,, ..., 0, tak, ze

B2 (01, 65 ..., B) =By, B (6, 6, ..., 0) <.

Mdme dokazati, Ze tvrzeni A (s, B,) je sprdvné. Dukaz provedeme
indukcf podle s.
1. Budiz s =1, 0 < B, < o. Definujme ¢islo 6, fetézovym zlomkem

0, =

=

+1
by + .
kladme daéle
?0=0, q0=l; P1=1, ql=bl; p"+1=bu+1pn+p"—ly
gus1=bus1¢s +qu—1 pro n=1,2, 3, ..

Pti tom &isla by, b,, . .. volme postupné tak, ze b, 41 =1[¢"] (#=0,1,...).
Pron=20,1,... jest

1 l 1 p"
=< S b gy <A<
34 P =3b, 1 @1 +a)d | g
= 1 = 22 ’
Gn+1 Gn — b,.+1q» q"-H’.
tedy B, (6,) > B, Za druhé: je-li k, k celé, k > 0, jest bud _Zii

nebo jest A = tp,, k = tq, (¢ celé kladné, n celé, n > 0) a tcdy

1 1

b :
8, — 3q2+ﬁ.i 3 E2+p:’

gn !

tedy B, (6,) < B;. Tedy jest B, (6,) = Ba, B,(8)) = B, (0,) < oo, &imZ tvr-
zenf A (1, B,) dokdzano pro 0 < 8, < oo.

2. Budiz za druhé s celé, s >1, 0<B, < o a pfedpoklidejme,

>

h
91—7,=
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11

ze tvrzenf A (s — 1, B) je spravné pro kazdé B (0 < § < ). Rozezndvejme
dva ptipady:

I. Budiz 0 <8, < —s—_lT; potom je tvrzenf A4 (s, B;) spridvné

podle véty 2.
I1. Budiz —si l—iﬂz < . Poloime
1 1
R
tedy
, s—1 1 , s
B ==l — 5. 0SB <@, Sy<n<e

Podle tvrzeni 4 (s—1, B,’) existuji tedy &isla 6,, 6,, ..., 6,_, tak, Ze

By (05, 05, ..., 0,1) =By, B, (0, 0, ..., 0,_3) =38 < oo.
Zvolme takovia ¢&isla 6,, 6,, ..., 0,_;. Budiz
g > >e>. .., lime, =0.
Jeito nerovnosti
pi 1 : .
>0, < — (=12, ...,s—1)
7 q qre on (

maji pro kazdé celé kladné # nekoneén& mnoho fesenf v celistvych ¢islech
q, P, Par---, Ps—1, existuje posloupnost systémi celych dEisel

qn, i’l.u» p2.u; ey p:—-l,n ('”':]. 2, )
takovych, Ze

lim g, = oo,
. |
q, > 1, fﬁi—ﬁﬂ <“”]—{ prot=12 ...,s—1;, n=12, ....
| qn Q™
Polozme A = v, (s + 1) + 2; znaky ¢,, ¢,, . . . budou znaditi kladnd
disla, zdvisld jen na s, By, 6,, 0, ..., 6,_,. Polozme jesté
Z=Max (|6, |, [ 6], ..., |6 1], 1).

Je-li 0 <a <b, a celé, b celé, budiz

2= Yt a1 (29)

IMaxlx ls+4— 1’

kde se s€fta pfes vSechna celd &fsla x,, x,, ..., x,, vyhovujicf vztahim

% = 0, a<Max |x; | <b.
=12 ..

XIX.
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Jest potom
2(2s+3)c 2s+3)c
Z<($_1)Z EARS +Z [+3 <
a'_<_Max|x.|-|x,|<b a<‘v{ax|x'|-|x$|<b
=12,
|52]—2log (| 5,] +1). E21
<a) EARL +ad] PG (30)
a=|n| < a =15 |<b
b—11 ( ) )
og (x 4+ 1
<C2Z PrES < ¢ a‘—l .

Pro celé kladné a jest dale
2s+3)al(2at+ 1P <ciastl. (31)

Poloime ¢; = ¢4 + 1. Konedné pro ! > ¢qg jest

l?>ca. ¢+1 )’+”2r <P (32)

Zvolme rostouci posloupnost 7, <7, <73 <..., jez je &asteCnou
posloupnosti posloupnosti ¢,, ¢,, g3, ... a zvolme dale rostouci posloupnost
celych kladnych &isel 2, < k, < k3 < ... tak, zZe plati:

k, > ¢, r1<k‘+‘+7, (33)

by > (4cgrlq)%7, k‘“+zy.<r,.<k‘+ +r. pron=23,.... (34)

Takova volba jest moznd; napfed se poloif 7, = ¢, a &, se zvoli
tak, ze plati (33). Je-lin celé, » > 1 a jsou-li celda kladnd &isla k) < %k, <. ..
<ky—1, n<ry<...<7n—1 jiZ zvolena, zvolime v posloupnosti g¢,,
g2, - .. za Clenem 7,_, Clen 7, tak, Ze

1

1
" >’n—1, 1’:+1+_ > (4 csrn—l 27., Th > (ku—l + 1)$+1+2—1’n- (35)

Potom existuje celé ¢&islo &k, > k.— tak, zZe

Bt < Iw< (ks + 1)1 2y, in ; (36)
jeito k, >k, > cg, jest podle (36), (32)

k’+1+2y.<r"<k’+l+}7, (37)
podle (37), (35) jest pak

1

Ry > it > (4cgrliqg)®,

takze platf (34).

XIX.
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Pro celé kladné # budiz M, mnozstvi on&ch &isel 6, intervalu (0, 1)1),
pro né&z existuji celd &fsla x,, x,, %,, ..., % tak, Ze
1

Ma xlx [s+7 "
1=12,.

% =0, R, <Max|x.|<k,.+1, |xo+2x.6 | <-

Tvrdim, ze mnoZstvi M, lze pokryti kone&nym poétem otevienych
intervali, jejichz po&et je nejvyse roven &slu ¢, kn %1 a jejichz délky majf

soudet, rovny nejvyse &islu

Dukaz provedeme takto: jsou-li (x,, %,..., %) celd &fsla, hovici
podminkam
s =|= 0 k < M 3 < kn )
%s == ‘=1ax[x | +1 (38)
budiz L (x,, #,, ..., %) mnozstvi onéch Cisel 0,, pro néz jest
L4 1
0<03<1, ]xo +i§1x,-0,~] <W (39)

i=1,2,.
Potom jest patmé M, = X L (x,, %, ..., %), kde se sitd pfes
véechna celd &isla x,, %,,..., &, hovici vztaham (38).
Ze vztahu (39) plyne
: 1
< .
]x°l=C;§1]x"+MXIX|‘+"_C( )I:'Igijlsxtl-

§ =

i=12 ...
Jsou-li tedy x,, %,, ..., %s celd &isla, hovici vztahum (38), existuje
MAVYSe 4 2¢(s+ 1) Max | % | <C(2s + 3) Max | x |
i=1,2,...,s i=1,2,...,s
celych &isel x,, pro néz jest L (%, %,, . . ., %) 5= 0. Kazdé neprdzdné mnoz-

stvi L (x,, %y, . .., %) lze podle (39) pokryti jistym otevienym intervalem
J (%0, %4, ..., %) délky 9

| x,|Max|x [s+4°

i
1=1,2

Vsechny intervaly [ (x,, %, ..., %), pfisluSné vSem soustavim
celych &isel x,, %,, . .., %, pro néz plati (38) a L (x,, %y, ..., %) 3= 0, po-
kryvaji mnozstvi M,. Po€.t téchto intervala jest nejvyse (séftd se pfes
cela &isla x,, x,,..., %, hovicf vztahum (38))

ZZ(2s+ 3) yzax [ % |SC@s+3) kap1 Qb1+ 1) <c bt

(podle (31)) a soudet jejich délck jest nejvyse (podle &, > cq, (29), (30), (32))

2 Cs 1
B N A M T S SR
i=1,2...,5 »

Tim jest dukaz proveden.
1) (a, b) znali otevieny, < a, b> uzavieny interval.
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Tvrdim nyni: existuje posloupnost celych &fsel z,, 2,, 23, ..., majict
tyto vlastnosti: poloZime-li pro n =1, 2,...

S 1 z"+l\

"N\ T W
jest pro n =2, 3, ...
S, c (0, 1); (40)
S, € Su-; (41)
SaM, . .,=0. (42)

Dukaz provedeme takto: Zvolime pfedevSim z, = 1; jeito », > 1,
ye > 1, plati (40). Budiz nyni m celé, m > 2 a pfedpoklddejme, Ze celd
isla z,, 2z,, ..., zs—1 byla jiz zvolena tak, Ze plati (40) a pro »n = 2,
3,..., m—1 téz (41), (42) (pro m = 2 ovSem podminky (41), (42) od-
padajf). Mnozstvi M,,_1 je pokryto otevienymi intervaly, jejichZ pocet
je nejvyse roven Cislu ¢, knt' a jejichz délky maji soudet nejvyse rovny

&slu En %70V, Jeito 7m-1 < ku' T, jest

1 1 1

4 s+ )y +1 — gA—1 °
7m'—1 km—l b km~l

Odstranime-li tedy z intervalu S,,_; vSechny body téchto intervalu,
zbude ndm soudet uzavienych intervala (z nichz nékteré mohou se reduko-
vati na body), jejichz polet je nejvySe roven &islu cg knt'+ 1 < ¢ knt?
a jejichz délky maji soulet nejméné roven &fslu 7, ;. Aspori jeden z téchto
intervalt — oznaéme jej H — ma tedy délku aspoii

rm s YRS T S 4k (

Im

existuje tedy celé &islo zm tak, Ze

=1 1N
AN Tm /

S,,._/z"' 1 Zm —1>CH

"m r;.' " tm 7"7"

tim spiSe tedy

Cislo zm md tedy vskutku zddané vlastnosti, nebot jest Sm € H € Sm_1,
SmMm_1CHM,,._1 =0.

Tedy existuje vskutku posloupnost z,, z,, ..., majicf Zddané vlast-
nosti. JeZto 7, —> oo, existuje pravé jedno ¢&fslo — oznalme je 0; — lezici
ve viech intervalech S,, S,, Ss, .... Vzhledem k (40), (41), (42) plati:

0t <1,

pro n=1213, ..., (43)
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0; nelezf v 2ddném mnoiZstvi M, (n =1, 2,...). VySetfujme nynf
systém &fsel 6,, 6,,..., 0. Pfedné: je-li y > y,, maji nerovnosti

q>0’ ‘e'__i'_

q

a tedy tim spiSe nerovnosti

<7 (1:=1,2,...,S—1)

i q‘ - (=129

nejvyse konelny polet feSeni v celych &fslech ¢, p;. Tedy jest

1+Bz(el,ez,-..,e$) 1+32
s s )

1+ <=1+ (44)

Za druhé: jest 7, = gm,, kde m, > n; jeito g >¢, > ..., existuji

pro kazdé celé kladné = celd &isla z;,, 1 =1, 2, ..., s—1) tak, Ze
i 2in l 1 . .
! 0’ - rn | < 7,{'_' (t - 1’ 2’ tre §— 1) ’

dile vSak plati (43). Jeito s, — 0, plyne odtud

R Y (Y O U

S

1+ 6,
- (45)

Z (44) a (45) plyne tedy B, (6, 6, ..., 6) =B,.

Za tfeti: budiz p = Max (2, 3), tedy p < 0. Jsou-li &isla x,, xy, ..., %
celd, Ma.x [ x. | > ky, % == 0, existuje Cislo celé # > 0 tak, Ze

1=1,2
k., <Max |x, | <kuii;
T=1,2

jezto Os nelezf v M, jest

J 1 1

. . > .

Ixo+i§lx|etl—Maxles+z= Max]x;|’+l"
i=1,2,. 1=12...,s

tedy nerovnosti

s 1
[0 M >0 I n B <

i=12,.

maji nejvySe koneény poclet feSenf v celych Eislech x,, x,,..., x. Jeito
B, (8, 6,, ..., 6,_;) = 8, maji nerovnosti

s—1 1
mll![ax |x, ] >0, |xo +'_§lxi 0; I < Max I x I(s N+@+1)
fe=12,. —
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nejvySe koneény polet felenf v celych &fslech %y, #%;, ..., %—1. Tedy
téZz nerovnosti

1
| % | = 0‘.~.=11V,I§§.,lsx' | >0, |z, + Ex. | < Max lx B

i=12,.

(zde ]e Ma.x]x,]——Max[x,], s+p=(s—1)+(34+1)

=12,.

maji nejvyse koneény polet feSeni v celych &islech %y, %, %5, . . ., %s. Jest
tedy zfejm& B, (0,, 0,, ..., 6) < p < oo, &imz tvrzenf 4 (s, B,) dokédzano.

XIX.
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