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VI. 

Sur un probléme de M. Čech.1) 

Par VOJTĚCH JARNÍK, Praha. 

(Présenté le 11 mai 1938.) 

Dans tout ce qui suit, P est un ensemble infini de puissance les 
types grecs désignent des nombres ordinaux ( ^ 0 ) ; o>A désigne le plus 
petit nombre ordinal de puissance 

Faisons correspondre, á chaque ensemble M C P, un ensemble 
uM C P tel que 

uQ = 0 ; M C P => M C uM; M C N C P => uM C uN. 

Alors on dit que u est une topologie de 1'espace P, ou bien que (P, u) est 
un espace topologique. La topologie u séra dite ..du type A", si Ton a 

M + N C P => u(M + N) = uM + uN. 

{P. V) étant un espace topologique, définissons ÍCM pour M C Py f > 0 
comme il suit: 

ulM = uM, u*+lM = u(v*M) pour f > 0, 

u*M 2 vPM, si £ est un nombre limite. 
o <»/<£ 

Soit <p(M) le plus petit nombre ordinal í > 0 tel que u*M = 
on a done évidemment 0 < <p(M) < pour M C P\ ^(0) = <p(P) = 1. 
Soit enfin G(P, u) Tensemble de tous les nombres <p(M) pour tous les 
ensembles M C P. Cest la structure de Tensemble 0{P, u) que nous 
allons étudier. 

*) Le probléme résolu par le Théorěme 1 de cette note a été posé par 
M. E. Čech dans son article „Topologické prostory" (Espaces topologiques), 
Časopis 66 (1937), D 225—D 264; voir les problěmes VI et VII á la page 
D 264. Nous employons, dans cette note, la terminologie de Tarticle cité de 
M. Cech. 
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Lemme 1. Pour chaque x < coa soit donné un ensemble Bx c P de 
puissance Alors il existe un systéme ď ensemble* disjoints C\C P, 
définis pour tous les * < co„, tel que chaque ensemble CxBp < a>g. fi < OJq) 
possěde la puissance Xp. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité, supposons que P soit 
rensemble de tous les nombres ordinaux a < o.>Q. Soit L 1'enscmble de 
tous les triples {*, A, //}. oit x < A x, /z x, ordonné dans Tordre 
lexicographique (c'est-á-dire, A', ,«'} < {*, A. /«} signifie que Ton 
a ou bien x < x, ou bien = x, A' < A, ou bien x' = x, A' = A. //' < /e); 
done L est bien ordonné. On voit aisément á 1'aide de Tinduction trans-
finie que l'on peut, á chaque {x. A, € L, faire correspondre un nombre 
ordinal \(x, A, /*) € de maniěre que 

\(x, A, //) = A', //') => x = x\ A = A', = p,'.2) 

Soit enfin (pour < coQ) Cfl lensemble de tous les nombres x(x. A, n) tels 
que A x, fi x < coe. 

L'ensemble de tous les x tels que /i <1 x < o)Q ayant la puissance 
les ensembles C/t jouissent évidemment de toutes les propriétés deman-
dées. 

Lemme 2. Soit 9ER un systéme additif3) de sousensembles de P; soit 
0 € 9EK, P e 9SJÍ. A chaque M €(JSl faisons correspondre un ensemble nM C P 
tel que 

u0 - 0; M € 9ER => M C wJÍ; | ^ 

Alors il existe un espace topologique (P, v), ou v est une topologie du type A 
et telle que 

M € => vM = uM. 

Démonstration. Pour M € N € MQN on a M C X + 0, 
done uM C wJV + ?/,0 = uN. Posons, pour X C P 

vX = nuM. 
M ) A' 

On a done évidemment vM = uM pour M € 901 et v0 = 0 , X c Y C P => 
=>XcvXc vT C P. Pour J f € 9W, iV c 9SR, on a M C 3Í + N, N C 
c il/ + JV, done tOř + uNc u(M + N) C wilř + uN, ďest-á-dire u(M+ 
+ N) = uM + uN. Soit enfin X C P, F C P; on a 

2) En effet, {x, A, étant donné, supposons <x(x, A', / ) déjá défini pour 
tous les {*' , A', € L tels que {* ' , A', < {*, A, Lensemble de tous les 
systěmes {* ' , A' {*, A, possédant une puissance < on peut trouver 
un nombre ordinal A, ji*) € diffórent de tous les nombres A', /i') 
avec {*' , A', /*'} < {x, A, 

*) Cest-á-dire Afc^W, => M + Nc^jJl. 
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v(X -f Y) = IJ vL = 77 u(M + N) = 77 vM + 77 t/tf = rX + vF. 
/O-v+r 3#)A* A)r 

Théorřnie lpr. 77 vn ensemble de nombres ordinaux; pour 
quil existe un espace topologique (P< u) tel que 77 ••••= G(7\ u), il faut et il 
suffit qn<> H jouisse des propriétés suirantes: 

1 leT/. 
2. \ e 77 => 0 < \ < o>e+v 

3. Soit ft > 0 un nombre ordinal: sil existe nn nombre ordinal £ tel 
qve £ + fi € 77, on a aussi fi € H. 

Démonstration. I. Soit (P. v) un espace topologique. 77 = G(P, u). 
Les propriétés 1, 2 sont évidentes. A Taide de rinduetion transfinie, on 
voit tout de suitě que 

£ > 0, y > 0, M C P r_> fr ' J/ - u*'(irM). 

Done: si Ion a f + j8 == y(Jlf), £ > 0, ft > 0f J/ C P, on a fi = <p(u\9ř), 
ďoii la propriété 3. 

II. Soit donné un ensemble 77. jouissant des propriétés 1, 2, 3. Nous 
allons définir. pour ehaque rj < o>Qk,. deux ensembles Tlt, V jouissants 
des propriétés suivantes: 

10. Tn c vn C p. 
20. Les ensembles Tlf, V ' — T r P — I ' possédent la 

puissance 
30. Pour £ # rj, Tensemble Ts — T posséde la puissan-

ee 

Lexistence d un tel systéme (rensembles 7? , I' résulte du Leníme 1. 
En effet. la definition de 7T0, T0 ne fait pas de diffieultés. Soit done 
0 < / < (%, , et supposons déjá définis tous les ensembles T^ V , ou 
rj < /. La puissance de A étant on peut prendre les ensembles 
T . P — Ytl (en les répétant éventuellement) pour les ensembles Bx du 
Leníme 1. Posons ensuite Tk = Cl, V} -= Cl + C2, oii C\ sont les ensem-
bles du Leníme 1. Done: TXl V} — T}. P — V} D C0 ont la puissance 
et. de ménie. les ensembles (rj < A) 

T„ - = ( P - V,) Tn D C\Tn, Ty - Vn = Tk(P - V„) = t\(P - Vn) 

ont la puissance *t>. Lexistenee du systéme des ensembles T , V pour 
rj < o)^ , est done assurée (induction transfinie). 

Rangeons maintenant tous les nombres a e H (en les répétant éven-
tuellement) dans une suitě transfinie 

<*o> • • <V • • • (rj < o>í+l) 
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du nombre ordinal (oQ+v Rangeons ensuite, pour chaque t] < les 
éléments de Tensemble Vv — Tn dans une suitě 

(0 ^ f < A„, A, = Max (co,, *„)) 

du nombre ordinal sans répétitions (c'est-a-dire a^ = antff f = y>). 
Pour rj < co9+v 0 f <xv posons 

~ Snt$ --= Tn + 2 K , ) (®n particulier S ^ = 7^); (1) 

done 
T „ c 8 ^ c V r (2) 

Divisons tous les sousensembles de P en trois classes 9R, 9i, 
a) M c 90? signifie qtril n'existe aucun C M. 
b) M e 91 signifie qu'il existe un Sv f C JMT> naais qu'il ex iste auss 

un 8 ^ D M. 
c) Jtf € signifie qiťil existe un C J^, mais qu'il n'existe 

aucun SAtfl D i¥. 
Soit M QP\ définissons nM comme il suit: pour M € 9OT soit ttil/ = 

= M; pour I¥ c soit ÍUW = P. Soit enfin M € 91; on a C -J/ C SÁttA 

pour des valeurs convenables rj, f, A, ju; done (ďaprěs (2)) Tn C M C FA, 
— F j = 0. ďoii (voir 30) A — rj. II existe done un r\ et un seul tel que 

Sn o C M C v soit íj/ le plus petit nombre ordinal f tel que M C 
done 0 f v alors nous définissons 

uM = Sn.su-hi pour £M < ocn9 1 
wiV = Sn.šu pour f v = J 

En particulier 

uSrjJ = POUr í < = s*.*,- (4) 
Évidemment uQ — 0, J/ C uM C P pour J í C P. Soit done Af C 

C -V c P. Pour J f € on a ttilí = M C JV C ^JV; pour Mety, on 
a aussi N €cp, done uM = wJV = P. Pour 3/ € 9Í, on a JV € 91 + 
pour JV c on a uM C P = MJV. II nous reste done le cas M e 91, 
JV c 9Í. Dans ce cas, on a C -Jfef C JV C P o u r des valeurs con-
venables rj, í , A./*, ďou T7̂  C F ; , done A = rj (ďaprěs 30). D'aprěs 
M C JV on a done <; f iV, ďou (voir (4), (3), (1)) 

uM = uSnjM C uSf,teN = uN. 

Done u est une topologie de Tespace P. 
A l aide de 1'induction transfinie, on voit tout de suitě que 

u*S n j = 8 ^ pour « > 0, f + * ^ 



Siir un probléme de M. Čech. 5 

On a done pour 0 f < ot̂  

= A 
oíi ft est défini par réquation f + ft = mais * H, done (voir 3) 
fp(Svl^) =- ft € H et évidemment (voir 1) (p(Sn,*n) = 1 c H. En particulier 
V(Ko) = V 

G(Pt u) D / / . 

D'autre part, soit M C P. Pour M c 901 + 1>, on a <p(M) = 1 * H: 
pour M € on a tp(M) — ̂ (S^ t) € H pour des valeurs eonvenables £ 
(voir (3), (4)). Done 

G(P, u) C H. 

En particulier, il existe une topologie u de Tespace P telle que 
G(P, u) = E (0 < (x < coy + 1). D'une maniěre plus précise, nous allons 

<X 

démontrer le théorěme suivant : 
Théorěme 2. II existe une topologie v dn type A de V espace P telle qne 

G(P, v) = E(0<oc<a>Q+}). « 

Démonstration. Démontrons tout ďabord — á 1'aide de Tinduction 
transfinie — 1'existence ďun systéme ďensembles 

SnJCP (0 

qui possédent les propriétés suivantes: 
100. S ^ C SntA pour f i < A. 
200. S^ t = Z ^ si f est un nombre limite. 

300. Chacun des ensembles (ou A; > 0 est un nombre 
ordinal fini quelconque et ou A > fi) 

k 

i 1 

posséde la puissance Np. 
400. Si A > fi, si k > 0 est un nombre ordinal fini et si Ton 

a V r\i pour i = 1, 2, . . ., Ic, alors chacun de deux 
ensembles 

k 

I i= 1 
posséde la puissance * . 

— 2 s*h*i> — + 2 S I v l i ) 
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En effet, soit 1 < r < O>qA x et supposons les (0 <1 £ ^ rj) 
définis pour 0 < rj < r.4) La puissance de r étant on peut, dans le 
Lemme 1, prendre pour les B^ (en les répétant éventuellement) tous les 
ensembles de la formě 

k k k 
— st)/l, p — 2 & rn* 'n> «„ .«—2 Sn>w> — + 2 Sním) 

1=1 t - l i =- 1 

(Ar > 0 fini, 0 < r\ < T. 0 < rj; < r, rj 4= t]f pour i = 1? . . A\ 
0 <; < A ^ »?). 

Rangeons les ensembles C\ disjoints. que Ton obtient ďaprěs le 
Lemme 1, dans une suitě (sans répétitions) 

(i fi fi fi 

du nombre ordinal tp + 2. ou ip = Max (a>c„ r); done 4= 0 => A = /e. 
Posons pour 0 £ r 

sTiř = c ř + 1 + = <VH)-

Les propriétés 100, 200 subsistent évidemment aussi pour tf = r. On 
a ensuite (pour k > 0 fini, 17,- < r. /e < A) 

r̂.O = f 1 » 3 C/l Í 

P — ( 2 + 5T,r) = (P-2 Sw) (P - - 5 t t) D (P — 2 ť?f> 1=1 ?=l 1 = 1 

ďou la propriété 300 pour r\ r, rjj <1 r. Soit enfin A* > 0 un nombre 
fini, A > //, ?7, < r pour 1 i A*, 4= rjf pour 1 < i A:; alors on a5) 

A- * 
^rf0 2 ^ ř W — (P 2 &Vrtlj) í » - l ? = l 

A- * 
«, lf0 ( 2 ^ ' ' í + 3 («„.« — 2 i-2 í = 2 

- (*r,„ + I $«<•>•<) 3 ^„(P - 2 1=1 1=1 

-- + í SVi, m + STtX) D ct(8nui - (S„,„ + 2 8"í">í))> 
í = 2 i «=2 

done 400 subsiste aussi pour tj <1 r, ^ ^ r. 
Soit 9SJ? le plus petit systéme additif contenant les ensembles 0, P, 
(0 < 7] < 0 <; £ <; 1/). Posons 

w0 = o, P, ^ = ^ t M pour £ <rj, aS^ = S^. (5) 
4) Le ens r = 1 est banal. 

*) En posant 2 = 0-
t = 2 
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Done S^ c C nS^j pour X <1 f . 
m 

S o i t t C 2 oit w > 0 est fini: ďaprěs 40!), il existe un 
m 

indiee i (1 i w) tel que = f. f. ďou t(St}, C 2 On 
» i 

a done (pour m, w. finis) 
n w w /// 

2 8?i> n c 2 ^ 2 c 2 " s »ř ^ ((3) *=1 í=«l A=1 i-l 

Par raison de symetrie, (tí) reste valable si Ton y remplaee partout le 
signe C par "=. En posant done (pour m > 0 et fini) 

m m 
« 2 = 2 (7) Í = 1 1-1 

on a défini uM pour ehaque M € 55Í ďune maniěre univoque. D'aprěs 
(5), (6), (7), on voit que les relations (<21) (voir le Lemme 2) sont satis-
faites; alors il existe une topologie v de Tespace P du type A et telle que 
M € (3Díi => vM — uM. En particulier on voit aussitót ďaprěs (5), 200 et 
300 que l'on a v%t0 = pour 0 < f ^ rj, v» + lS,h0 = vS,„ = 8^ = 
= V^.o) = >/• On a done 

<> < V < 1 => V = v(Snto) => V * 0(P9 v). 

RÉSUMÉ. 
Cette note est eonsaerée á 1'étude de Tensemble 0(P, ?/•), défini de la 

maniěre suivante: soit P un ensemble infini; faisons correspondre, á cha-
que M C P, un ensemble uM tel que u0 = 0 et 

M C N C P => M C wJ/ Ĉ MxV C P. 
Pour chaque nombre ordinal f > 0, définissons tr J/ (3/ C P) comme il 
suit: t í 1 ! = uM\ u*+lM = u(u*M); u'M = 2 si f est un nombre 

limite. Soit <p(M) le plus petit nombre ordinal f tel que u*M = ?r + 13f. 
Alors G(P, u) est 1'ensemble de tous les nombres q>(M) (pour tous le* 
ensembles M C P)> 



VII. 

Sur les solutions approchées de ťéquation 
X)Ox \ x@> + *„=-() en nombres entiers xnx^x{). 

Par VOJTĚCH JARNÍK, Prahu. 

Dédié a la Mémoire d Edmund Landau. 

(Prrscmté le 11 mni 1938.) 

§ 1. Introduction. 

Tous les nombres de cette note sont réels. î es caractěres latins mi-
nuscules signifient toujours des nombres entiers. Par le symbole =>, 
nous allons désigner Timplication logique, ďest-a-dire A => B signifie 
que A entraine B. Soient donnés n nombres 0n (n > 0); alors 
\ (0V . ... (jn) signifie la borne supérieure de tous les nombres ft, pour 
lesquels le systéme de n + 1 inégalités 

1 »>• ? > » 

posséde une infinité de solutions en nombres entiers px, . . ., pir q. D'une 
maniére analogue, soit y (0,, . . .. 0 J la borne supérieure de tous les 
nombres ft. pour lesquels les inégalités 

| xY0x + . . . + xH0H + x0 | < x" x>0 

(ou 1 'on a pose x = Max ( | xx |. . . .. | xtl | )) possédent une infinité de 
solutions en nombres entiers x0> xv . . ., xn. On sait que 1 + 1 jn 
< \ (0,, . . ., 0„) ^ oo. n ^ y (©!, . . 0M) 5Í oo et Von a évidemment 
y~(&) = a(0) 1. 

x(®i)> (̂©2) étant donnés, on peut déterminer les bornes suivantes 
]>our *(01? 02)1): 

4 r { f á f + i ) ^ »«> ^ Min («(©,). «(02)). 
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Et ccs borncs ne peuvent pas étre remplacées par des bornes plus 
précises, comme le montre le théoréme suivant: 

Théoréme l .1) Soit 2 oo. 2 a2 r< oo; alors il existe deux 
nombres indépendants2) 01, 02 et deux nombres indépendants rjl, rj2 tels que 

«(®i) = «(©.) = ««• ©.) = Max ( - . (1) \ 2 *! -h 1 <*2 + 1J 

«(%) = «(%) = *fc) = Min A2). (2) 
lei, nous nous posons le probléme analogue pour y(01? 02), seul cas 

intéressant étant celui des nombres indépendants. On a évidemment 

Max (x(0,) — 1, * (0 2 ) — 1 , 2 ) ^ 7(0! , 0 2 ) <; oo (3) 

et nous allons démontrer le théoréme suivant qui montre que les bornes 
données par (3) sont précises: 

Théoréme 2. Soit 2 <xx < oo, 2 x2 < oo;3) aíors iř exúte áetia: 
nombres indépendants 0X, 0 2 eJ deux nombres indépendants rjíf rj2 tels que 

«(0i) = *(»,) = *„ y(01, 02) = Max («! — 1, «2 — 1, 2); (4) 
= = y(v 1> Vi) = <*>• (5) 

Mais la question, résolue par le théoréme 2, peut étre posée ďune 
autre maniěre qui me parait plus naturelle. <%(0i), <%(02) étant donnés, 
on connait ďune maniěre assez précise 1'allure de la formě xl0l + x202 + 
+ x0 pour x1 = 0 et pour x2 = 0; il est done naturel ďétudier cette formě 
sou8 la condition supplémentaire xYx2 #= 0. Définissons done: 0lt . . 0 n 

(n > 0) étant donnés, soit y'(0ít . . 0n) la borne supérieure de tous les 
nombres /), pour lesquels les inégalités 

| *i0i + . . . + xn0n + z0 | < x,x2 

(oii l'on a posé x = Max ( j xl |, . . ., | xn | )) possědent une infinité de 
solutions en nombres entiers x0, xly . . xn. Si 0 l5 02 sont deux nombres 
indépendants. on sait que 

2 £ y'(0i, 0a) ^ oo. *) (6) 
*) V. JARNÍK, Zuř Tlieorie der diophantischen Approximationen, Monats-

hefte fiir Mathematik und Physik 89 (1932), p. 403—438. 
*) Deux nombres <98 sont appelés indépendants, si %xGi + x z S t x0 — 

= 0 => xx = x% = a?0 = 0. 
3) Pour éviter des complication- purement techniques, nous ne considérons 

que le cas <Xj < oo (; = 1, 2). 
4) Cest un cas particulier du théoréme 3 de mon article Úber die an-

genáherte Losung der Gleichung xlSl -f ... -f xnGn -f x0 = 0 in ganzen Zahlen, 
Časopis 66 (1937), p. 192—205. Mais la démonstration de ce cas particulier 
étant třes simple, je vais la réproduire ici. 



Nur los solutions approclióos do lYquation JClSl • r 2*0 ~ ^ • • • 

Pour démontrer ((>), il suffit cvidemment de montrer qu'á chaque t > 3 
011 pout faire eorrespondre quatre nombres T. X0, XX. X2 tels que 

r > t, xvr2 4 0, | xx&x + x2(~)2 + JC0 | < 2r ~ < \Rx~2 6) 

(oii I on pose x Max ( | xx |, | x2 | ) et de niéme dans la suitě y == 
=••= Max ( | yx |, 1 y2 | )? 2 - Max (\zx\. \z2\ )). Soit done t > 3 ; il e x i s t e 

trois nombres ?/, tels que6) 

{y*> y» = 1, 0<y£L I y1&1 + y202 + y01 < / 2 y 2. (7) 

Si yxy2 4= 0, il suffit de poser r = t< = y{. Soit done p. ex. y2 0 et 
posons | yx0x 4- y0 | — r~2 (done r > t). II existe trois nombres z - tels que 

{*o< «,} = 1, 0 < 2 <: [T] 4- 1 < 2r. 
| + + | < ( M + l ) - 2 < T 1 ' 

Si Ion avait 22 = 0, on aurait — ďaprěs (7), (8) et ďaprěs la défi-
yo ô nition de r — ďune part — 4=—, ďautre part | jfoZj— yfo | < 
Ví i 

< ( I I + I I ) T 2 < 3 t ~1 < I — contradiction. Done z2 4= 0; po-
sons xx = yx-\- ezly x2 = ez2, x0 — y0 + ez0, ou e = ± 1 est choisi de 
fa^on que xt 4= 0; alors on aura 

r > t, xxx2 4= 0, x < 3r, | xx0x 4- x202 + x0\ < 2 r " 2 < 18a: 2. 

Et nous allons montrer que Ton ne peut pas remplacer (6) par des 
inégalités plus préeises, méme en fixant ďavance les nombres 

Théorěme 3.s) Soit 2 ^ <xt < oo, 2 ^ x2 < oo; alors il existe deux 
nombres indépendants 0X, 02 et deux nombres indépendants t]v rj2 tels que 

«(0i) = *Oh)=«it *(0.) = *Ofc)=** y'(th.th)= co. 

On a évidemment 

y(0l9 0t) = Max (a(9 t) — 1, «(02) - 1, y'(0l9 0t)), 

done le théorěme 2 est une conséquence immédiate du théorěme 3. Notre 
démonstration du théorěme 3 (qui présente quelques analogies avec eelle 
du théorěme 1) sera tout-á-fait élémentaire, mais assez eompliquée. La 
démonstration du théorěme 2 serait beaucoup plus simple, mais j'ai déja 
expliqué pourquoi le théorěme 3 me parait préférable au théorěme 2. 
Remarquons que Texistence des nombres indépendants 0lt 02 possédant 
les propriétés (4) est une conséquence immédiate du théorěme 1 et ďun 

5) On a alors a : o o pour oo. 
•) Par {a9b, . . c } je désigne le plus grand commun diviseur de a, 6 , . . c . 
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thóoreme bien connu (le M. Kmx IVHINE 7 ) (,.Ubertragungssatz"), ďaprěs 
lequel on a toujours 

. -2y(0v Gt) + 2 

done 

+ 2 si \{(-Jv e2) <2. 

Soient, en effet. (j l. 0 2 deux nombres indépendants avec (1) et soit 
p. ex. 2 <x2 5J < oo. done \(0j. 02) < 2; on aura done 

- 2 + * . = 

- — 2 + Max (x{ -f 1, 4) == Max (v, - - l, \2 — 1, 2); 

mais cette inégalité, combinée avec (3), donne (4). Mais. pour démontrer 
le théoréme 3, on ne peut tirer aucun profit du théoréme 1. 

Au lieu de démontrer le théoréme 3. je vais démontrer 1111 théoréme 
plus général, mais dont la démonstration iťintroduit aucune difficulté 
nouvelle. étant une fonction positive pour £ > 0, nous allons dire 
qu'un nombre 0 ,,admet rapproximation si 1'inégalité | 0 — 
— Pii I < ¥(<1) posséde une infinité de solutions en nombres entiers 
q > 0, p. Alors le théoréme en question s'énonce comme il suit: 

Théoréme 4. Soient Fj(() (j — 1,2) deux fonctions continues, posi-
ce 

tives et non croissantes pour f > 0 et supjiosons les séries 1 

n— 1 
(j — 1, 2) convergentes. Supposons enfin qitil existe un nombre k > 0 tel 

que < k ])our £ > 0 . j - 1 , 2. 
/ . Soit y>(x) > 0 pour x > 0. Alors il existe deux nombres indépen-

dants 0X, 0 2 tels que 0} (j = 1, 2) admet Vapproximation F}(£) . f " 2 , mais 
nadmet pas Vapproximation . 2 et que V inégalité | x1(01 — 0 2) + 
+ x0 | < \p(xx) posséde une infinité de solutions en nombres entiers 
xx > 0, x0. 

7) A. K H I X T C H Í N £ , Uber eine Klasso linearer diophantischer Approxima-
t i onen, Rendiconti Palermo *>0 (1920), p. 170—195; voir aussi K . M A H L E K , 

Neuer Beweis eines Satzes von A. K H I S T C H I N K , M a témat. Sbornik 48 (1937), 
]). 961—962. Les nombres de K H I X T C H I N E sont définis de la maniěre 
suivante: 

| I o 
n -} px - v(©„ .. Qn). I ] P- - a(0lf ..SH). n 
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II. Soit (r(í) une fonction positive. continue et non croissante pour 
ae 

£ > 0 et supfíosons ta série G(n) conreryentr: alors il existe deux nombres 
ti i 

indépendants (m)x. (~)2 tels que 6. (j-= 1.2) admet Vapproximation 
Fj(() . i mais íťadmet jxts Vapproximation }\F-(^) . £ " et que les 
inégalités 

, + + | < + 0 

(oit Von a \)osé x - Max ( ' xx J. | x2 | )) ne ))ossédent qn un nombre fini 
(> 0) de solutions en nombres entiers x0. xx. x2. 

IjC théorěme 3 est évidemment une conséquence du théorěme 4; 
il suffit do poser. dans le théorěme 4, tp(x) e "r. F;(£) = £2~V (log £)~2. 
0(1;) (£ log £) "- pour x > 0, j — 1, 2 et pour des grandes valeurs de £ 
et de eompléter la definition de Fr G ďune maniěre eonvenable. 

§ 2. Notatioiis; démonstration de la premiére partie du théorěme 4. 

Nous allons désigner par (a. b} le plus grand commun diviseur des 
nombres a. tr. par | ft] le couple de deux nombres ft\ ft] va aussi 
souvent désigner le point du pian, dont la premiére coordonnée est égale 
k \ et la deuxiěme Á ft. ft) va désigner L intervalle A £ ft. M, N 
étant deux ensembles quelconques, M —- S designe Tensenible de tous 
les éléments de M qui n appartiennent pas a S. La relation M C X 
signifie que M est un sousensemble de S: \ e M signifie que \ est un 
element de M: MS est rensemblc cle tous les éléments qui appartiennent 
a la fois a M et a S. Le symbole 0 signifie lensemble vide. Les ensembles 
Mx. M2. . . . . Mn sont ..disjoints deux-a-deux'*. si 1 <' i < k < n 
MkMk 0. Si MS 4 0. nous allons dire que l ensemble M coupe l'en-
semble S ou (pie .1/ est coupé par S. A et fi étant deux ensembles de 
nombres. nous allons désigner par A X R Tensemble de tous les points 
[("Ji. (~)21 tels que &x e A. 0„€ fi. Pour n > 0. nous allons désigner par 
(f (n) le nombre de classes mod n. premiěres avec n et par fi(n) la fonction 
de Mobius. 

rx designe une constante absolue et positive. D une maniěre analogue. 
''so(</) v a désigner un nombre entier et positif, ne dépendant que du nombre 
T- rw(<7- F) (<7 étant un nombre et F une fonction) va désigner un nombre 
entier et positif. ne dépendant que du nombre q et de la fonction F ete. 

Lemme 1. £ > cx Mw') — ňw — •*) > J f2-
í tr '2~ 

Démonstration (bien connue).8) <p(w) = w £ d~l //(d); posons [£] = x\ 
d tr 

pour £-> x . on a 
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2 ?(«> = 2 1 wd-W) = íf(d) 2 k 
0 •'«' £ ir 1 d tr ř/ — 1 ar 

-l-OÍ** f + = + ; 
X >l = x+1 ' rf = l ' ^ 

V / , V 1 1 2 - 3 m 4 — 1 » 3 1 Z 3) r — ř» -^r- f2; — f; «- 32 ' rr* * 64 ' 04 2 

Lemme 2. Soient (j = 1, 2) deux fonctions positives, nou 
croissantes et continues pour £ > 0; supposons qu'il existe un nombre 

k > 0 tel que < k pour f > 0, ; = 1, 2 (done i = í7.,)); 
00 

supposons les séries 2 n _ 1 Fj(n) (n = 2) convergentes. Pour q > 0, 
n = 1 

> > 0, ý = 1,2 posons 

\ 9 2q2 <1 q2 

\ í 3?2 ? 3g2 / 
?>2> ?2) = Ví) X J2(/>2, ff«)-

Soit enfin y>(x) > 0 pour x > 0 et soit 91 une droite dans le pian des 
points [©!, @2]. 

Alors, si jft, Ji, J>2, g2 sont quatre nombres tels que 

* > c,(*V pour , = 1.2. I < ^ . < 4t. (9) 
4 A: F2(g2) 

il existe six nombres entiers Pv Qlf P ,̂ Q2, xíy x0 jouissants des propriétés 
suivantes: 

1. > ?i, Qi > Qt > ?2-
2. 1 < ™ L > . _ & L < 4 * . 

3. Qu Pt, Qt) c <7(ft, gv p2, qt). 
4. a) r,« étant deux nombres tels que ql ^ « < on a 

J1(ť1 .Q I)Jf I(r,«) = 0.») 

8) F. MKKTENS, t)ber einige asymptotische Gesetzo der Zahlentheorie, 
Journal f. d. reine und angew. Math. 77 (1874), p. 289—338. 

r r' 
*) Komarquons: si — = — , 0 < s' < s, on a Kx(r, a) C K\(r', s'), done S 8' 
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b) r, a étant deux nombres tels que g2 a < on a 
,/2(P2, <?2) s) = 0. 

5. C(P„ P2. <?2) 9? = 0. 
6. [0,. 0,1 e C(/\, (?,. Pt, Qt) => | . r ^ - 02) + | < V<(*,). 

oo 
Démonstration. La série 2 ^>(2") es* évidemment eonvergente et 

Ton a Fj(f) 0 pour f -> oo (/ = 1, 2). Sans restreindre la généralité, 
su})posons que y>(x) < 1 pour x > 0. Choisissons ca(Flf F2) — d de maniére 
que 

F0) < 1, 212 2 í , , (2 t)< gHjfc O" = ^ 2)- <10) 

Soient pl9 ql% p2J q2 quatre nombres avec (9); posons 

vi+snij) ( / = 1 ) 2 ) ; 

i> 4 qf 
choisissons deux nombres rationnels rj1, rj2 tels que 

\ V , - C i I < i m i ) q r 2 0 = 1.2) 

et ensuite deux nombres x,. x0 tels que 

m 

xÁm — Ví) + X0 = 0, > qv .r1 > 1 6 . > Max -f--. (10') 
I-1.2 

Soit ensuite q un nombre premier tel que 

1. WM < 1 1 f W , d o n c > 2 > 32. 
4 x i q 2 

Posons 
; Min r ^ M l donc m ^ 2; 

= l J 

pour 0 n <1 m, ý = l , 2 soit <%;- n = fy + et pour 0 <1 n < m 
soit 1'ensemble de tous les points intérieurs du carré <<x1>fl, «i,n+i> X 
X <«2,»> <*2,n+l>-

Pour 02]€An9 on a 

| 0, - í, | < * g r 2 + mq-1 < i Ffa) qr\ 

Qi) 4= 0 => J1(P1,Q1) Kx(r\*') =f= 0. On peut donc formuler la 
condition 4a) comme il suit: r, s étant deux nombres tels que qx 8 < Qx et 

r r' 

qu'il n'existe auciui couple [r\ *'] avec — = qx<*'<*, on a Jx(PltQxí Kx(r98) = 

= 0; une remarque analogue s'applique á la condition 4b. 
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done 
An C qlf p2. q2). (11) 

D'autre part, 
2rr [6>,. 02] x^e, — 02) + *01 < —1 < (12) 
<1 

Choisissona maintenant deux nombres T„ T2 de maniěre que 

n > c,q. r, > qh q2 < — r,4 (j --= 1. 2). Tl* = T , t i») (13) 
H 2 " ^ ( r j F2(r2) 

et que, étant défini par 

= 8r,») (; = 1,2), (14) 
FÍ(QÍ) 

on ait 
F Á Q i X i q - 1 (/ = 1 . 2 ) . (15) 

Pour 0 <Ln<mf j = 1.2 soit ©. M Tensemble de tous les couples 
[Vy w- q] avec 

1 v 1 
{VÍ. w,q} = 1. r: < ir/q < 2r>. * H < ' < + i . (16) H/ 'H ' A = ttvq -•= 1 w./q 7 

Soit le nombre ďéléments de alors on a (voir le Lemme 1) 

<S,> ^ 2 o M«>) - §2 W> - 3 ) > i ^ Iž) 

et évidemment w <[. 4r;2q "2. 
Soit (£/ř Tensemble de tous les rectangles C(i\, í^q. v2. w2<\), oii 

m—l 

fri- "iq] € (5l w, [% q] € soit (£ = £ Soit il/„ le nombre cťélé-
ments de Tensemble (£„: alors on a Mn > ir12T22q"4. 

Soit C^i, u^q. v2l tr2q) le reetangle eoneentrique avec C(vltu\qf 
v2• řr2<j) € dont les cótés (parallěles aux axes des coordonnées) sont i •> i <•> 

llíiFl "í 

Soit / = 1 ou j — 2. 0 <1 n < m, iv}q] e (3y Alors on a 
10) Observons que TJ2(F;-(T.-))—1->-00 pour ry->oo. 
n ) o, peut étre défini si ry est assez grand et Ton a Oj—>oo pour r,—>oo* 
12) En effet, Wj étant donné, vf doit parcourir tous les nombres entiers 

d iui intervalle de longueur ?<•,-—2, premiers avec Wj et non divisibles par 
q > 32. 
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\FAwf i ) . (u;yq)-2 ^ T, * < / . ^ r 2 : 

Vj _ ^ J ^ _1_ q 
w,q i,M — w,q 2r, " 10r/2 ? 

^ ^/(^q) 1 1 1 q # <*;> + 1 w /q (w,q)2 (w\-q)2 ' 4r ; 16t,2 

v r et si Ton a aussi [*/,-. w'.ql € (5/w. -V- > -—-

on a 
q q J O _ «> ^ Wf(\ (w>q)2 4ry2 ry2 8r,2 ' 

Done. pour C(vv u^q. ť2, w2q) * on a 

C(i\, u\q, r2. w2q) C u\q. r2, w2q) C (17) 

et les ensembles C'(vx, wLq. t?2í w2q) sont disjoints deux-á-deux. 
Soit Rn le nombre de tous les éléments de (£n qui sont coupés par la 

droite 9?; soit 
+ + Ao - 0 ( V + V > 0) 

l'équation de 91. Choisissons a (a = 1 ou a = 2) cle sortě que 

i A„ | = Max ( I K | h I ) 

et posons 6 4= a (b = 1 ou b = 2). Soit Tensemble de tous les points 
02] e tels que 

1 o \ V r22 / 
Faire de est au plus égale íi 

(1 1(5! j V T T , « / 4 \ Tt« r*2 I 

(en effet, 0h ne peut pas quitter un certain intervalle de longueur q" 1 et> 
0b étant donné, @„ est restreint a un intervalle de longueur 

* L . / L V + l A J k 
16 I ;.„ ! \ r,2 ' r22 / 

Si C(f„ u\q, v2. u'2q) e (£„ est coupé par 9?, on a C"(r,. M.',q, v2, w2q) C 
C (en effet. si A^ + + A, = 0, | <5,. — 0 J ^ qr" 2 , on a 

16TJ2 1«T2* 
d2 

í t a n t o. . a (VOÍr ( 1 3 » 9»r 2T 2 - Tj T2 
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1 / 1 1 \ 2 V V 1 T L»TT« 

Soit (£'n Tensemble de tous les éléments de (£;J qui ne sont pas coupés 
w— 1 

par 9v; soit <£' = 2 s o i t M 'n e t M ' l e nombre ďéléments de (£'n resp. 
n - o 

de (£'; alors on a 

Mh' == Mn — Rn> i Wq-*, 

M i n ^ . 8 q* ^ 27q3 > = 1,2 q* 

Soit j = 1 ou j = 2; soit i = 2 pour ; = 1, i = 1 pour ý = 2; soit ^ 
Tensemble de tous les couples [r, avec q. 5 < 2T; et tels qu'il existe 

m— 1 
un couple [vJf ir;q] € 2 <3,> avec 5 < wyq, Jfa, wjq) 5) #= 0, 

n = 0 

7"' 7* mais qu'il n'existe aucun couple [r\ s'] avec g, s' < 5. — = — (done, s s 
T T$ 

|>, s]y [r', s'] é*ant deux couples différents de on a — 4= —,). Soit 

Tensemble de tous les C(vlf r2? tr2q) € d, pour lesquels il existe au 
moins un [r, .9] c ^ avec 

9, ^ * < Jjty, wj<\) Kf(r, s) 4= 0. (18) 

Pour chaque t, soit ^ ř Tensemble de tous les couples [r, s] € avec 
2l ^ s < 2M 1 et soit <5)/ t Tensemble de tous les C(vv u^q, w2q) € (£ 
pour lesquels il existe au moins un couple [r, a] c ^ ř avec (18). Z>; resp. 

, étant le nombre ďéléments de resp. de <®> ř, on a 

t 

Les relations (18), oii [r, € ^ t entrainent Jj (pp Ár;(r, «) + 0 
T VÍ (voir (11), (17)); done — 4= — (car, dans le cas contaire, on aurait r — p}i s qj 

8 = qf d,aprés la définition de ^ et l'on a J}(Pj, qf) Kj(pjj qf) = 0) et 
f "V' - =(= • (car 0 < 8 < tv4q, {vjt w.q} ~ 1); done 
3 Wj(\ 

1 <JL< * (20) 4T;2e ~ Wj(\s Wjq S\— 3 s2 (w?q)2 2« 
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Si ^ t 4= 0, on aura donc 

Les inégalités (19) admettent au plus 

r 
solutions en — avec 2ř < s < 2M1 et, r, s étant donnés, (20) ad met au 

s 
plus 

4 i l í l + 1 

í/ • 
solutions en —— avec r, < w,q < 2r.. Enfin, w étant donné, Tin-

Wj q ' ~ ' 
dice n, pour lequel w;ql € <3;> est déterminé ďune maniére uniformě 
et © fn contient au plus 4rť2q~2 éléments. On a donc 

Mais, pour nos valeurs de t, on a 

> 1 (voir (21), (10)), 

4^,(2') 4T* ^ 4Fi(ei) 4 1 . 
2« ' q eř 64 * q 4 " qí1,^,) ^ 

(voir (21), (14), (15)), de sortě que 

D . < 2 » r 2T 2 V p.ř2n < _ L T 2r 2 < r i V Min ^ ^ 

2'> 

(voir (10), (9)). 
L'ensemble (£' — (§>1 + ©2) a donc au moins 

M ' - ( D l + D 2 ) > ! ^ M i n ^ > 0 
; = 1,2 

éléments. TI existe donc un n et quatre nombres wl9 r2. w2 tels que 

0 ^ n < m, |>;, tr.q] € <3,.n (/ = 1, 2), 

0(1-!, t^q, r2, w2c\) e <£' — + $2). (22) 

En posant Pj — vr Q} = t*»;-q (; = 1, 2), on voit que les conditions 1, 3, 6 
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du Lemme 2 sont satisfaites (voir (10'), (13), (16); (17), (11), (12)); de méme 
les condition 4. 5 (voir (22), la definition cle (£', 'JV, ^V et la remarque9)-
Enfin, on a 

Fíl \ = WTTV T' - Qi < 2t>' 

done (pour j -= 1 .2; i — 1. 2; i 4= j) 

FAQi) < Fs Ti) , FÍ(QÍ) 
Qi2 ú Tt - a Qř • 

ďoii la condition 2. Le Lemme 2 est done démontré. 

* 
* 

En conservant les suppositions et les notations du Lemme 2 et eir 
ordonnant toutes les droites ylOl + ?/202 y0 --- 0 (yY2 -f y/22 > 9) dans 
une suitě 9v>> • • •> o n peut définir (á 1'aide du Lemme 2) six suites 

P*.n> x\,>r (w L 2, . . .) 

jouissantes des propriétés suivantes: 

1. 0 < qjA < qt,0 < . . . (7 —— 1.2); xx n 00 pour n oc. 
2. r ( P l CC(P, .«> 71.ťž.n' Í2,M/' 

3- ři.» « < ÍI.» m => JÁV\.n i i- 1) Ki(r,«) = 0; 
92.,, ú s < li.,, i I => JÁP->.„ + V Q>.„ I) A't(r, «) = 0. 

4- C'(ř,.w , „ ?,,„ H, p,!n,„ q,_n i l) = 0. 

I ̂ ..„(©i — ©1) + *»,« I < V(*..»)-
11 existe précisément un point [0V 02] uui est contenu dans tous les 

rectangles C(p, „, q,,,, p.,,,, q.,,,) (v = 1,2 ). Done 
a v>.» ^ FAfii.») . Uj - . 

?;> — </.;,u2 

ďaut-re part, 6' > qf x, il existe un n tel qne qjn <1 s < qj%n V\' ďoii 

(voir 3) 0 j > 2 pour chaque r. 

Ensuite, les nombres 0X. 02 sont indépendents d?aprés 4) et. ďaprés 
5), rinégalité \x1(01 — 02) + x01 < posséde une infinité de solutions 
avec > 0: la premiére partie du théoréme 4 est done démontrée. 
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§ 3. Démonstration de la deuxiěme partie du théoréme 4. 

Lemme 3. Soit F{í) une fonc tion eontinue. non croissnnte et posi-
rc 

tive pour £ > 0; soit F(n) une série convergente. Pour <} > 0, 
» i 

posons 

./(/,v) '' - ! ^ . ' i q -1 q- q q1 / 

* , „ „ , > _ ' « ? ! . ' f ' W 
7 c/- 7 .i 7-

Alors, y>. 7 étant deux nombres tels cjue {/>. 7} --- 1, 7 > c^P) et t 
étant un nombre queleonque plus grand que 7). il existe un ensemble 
fini 3JÍ. jouissant des proprietés suivantes: 

1. Chaque element de 1'ensemble est 1111 eouple de nombres 
entiers [P, Ql 011 {P. Q} - 1, t<LQ <2t. 

2. Le nombre d éléments de 9?! est plus grand que 

JL ,2. 
200 qA 

3. [P, Q] étant un élément queleonque de et r, s étant deux 
nombres entiers tels que q s < Q, on a J(P, (?) 7v(r, 5) -- 0.13) 

4. Pour [P, (?] € 90Í soit J ' (P , (?) 1'intervalle fermé de longueur 

concentrique a <?); alors on a J (P , Q) C «/'(P, C •/(/>, g) 
-p (7) 

pour chaque [P, (?] € íOí et les intervalles J ' (P , Q) (pour tous les couples 
[P, (?] € 9PI) sont disjoints deux-á-deux. 

00 
Démonstration.14) La série £ F ( 2 h ) est une série convergente, 

n = 1 
F( i ) -> 0 pour i 00. Définissons c4(F) = d de sortě que 

1 Jy/2 _ 1 1 
F(d) < . — > 32. 28 2 ^í2") < • <2:*) 

S P(r/) 128 200 
4 F(rf) 

Soient donnés deux nombres 77,7 tels que 7 > f 4 (P) , {/?, 7} 1. 
Choisissons un nombre premier q = ce(F, 7) tel que 

13) II suffit ďexiger la derniére équntion pour les nombres r, s tels que 
T' T 

et qu'il n*exi.ste aucun couple [r\sf] avec 7 — = — ;com-s' & 
pařez la considération analogue dans la remarque 9). 

14) Analogue a cello du Lemme 2, mais un peu plus simple. 
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] F ( q ) q * < Q - > < ] F(q)q -*, (24>> 
o 4 

done q > 32. Soit t > q; soit 9i Tensemble de tous les couples [r, qi/;] 
tels que 

[la derniére expression est < v , -> IM\ q + « q* /' 

est un ensemble fini; soit N le nombre de ses éléments; alors on a, 
ďaprés le Lemme 1, 

AT ^ 2 W » ) - * w - 3 ) > 1 ř«q -s (26) 
f 2t ^ 

— « ; < — 

pour ř > C7(F, g). 
Pour [>, qw] € 91, f > c8(ř\ g) > c7(F, g), on a 

v _ p _ l F(q)^ l F{q) q2 F^ F(qw) 
qw q 2 q2 — K g2 ^ 4f2P(g) ^ 4(qw)2 ' 1 7 

P + IM v__F(q*>) 1 _<Z2_ 
q q2 <\w (<\w)2 ~ « g2 *2 4*2 ~F(q) [ ' 

v v' et, si Ton a encore \v\ qw'l € 91. — < — o n a (voir (24)) 
^ qw qw 

jL 1 > A _ 1 > ? (29> 
qw' qw (qw)2 ww'q t2 ^ 4*2 f2 8í2 " 2í2P(g)' v ' 7 

Jusqu'á la fin de la démonstration soit t > c8(P, g). D'aprěs (25), 
(27), (28), (29), (23) on voit que les conditions 1 et 4 du Lemme 3 sont 
satisfaites, si Pon y remplace 9JZ par 91 (ou par un sousensemble de 9i). 

Soit maintenant ty Pensemble de tous les couples fr, s] avec g ^ 
s < 2í et tels qu'il existe au moins un eouple [P, (?] € 91 avec s < Qr 

J (P , Q) K(ry s) 4= 0, mais qu'il iťexiste aucun couple fr', s'] avec g ^ 
ť r < s , — = [Soit Tensemble de tous les couples [P, Q] € 91 8 8 

tels qu'il existe un [r, s] € ^ avec 8 <Q, J (P , Q) K(r, s) =j= 0. Posons 
" 91— 9?; soit R resp. M le nombre ďéléments de 9^ resp. de 9Ji, 

done M = N — R. Évidemment, 9JI satisfait aux conditions 1, 3, 4 du 
Leníme 316); ďautre part, ďaprés (2C), (24), on a N > iht2F2(q)q~4; 
il suffit done de démontrer Tinégalité 

15) Comparez la remarque 13). Remarquons encore: si l'on a [r, € 
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( 3 o ) 

Pour chaque u, soit 1'ensemble de tous les [r, s] e ty avec 2M <1 
s < 2"+1; soit Rh le nombre de tous les couples [v, wq] € tels qu'il 

existe un [r, #] € avec 

q^s < wq, J(i\ wq) K(r, s) =1= 0: (31) 

donc R <; ]Tiřu. (3 1) a v e c [ f entraine les conséquences 
n 

suivantes: 

A) J(p, q) K(r, 0) 0; 
p r 

B) 4= (autrement, on aurait p -- g, r = s, mais 
<7 ^ J(p, g) = 0); 

v r 
C) — 4= (car 0 <s < wq, {v, wq} = l); 

wq s 

donc 
1 ^ 1 p r 1 W 2F(í) 

^ + g* ' ( 3 2 > s 2"+>q sq = q 

1_ t; _ r 1 F(s) F(wq) 2F(2«) 
4/2u ^ wqs - wq s = 3 s2 ^ (wq)2 ^ 22" ' v 7 

Si ^ + 0, on aura donc 

9 W ) > i (34> 
^ ^ 4F(g)' 2tt St K } 

4F(q) r 
L'inégalité (32) admet au plus — — 22M+2 + 1 solutions en -- et, 

r 
— étant donné, TinégaUté (33) admet au plus 
s 

4F(V) W + l < \áF(2*) F(q) t2 + t 

22u q 22M q% 

(voir (24)) solutions en v, w avec t ^wq< 2t, {v, wq} = 1. Donc 

Mais, pour nos valeurs de u (voir (34)), on a ďune part (voir (23)) 

1 6 í"(í) o * . ^ 1 ' 92a „ \ 1-
t > m > ' 
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ďautre part, en définissant £ par 

F( 2í) J_ 

(ce qui est possible pour / > r9(F. q) > cs(F. </)), on a (voir (34)) u < 
donc 

4P(2«) F(q) 1* ̂  F(X) 2*: F(q) F(q) 1 
22u^2 ^ 22: ' MF2(2*) ' V l(>g2 ' P(2C) > 

pour f > r5(F, <y) > c9(F, q) (car C pour t oo). En supposant 
/ > g), on a donc 

* < f 2 F(2«) 1 .>u > '/ 

(voir (34)), d'ou — ďaprěs (23) — 1'inégalito (30). 

* * * 

Soient -ř7i(£), -ř^íí), 6f(f) trois fonctions continues, positives et non 
00 

eroissantes pour f > 0; supposons les series 2 n ~ l Fj(n) (i = 2), 
n == 1 

oo 
2 w (?(??.) convergentes; supposons enfin qiťil existe un nombre tel 

ii 1 
que l'on ait ™ < k pour f > 0, j = 1, 2" ) (donc i = c ^ , P2)). 

Pour q > 0, j = 1. 2 posons 

Pour simplifier les notations, nous posons 

) == Ftf), J„(V, ?) = J,(/>, ?), k„{p> q) = 7). 

si n > 0 est un nombre impair et 

FJi) = Jn(p, g) = J2(p, g), g) - K«{p, q), 

si n > 0 est un nombre pair. 

iti n i r iogFrHt) ^ 16) On a donc lim sup 
í-̂ oo log f — log2 

< 00. 
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Nous allons maintenant choisir deux suites tl9í2, . . tn. . . .; z4, z6> 
. . zu, . . . de maniére que les conditions suivantes soient satisfaites: 

Conditions A.17) 

ti > c4(Fi), k > cA(Ff), t2 > iv FM < 1, F2(t2) < 1. (AI) 
t* i . > i 2 > Max c,b(Fn, r) (n > 0). (A2) 1 r-2f„ 

7\, f , > T„ ,,, f ' ~ 2 ) (n > 2). (A3) 
tn--2 

(A4) 

1 y (> 2 * ' . , ,(/„-,) > , ( w > 0 ) ( A 5 ) 

řSA f M i 1 
80 „ 1 « * „ • ^ Fn(tn) {n > 0) (A(;) 

/„H2 ~ 150Í,. - /,m ~ l.">0ť„ 

± < ( W . . . F , _,(/»•.,))' ^ 4 ) ( A 7 ) 

/, 2»-»(3200ř«)»+U1V(<i-• •*»-i)' ~ 

^ * < '» m P o u r x^l. n> ».") (A8) 
Fn i l<'n + l) r --, r '« -I 1 

2„+, > z». 0(z„) < l. G(zn) < , °{*tt) > r 4 , (A 9) 1UJ „ Zn -^91 + 1 

2 * * < * > < S K . 

Un tel choix est évidemment possible; car les „conditions A" sont 
évidemment satisfaites, si tx est ,,assez grand" et si la suitě 

t\»f2, tói s4, t7. . . . 

croít ,,assez vite". Nous allons maintenant définir, pour chaque n > 0, 
les „couples" et les „intervalles" ďordre n et, pour n > 2, aussi les 
,,intervalles élargis" ďordre n. Pour chaque n > 0, chaque couple ďordre 

1?) c4, c5 sont définis dans le Lemme 3. 
T 

" ) (A8) est vrai pour tn + í >cn(FltFt); car £ * ^ 1 + ^ ~ = 

** /<.f i<Wi) , 2 'n f-1 
— 1 + l°g ~ n ) (voir la remarque18)). 

'' n I ivn +1) 
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n sera un couple [p, q] avec {p, q) = i , tn<iq < 2tn. Si les couples 
ďordre n sont définis pour un certain n > 0, on appelle „intervalles 
ďordre n" tous les intervalles Jn(p, q), ou [p> q] parcourt tous les couplea 
ďordre n\ si n > 2, on appelle ,,intervalle élargi ďordre chaque inter-
valle de longueur 

1 _ _ L (35). 

qui est concentrique avec un intervalle ďordre n. Remarquons que la 
longueur de Jn(p< q) (si [p, q] est un couple ďordre n) est égale á \Fn{q) q~2 

et que 
1 Fn(tn) 1 Fn(q) 1 Fn(t„) 1 

Hic tT < T =2 ~Í^-<Ť~n { n > 0 ) (36> 

(dans la derniěre inégalité, on suppose n > 2). 
Pour n = 1, 2 on ne définit qu'un seul couple ďordre n: ce sera le 

couple [1, tn]. Évidemment, Jw(l, tn) (n — 1, 2) est contenu á Tintérieur de 
1'intervalle <0, 1>. 

Pour n > 2, nous procédons par induction. Supposons que les 
couples ďordre m (et, par suitě, aussi les intervalles ďordre m (ra > 0) 
et les intervalles élargis ďordre ra (ra > 2)) sont définis pour 1 ra < n19} 
et que les intervalles élargis du méme ordre m (2 < m < n) sont disjoints 
deux-á-deux. 

Soient 71, /2, tous les intervalles ďordre n — 2; soit 1 ^ 
d ^ Z, Jn_2(P> Q)' Désignons par Tensemble SSJldu Lemme 3, 

ou Ton pose tn au lieu de t, Fn au lieu de F (on peut appliquer le Lemme 3, 
car cA(Fn) < *n„2 ^ q < 2tn_2, tn > c6(Fn, q) ďaprés (Al), (A2)). Les 
éléments de Tensemble 90ti + 90?2 + • • • + seront appelés les couples 
ďordre n\ par la sont définis aussi les intervalles et les intervalles élargis 
ďordre n. Observons (voir la condition 2 du Lemme 3) que chaque inter-
valle I'1 — Jn_2(p, q) ďordre n — 2 contient au moins 

1 ÍWI?) 1 Fn-.-2*(tn-2) 
200 q* tn > 3200fc2 ln-~š n ( } 

intervalles ďordre n; ensuite que 

_1_ _ 1 tn-* 1 q* __ 
Tn 2 tjFn-2(tn-2) = 2 tn*Fnl2(q) ' 

Donc (voir la condition 4 du Lemme 3) les intervalles élargis ďordre n 
sont disjoints deux-á-deux et ehacun ďeux est contenu dans un intervalle 
ďordre n — 2. De plus, chaque intervalle élargi ďordre n contient préci-

l f) Chaque couple [p, q] ďordre m satisfaisant aux conditions {p, q} = 1, 
tm Ú9< 
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sément un intervalle ďordre n et, inversement, chaque intervalle ďordre n 
est contenu dans un intervalle élargi ďordre n. 

Ayant défini ainsi, pour chaque n > 0, les couples, intervalles et 
(pour n > 2) intervalles élargis ďordre n. considérons le pian euclidien, 
dont les points seront désignés par [0Xy 02]. Posons (j) — 1 pour j = 
= 1, 3, 5, 7, . . . et (/) = 2 pour j = 2, 4, G. 8, . . . A étant un intervalle 
ďordre n (n > 0) et B un intervalle ďordre n + 1. nous allons appeler 

reetangle ďordre n" l ensemble de tous les points [0X. 02] tels que 

& (n)eA, 0 ( b M ) Í J B . ^ (38) 

De méme. A étant un intervalle ďordre n (n > 1) et i? un intervalle 
élargi ďordre n + 1, Tensemble de tous les [0Xy 02] avec (38) sera appelé 
un ,,recta-ngle moyen ďordre n". Enfin. A étant un intervalle élargi 
ďordre n (n > 2) et B un intervalle élargi ďordre n + 1, Tensemble de 
tous les [0Í9 02] avec (38) sera appelé un ..rectanglc élargi ďordre 7&". 
Nous avons ainsi défini les rectangles, rectangles moyens et rectangles 
élargis ďordre n pour chaque n > 0 resp. n > 1 resp. n > 2. On voit 
que chaque reetangle élargi ďordre n contient précisément un rectanglc 
moyen ďordre n et que chaque reetangle moyen ďordre n contient 
précisément un reetangle ďordre n. Inversement, chaque reetangle 
ďordre n (n > 1) est contenu dans un reetangle moyen ďordre n qui, 
á son tour, est (pour n > 2) contenu dans un reetangle élargi ďordre n. 
Les rectangles élargis du méme ordre n sont disjoints deux-á-deux 
(n > 2); la méme remarque s'applique aux rectangles moyens ďordre 
n (n > 1) et aux rectangles ďordre n (n > 0). Enfin, chaque reetangle 
moyen ďordre n (n > 1) est contenu précisément dans un reetangle 
ďordre n — 1. 

II existe précisément un reetangle ďordre 1; chaque reetangle 
ďordre n contient au moins 

1 * n2(tn) . 2 mv 
3 2 0 0 t f ( S ' } ) 

rectangles ďordre n + 1. 
Soit Tn la somme de tous les rectangles ďordre n (?& = 1, 2, . . .); 

done Vx D V2 D Vz Z) . . • et les ensembles Vn sont fermés, non vides et 
contenus dans le carré 0 < @ ! < 1, 0 < @2 < 1. Posons, dans tout ce 
qui suit, 

V = v s w , . . . 

20) Done: si n est un nombre impair, Qx parcourt un intervalle ďordre n 
et 0 2 u n intervalle ďordre n + 1; au contraire, si n est un nombre pair, ©2 par-
court un intervalle ďordre n et un intervalle ďordre n -f 1. 
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Remarquons que ehaque rectangle ďordre n (n > 0) contient au moms un 
point de 1'ensemble V. 

Lomme 4. Si [0ly 02] e V, alors (j = 1,2) admet 1'approximation 
f ~2> mais n'admet pas rapproximation J íyf )^" 2. 

Démonstration. Pour chaque l 0, 01 est contenu dans un inter-
valle J2/+1 (P-zn 1> 9n f 1) d'ordre 21 + 1 et 02 est contenu dans un 
intervalle Joi rÁP^i ^ ^ 2) ďordre 21 -f 2; donc 

pour j =--• 1,2; 1 --- 0, 1, 2, . . . l)'autre part, soit s > q2; alors il existe 
deux nombres l 0, m 0 tels que qu,x<*8<q.M ] 3, 2 <15<q.,m . 4.. 

On a donc (voir la définition de 9 0 e t le Lemme 3) 

J> 1. :\(PŽI ,-a, <7>z: 3) Ar,(r, 5) - J2m+A(p»M ; Í2m-f 4) •) = 0 
pour ehaque r, donc 

pour j -- 1, 2 et pour ehaque couple r. s avec s > g2. 
Dans tout ce qui suit, on va désigner par M(xíf x2) x0) ren«emble> 

de tous les points [<9,, 02] ave(> 

0 < 0X < 1, 0 < < 1, | + 02:r2 + I < 0(x)r 

o u x = Max ( | Xj |, | x2 | ); on ne va considérer que des valeurs xx, x2, x0. 
telles que xxx2 4= 0. M(xv x2l a?0) 4= 0 et l'on va toujours désigner par x le 
nombre Max ( | ;rA |, | r2 | ). 

Lemme 6. Soient xl9 x2t x0, n des nombres entiers tels que xxx2 4= 0, 
n ^ 4> zn ^ x < z» H • Soit N le nombre des rectangles dJordre n qui sont 
coupés par 1'ensemble M(xv x2, .r0). Alors on a 

(Tn est défini dans (A3).) 
Démonstration. Soit / un rectangle ďordre n tel que 

I. M(xx, x2, xQ) 4 0: soit [rjv ry2] le centre de / et soit K le rectangle 
élargi ďordre n contenant / (donc concentrique avec /). II existe un 
point [0V 02] tel que 

I X(«)&(n) + *(" H)0(n-f 1) + | = | + 02*2 + | < G(x)f 

Vn vj < }) 
tem ==: q>iM2 

0r~ 
r 

> l « t-8 

i 6><» ~ >k» I ̂  í m ) tr - U = n ; n + 1) 
(voir (36)). Définissons le point í2] p«r les équations 
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C(n-H) = ®{n\ \y X(nČ(n) + í I) + ~ 
ďoii 

\o r i 0 { x ) • 
i •*-<»•>; 

!C(m) — i/(n)i< l FH(tn)tn-* + G(x) |r(ll)i-'< * Fn(tn)t„-*+ ^ < g L 

(40) 

(voir (A9), (A4), (A3)), 

* n f i 

Mais K est l'ensemble de tous les points [01? 02], ou 0O) parcourt 
/ 1 1 

rintervalle ij{j) — ^ , rj{j) + ^ x 0" = n, n + 1), done (voir (40), (41)) 

[Ci, C2] € K» Le segment composé de tous les points [0^ 02] avec 

xl0l + x202 + x0 = 0, [0V 0 2 ] € K (42) 

contient le point [£i, C2]. S'il contient un point de la droite 0 (n) = ij(n) — 
~ W n o u d e l a d r o i t c &(n) = V(n) + W / s a , o n 8 u e u r e s t > ( 2 — 

M * > * ; dans le cas contraire, le segment (42) contient un 
O I 1 n 4i n 

point de la droite 0 ( n ; 1} == rj{n f -f * ; le coefficient angulaire de la 
» + i 

x droite xx0x + x202 + x0 = 0 étant la longueur du segment (42) est 
x2 

\ 2 r,jTnll\ + [ X(n) j > 4Tn+l I s(n) I 

Done: la longueur du segment (42) est, dans tous les cas, 

> A = M i n ( — , V 
\4T„ 4Tnil\xia)\j 

La longueur totale du segment 

xl01 + x40a + x0 = 0, 0 < < 1, 0 < 0 2 < 1 

étant ^ |/2 < jj, on a évidemment 

X ^ j/2 * < Max |6Tn. 8T. + J 'j. 

Lemme 6. Soient xir .r2, x0, n des nombres entiers tels que X j X j 4= 0, 
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n 4, x< zn+!. Soit /č le nombre des rectangles ďordre n + 2 
qui sont coupés par M(xx, X29 XO)- Alors on a 

R < 4 8 T N , 2 T N A 3 Max (TM. TU + L 1 ^ ') . Min ™ ^ . 

Démonstration. Soit / un rectangle ďordre n qui est coupé par 
M(xj, a;2, a:0). Soit p le nombre de tous les rectangles ďordre n + 2 qui 
sont contenus dans I et sont coupés par M(xv x2, .r0). 

Le rectangle I est Tensemble de tous les points [0l9 02], oii 0(j) 

(j = TI, n + 1) parcourt un intervalle ďordre dont la longueur 

(voir (30)) est > 1 ^ et < \ F ? / . Désignons par I\ 72, . . . , / ' 
n!C tj 2, t* 

les rectangles moyens ďordre n + 1 qui sont contenus dans I. Chaque /"' 
est Tensemble de tous les points [01? 02], ou 0(/H.,, parcourt 1'intervalle 
<«n+1,^rt)1> et 0{n. 2) = 0(M) un intervalle élargi ďordre n + 2 

ft"l2> <le longueur — - - ^ (voir (A3)). Enfin, chaque 
u i-2 2 * nV n) 

rectangle élargi ďordre n + 2, contenu dans 7m, est Tensemble de tous 
les points [0l9 02], oit 0 ( n + 2) = parcourt Tintervalle 
et 0(n + 3) = 0(n 11) u n intervalle élargi ďordre n + 3 de longueur 

1 = W 

Tn + 3 2tn + 32 Fn + x (tn + i) 

Posons r = [(/?„+x — <%n+i) Tn+ď> on a (voir (A5)) 

rp to \ ^ 1 -^n + i^n + i) m ^ 9 
8 A? /n + 12 

ďoii 
1 < pn vi + i < 2 

^n 4 2 f í « 1-2 

Divisons ensuite chaque Im en r rectangles, ou chaque rectangle est 
Tensemble de tous les points [0l9 02] tels que 0 (n + D parcourt un inter-
valle de longueur — + 1 e t 0 ( n + 2 ) = 0 (n) Imtervalle 

r 
désignons ces rectangles par ZL9 Z2, . . ., ZTL. 

Si M(xX9 X29 X0) ZT 4= 0, alors il existe un point [0X9 02] e ZT avec 
| xx0x + ar202 + x0 | < O(x); on aura donc (les longueurs des cótés de ZT 

étant < 2 P ° u r °baque [0l9 02~\ e ZT 

I xx0x + x202 + x0 I < G(x) + 4* , 
7 n + 2 
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done 
I xxGx + x202 + | < 2G(x)*t) (43) 

0'est-a-dire: soit B Fensemble de tous les }>oints 02] e I avec (43); 
alors, si Zt M(x1, x2, a*0) =(= 0, on a Zř C Mais 1'aire de /? est 

- Min 1 *'<'>> 4 G ( a ; ) 
} w, n +1 2 I «(/ + !)! 

(car, pour j — n, n + 1, @2] € i?, le nombre @(>) reste dans Tinter-
valle <oty, et, étant donné, ®(/+1) est contenu, ďapres (43), 
dans un intervalle de longueur W(x) . | Xy+X) |—1). L'aire de Zt étant 
^ ÍV+2> nombre des Zt coupés par M(xl9 x2, #0) est 

<12 Min 

Ensuite, chaque Zt coupe évidemment au plus 

3 2 < 
-[• 2 ^n + 2 

rectangles élargis ďordre w + 2 (dont chacun contient précisément uit 
reetangle ďordre n + 2); done 

n . o M. FAtj) O(X) rp rp Q < 8 Min i n + 2 i n f 8 -
j = n,n + l tf i 1)1 

Enfin, ďaprés le Lemme 5, le nombre des rectangles ďordre n qui sont 
coupés par M(xXi x?. x0)y est 

< 

ce qui achéve la démonstration. 
Jusqu'á la fin de cette note, soit (pour n 4) Mn la somme de tous 

les ensembles M(xt, x2: x0) avec x1x2 4= 0, zn <1 x < zn._v 

Lemme 7. Soit n >. 4; soit Dn le nombre de tous les rectangles 
ďordre n + 2 qui sont coupés par Mn\ alors on a 

Fn(tn)Fn+1(tn+x) 4Fn*(tn)Fn+1*(tn+1)tn+2Hn+82 

V n < * ~ i n + 2 Í ň + 3 = t H' 2 _ ' 

Démonstration. D'aprés le Lemme 6, on a 

D n ^ 1\ + Z2 + i73. 
48 Tn + 2 ^n-U 

" ) Car, pour a; < zn + 1, on a > —Lltli > (voir (A9)). 
x zn M *» + 2 
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oii Zi, £2,13 sont définis de la maniére suivante: 

y rp Fn vÁtn Vl) y G(x) 
tn H i X 

ob la Bommation porte 
sur toutes les valeurs admissibles de .T», .?*«>, Â 

telles que Tn,, | x(n) | ^ 2 > ; 
F n(t„) G(x) 

- 1 n ^ ) , 

tn \X(n-H)\ 
oji la 8ommation porte sur toutes les valeurs admissibles de xl9 x2l x0 

telles que 
rp i _ i ^ rp „ -^ín) ^ ^-uCnl-l) Jft+i I x(tt) | 1 nx< S 

X(n i• i) n̂ H 
(donc | x(n) | < | * ( ,H I ) | - .r); 

^+,((„,,1 G(x) 
1 n " - ^ • i 

+ l I X(n) I 

oji la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de xlf x2: x0 
telles que 

Jrn + 1((n Ii) 
X(n + i) 

ÍVl i | X(n) | < Tnx, X{n) > 
tn + l2 

Bemarquons: x étant donné, on a ou bien xx = ± x, 0 < | x2 | ^ x 
(ce qui donne 2x valeurs possibles pour x2), ou bien x2 = n: x> 0 < 
< I xi ! ^ x» ďautre part I x0 | < j xx | + | x2 | + G(x) < 2x - f 1 (car 
0(x) < 1 ďaprěs (A9)), ce qui donne au plus 4x + 1 < 5x valeurs 
possibles pour x0. En tenant toujours compte des ,,conditions A", on 
peut calculer comme il suit: 

Ex ^ 40Tn+X + J 2 * G ( x ) 

40 2 Fn(tn) Fn + iitn + i) l 80 _ 
12000 tn 

l — = —\i \ 12000 150/ 

— / 2 * / . 2 'n znx<in¥l X řn-,1 

< 40 rjM Fa+l{u+l) 2 x o(x) < ± FnM . 
<n +1 zn r-znf l lot) tn 

Enfin, on a (dans Z*3, on a ITnll | x(n) |< Tnx, donc (voir (A 3)) 
1^)1 < d ' o í l lx(/i+])l = x ) 
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2 20 x G(x) 2 4 
řn + i ^n + lCn + l) 

. ^ ť ^ + l ^ + l) . ^ 1 FnVn) Fn + ̂ in + t) < 40 řn-H < -
tn + i2 1»0 tn 

ce qui achěve la démonstration. 
n—l 

Pour n 4, posons <zfJln = 2 ^m (done <3Jt4 — 0). 
m=4 

Lemme 8. Soit n ^ 4; soit le nombre des rectangles ďordre w + 1 
qui ne sont pas coupés par Tensemble 9!Jln; alors on a 

(44) 
oil 

_ (FM.. . Fn(tn))* , 
A n — - - l n + i l ,n + 2 » 

2^(3200Jfe2)»í12í22(*l...*n)2 

done r n > 0. 
Démonstration. II existe précisément un reetangle du premier ordre 

et chaque reetangle ďordre n contient au moins 

1 Fn*(tn) , 
~ ~ í«i2 

3200&2 <n4 

rectangles ďordre n -f 1 (voir (39)); done (44) est vrai pour n = 4. 
Supposons done que (44) soit rempli pour un certain 4 et remarquons 
que 90?n+1 = 9DÍ,, + Mn. Le nombre des rectangles ďordre n + 2, non 
coupés par Tensemble yjlnf est au moins égal á 

r 1 Fn+12(tn + í) ^ v 1 i í ,n+12(fn+1) 
i n n r; , ln + 3 ^ An ~~77T , ř»+3 — ZAn + i> 3200k* ín+14 3200A-2 

parmi ces rectangles, il y en a (voir le Lemme 7) au plus Dn qui sont 
coupés par Mn\ mais ďaprés le Lemme 7 et ďaprěs (A7), on a 

4 FAln) ^„ + i2(í„ + i) . „ g , „ 
JJn < 3 2 " A « + l> 

ce qui achéve la démonstration. 
00 

Lemme 9. V - 2 Mm 4= 0. 
w 4 

oo 
Démonstration. Dans le cas contraire, on aurait F c 2 ^mí l®8 -̂ m 

m«=4 
étant ouverts et F étant fermé et borné, on pourrait trouver (ďaprěs le 

n—l 
théoréme de Borel) un ? i>4 tel que Vc 2 Chaque reetangle 

ro = 4 
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ďordre n + 1 contenant au moins un point de V, Pensemble (3Jln coupe-
rait tous les rectangles ďordre n + 1; on aurait done rn = 0, ce qui est 
impossible ďaprés le Lemme 8. 

• * * 

Pour achever la démonstration de la deuxiěme partie du théorěme 4, 
ao 

choisissons un point [<9j, 02] e V— 2 ^ m (il existe un tel point, ďaprěs le 
wi — 4 

Lemme 9). Pour chaque xx, x2, x0 avec xxx2 =|= 0, Max ( | | a?a | ) = 
= x z4, on a 

| xx0x + x2&2 + J;0 | G(x); (45) 

ďautre part, ďaprěs le Lemme 4, le nombre 0f (j = 1, 2) admet Pappro-
ximation Fj(£) 2, mais n'admet pas rapproximation }Fj(£) Done, 
les nombres 0Xi 0 2 sont irrationnels, ďoii 

y0x + 2 = 0 => y = z = 0, y02 f z = 0 => y = z = 0; 

ďautre part, ďaprěs (45), 

xxx3 4= 0, xl0l + x202 + x0 = 0 => 
XFOXFO 4= 0, | XXZA0X + X&102 + XFA | = 0 < G(XZA) 

^ X^Zf — ^2^4 — x0r4 = 0 ^ xx — 3*2 — X0 ~ 

done les nombres 0l9 02 sont indépendants. 

RÉSUMÉ. 

Soit y(0x, . . ., 0n) la borne supérieure de tous les nombres pour 
lesquels 1'inégalité 

I xx0x + . . . + Xn0n + .r0 | < X-* 

(oii 0 < Max ( | xx |, . . ., | xn I ) = x) admet une infinité de solutions en 
nombres entiers xx, . . xn, x0. En ajoutant la condition xxx2 . . . xn =4= 0, 
on obtient la définition de y'(0lt . . ., 0n). Dans la note actuelle, on déter-
mine les bornes précises de y(0lf 02) et de y'(0lf @2), les nombres y(0x), 
y(02) étant fixés ďavance ďune maniěre arbitraire. 
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