Jarnik, Vojtéch: Scholarly works

Vojtéch Jarnik
Sur un probléme de M. Cech

Véstnik Krél. Ces. spol. nauk 1938, No. VI, 7 p.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500502

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500502
http://project.dml.cz

VL

Sur un probleme de M. Cech.")
Par VOJTECH JARNIK, Praha.

(Présenté le 11 mai 1938.)

Dans tout ce qui suit, P est un ensemble infini de puissance X,; les
types grecs désignent des nombres ordinaux (= 0); w, désigne le plus
petit nombre ordinal de puissance X,.

Faisons correspondre, & chaque ensemble M C P, un ensemble
uM C P tel que

u) =0, MCP=MCuM; MCNCP = uM C uN.

Alors on dit que u est une topologie de 1’espace P, ou bien que (P, %) est
un espace topologique. La topologie u sera dite ..du type 4, sil’'on a

M+ NCP = u(M+ N)=uM + uN.

(P. v) étant un espace topologique, définissons «*M pour M C P, £ > 0
comme il suit:

wM = ubl, v**'M = uw(u*M) pour & > 0,

WM = > w'M, si £ est un nombre limite.
O<n<t
Soit (M) le plus petit nombre ordinal £ > 0 tel que u*M = u**'M;
on a donc évidemment 0 < ¢(M) < w,,, pour M C P; ¢(9) = ¢(P) = 1.
Soit enfin G(P, u) ’ensemble de tous les nombres @(}M) pour tous les
ensembles M C P. C'est la structure de I’ensemble G(P, x) que nous
allons étudier.

1) Le probléme résolu par le Théoréme 1 de cette note a été posé par
M. E. Cech dans son article »Topologické prostory* (Espaces topologiques),
Casopis 68 (1937), D 225—D 264; voir les problémes VI et VII & la page
D 234. Nous employons, dans cette note, la terminologie de I'article cité de
M. Cech.
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Lemme 1. Pour chaque x < o, soit donné un ensemble B, C P de
putssance R,. Alors il existe un systéme d’ensembles disjoints (', C P,
définis pour tous les x < w,, tel que chaque ensemble C B, (x < w,. i < 0,)
posséde la puissance N,

Démonstration. Sans restreindre la généralité, supposons que P soit
I'ensemble de tous les nombres ordinaux & <X m,. Soit L I'ensemble de
tous les triples {x, 4, u}, ol x < w,, A < %, u < x, ordonné dans l'ordre
lexicographique (c’est-a-dire. {x', ', u'} < {x, 4, u} signifie que l'on
a ou bien x' < x, ou bienx' = ». A’ < A,oubienx’ = », A' = 4. 1’ < p);
donc L est bien ordonné. On voit aisément a 1’aide de I'induction trans-
finie que I'on peut, & chaque {x, 4, s} € L, faire correspondre un nombre
ordinal a(x, 4, 1) € B, de maniére que

N, A ) =ald, A p) =5 A=2, p=p'2

Soit enfin (pour i < w,) (', I'ensemble de tous les nombres x(x, 4, i) tels
que 1< 2, 1t S ox < o,

L’ensemble de tous les » tels que ¢« < » < w, ayant la puissance ¥,,
les ensembles (', jouissent évidemment de toutes les propriétés deman-
dées.

Lemme 2. Soit M un systéme additif3) de sousensembles de P:; soit
DeM, Pe M. A chaque M ¢ MM faisons correspondre un ensemble udl C P
tel que

uPp = 9; Me M = M CuM,; '(‘21)
MecM, NyeM, NoeM, MC N, + Ny = uM C uN, + uN,. |

Alors il existe un espace topologique (P, v), o v est une topologie du type A
et telle que

MeM = vM =uM.

Démonstration. Pour M e N, Ne M, MCN ona MC N + 90,
donc uM C uN + u@ = uN. Posons, pour X C P
vX =ITuM.

MHYX
MEM

On a donc évidemment vM = uM pour M e Met 9 =9, X CYCP =
= XCvXCvYCP. Pour MeM, NeM, ona MCM+ N, NC
C M + N,doncuM + uN C (M + N)C uM + uN, c’est-a-dire u(M +
+N)-—uM+uN Soit enfin XC P, YC P; on a

2) En effet {x, A, u} étant donné, supposons a(x’, A’, ') déjd défini pour
tous les {x', A', u } eL tels que {x', ', u'} < {x,). p}. L’ensemble de tous les
systémes {x', ' p'} << {x, A, u} possédant une puissance < ¥,, on peut trouver
un nombre ordinal ofx, A, u) € B;, différent de tous les nombres x(x’, 4’, u')
avec {x', A, u'} < {», 4, p}.

3) Cest-d-dire MeIN, NeM = M + NeM.
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(X =-Y)=IuL= II uM+ N)y= Il uM + IT uN =X + vY.
I)X+Y  M)X, M MYX NyY
Lém NiY.Nem MR Ném
Théoréme 1. Soit H wun ensemble de nombres ordinava:. pour
qu'tl existe un espace topologique (P. u) tel que H = G(P, u), il faut et il
suffit que H jouisse des proprietés suirantes:

1 1eH.

2 veH = 0 < v < wyy,y-

3. Soit > 0 un nombre ordinal: 8il cxiste un nombre ordinal & tel
que £+ e Hyonaausst f e H.

Démonstration. 1. Soit (P. ) un espace topologique, H = G(P, u).
Les propriétés 1, 2 sont évidentes. A l'aide de l'induction transfinie, on
voit tout de suite que

E>0,y>0, MCP =5 """ M = u’(u*M).
Donc: silona £+ f=¢(M), £>0,>0, MC P, ona f = ¢u‘M),

d’ou la propriété 3.

T1. Soit donné un ensemble H. jouissant des propriétés 1, 2, 3. Nous
allons définir, pour chaque 7 < ,,,. deux ensembles 7', V', jouissants
des propriétés suivantes:

10. T, CV,CP.

20. Lesx ensembles T,, V, — T, P-— 1 possedent la
puissance X,

30. Pour ¢ 4 7, I'ensemble T, — T', posséde la puissan-
ce N,

L’existence d'un tel systeme d’ensembles 7', 1, résulte du Lemme 1.
En effet. la définition de T,. Vo ne fait pas de difficultés. Soit donc
0 < 2 <, , et supposons déja définis tous les ensembles T,, V,, ou
7 < Z. La puissance de A étant < X,. on peut prendre les ensembles
T,. P— T, (en les répétant éventuellement) pour les ensembles B, du
Lemme 1. Posons ensuite T, = C,, V', == C, + (), ou (', sont les ensem-
bles du Lemme 1. Done: T, V, —T,. P — V', D (; ont la puissance R,;
et. de méme. les ensembles (n < 1)

T,—V,=(P—V)T,2CT, Ty—V,=TP—V,)=C(P —V,)

ont la puissance %, L'existence du systéme des ensembles 7', V, pour
7 < o,., est donc assurée (induction transfinie).

Rangeons maintenant tous les nombres a ¢ H (en les répétant éven-
tuellement) dans une suite transfinie

O N Y
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du nombre ordinal w,,,. Rangeons ensuite, pour chaque 7 < w,,,, les
éléments de 'ensemble V, — T, dans une suite

a, (0 &<, A, = Max (o, ,))

n
du nombre ordinal 1, sans répétitions (c’est-a-dire a,, =a,, = § = y).
Pour < @,,,, 0 < &£ < &, posons

8,:=T,+ > (a,) (en particulier S, , = T,); (1)
0==p<$

done
T,C8,:CV, (2)

Divisons tous les sousensembles de P en trois classes N, N, P:

a) M e IM signifie qu’il n'existe aucun S, , C M.

b) M € N signifie qu’il existe un S, , C M, mais qu’il ex iste auss
un S, D M.

¢) MeP signifie qu’il existe un S,, C M, mais qu’il n’existe
aucun S, , D M.

Soit M C P; définissons M comme il suit: pour M ¢ N soit uM =
= M; pour M € P soit uM = P. Soitenfin M e N; ona 8, ,CMHCS,,
pour des valeurs convenables 7, &, 4, u; donc (d’apreés (2)) T, C M C V,,
T,— V,= 0. dou (voir 30) 1 = 7. Il existe donc un 5 et un seul tel que
8,0C M C Sp,s,; soit &y le plus petit nombre ordinal & tel que M C S, .,
done 0 < &, < «,; alors nous définissons

uM = Spy+1 pour &y < o, (3)
uM = Spsy pour &y = «,.

En particulier
uS,: =8, ., pour & < «x, uSy, = Spa,. (4)
Evidemment u = 0, M C uM C P pour M C P. Soit donc M C
CNCP. Pour MeM, on a uM =M CNCuN; pour MeP, on
a aussi Ne P, donc uM =uN =P. Pour Me R, on a Ne N + P;
pour NeP, on a uM C P = uN. Il nous reste donc le cas M eN,
N eR. Dans ce cas, on a S,,_;. CMCNC SM pour des valeurs con-
venables 7, £, 4, u, Aot T, CV,, donc 4 =n (d’aprés 30). D’apres
M C N onadone &, < &y, d’ou (voir (4), (3), (1))

uM = ’USq,EM C uSq,eN = uN.

Donc » est une topologie de ’espace P.
A l'aide de l'induction transfinie, on voit tout de suite que

u*S, =8, :.. POUr & >0, &£+ x < .
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On a donc pour 0 < € < «,
q’(‘qq,s) = ﬁ’

o # est défini par I'équation & 4 f = x,; mais x, ¢ H, donc (voir 3)
(S, ;) = fe H et évidemment (voir 1) ¢(Sy,,) = 1 ¢ H. En particulier
?(S,,0) = x,, d’'our
G(P,u) DH.
D’autre part, soit M C P. Pour M e M + P, on a ¢(M) =1e H;
pour M € N, on a p(M) = ¢(8,,) e H pour des valeurs convenables 7, §

(voir (3), (4)). Donc
G(P,w)C H.

En particulier, il existe une topologie « de l'espace P telle que
G(P,u) = E (0 < x < w,,,). D'une maniére plus précise, nous allons

démontrer le théoréme suivant:
Théoréme 2. Il existe une topologie v du type A de Vespace P telle que
GP,v)=E (0 <a<w,,,).

Démonstration. Démontrons tout d’abord — & 'aide de I'induction
transfinie — l’existence d’un systéme d’ensembles

8, CP(0<n<w,, 0 &)

n
qui possédent les propriétés suivantes:
100. S, ,,C S, pour pt < A.
200. S,, = X 8, .. si & est un nombre limite.

N=a<t
300. Chacun des ensembles (ou & > 0 est un nombre
ordinal fini quelconque et ou 4 > u)

k
S'I.O’ S'I-“_Sﬂ.ﬂ’ P_'le'”"’i

L .
posséde la puissance X,.

400. Si 4 > y, si k > 0 est un nombre ordinal fini et si I’on
an+n pour s =12 ...k alors chacun de deux
ensembles

k k
S0 ""_ZI Sniynis S,.—(S,,+ Zl Sning)

posséde la puissance R®,.



] Vojtéch Jarnik:

En effet, soit 1 <t <w,,, et supposons les § ,(0< &< n)
définis pour 0 < % < 7.4) La puissance de t étant < X, on peut, dans le
Lemme 1, prendre pour les B, (en les répétant éventuellement) tous les
ensembles de la forme

3 &
N P z qu' Ny S Z AS"”,!'I(! S,}_}, - (S"_” + ‘_ZIS'H!'H)

i=1 i=1

S, S

n2 =

-8

(k>0fini, 0<p<tr.0<m<tr,yp=*Engpouri=1 ...,k
0 n<iz ).
Rangeons les ensembles C, disjoints, que I'on obtient d’aprés le
Lemme 1, dans une suite (sans répétitions)
(-,0’ C'lv e Crw (1".:-1
du nombre ordinal y + 2. ot y = Max (w,, 7); done C,C, 0 = 4 = p.
Posons pour 0 < <t

Sv,s = Cw-l + z C; (Sr,o = Cw-;-l)‘

0.S2<t
Les propriétés 100, 200 subsistent évidemment aussi pour 7 = 7. On
a ensuite (pour k& > 0fini, n, < 7, u < 1)

Srll— y!l; S S DC

T

(z S"U"l + Sr v) == (P 2 S'Iu'h) (P Sr 1) ) (P Z S'h"h) Cu

i=1

d’olr la propriété 300 pour < 7, n; < t. Soit enfin & > 0 un nombre
fini, 2 > g, 77,- <ztpourl 1<k, 9 pour 1 < i < k; alors on a%)

‘.
10 Z S’h n; = (P_Z S’)i-'li) C"p-H:
i=1
l.
w0 T 7 (Z Sn,-. ni + Sr,r) D (Sn..ﬂ — Z S'h"'h') ('v-:
(Sru + Z S'h ’7') D C (P z S'li-'li);

i=1

k
- (Sm " + z S'h "i + Sr 1) o) C (Sy;, ql,/l + zz‘g'li"’i));

:.._.

donc 400 subsiste aussi pour n < 7, 5, < 7.
Soit I le plus petit, systéme additif contenant les ensembles 9, P,
S,:(0<n<wm,,, 0 &< 7). Posons

up =0 uP =P, uS, .=8, ., pour &£ <, uS,,=8§,,. (5

4) Le cas =1 est banal.

5) En posant Z Sping = 9-
i=2
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Done 8, ,C u8,,C uS, . pour 1 < &
n

Soit S',.s C Z Supti, ot m > 0 est fini: d'aprés 400, il existe un
i=

m

indice i (1 < i< m) tel que n; == n, & = & dounS, . C > uSy,s. On
i1

a done (pour m, n finis)

m m

n n
Z S).‘.,/:‘. C ‘g'li' & = Z 'llAq).k,;l‘. C z llSq,-,E,-. (6)
k=1 i=1 k=1 i1

Par raison de symétrie, (6) reste valable si 'on y remplace partout le
signe C par -=. En posant donc (pour m > 0 et fini)

u'.ZIS'“'Si = ._Zlus"i‘si’ (7)

on a défini M pour chaque M ¢ IN d'une maniére univogue. D’apres
(5), (6), (7), on voit que les relations (A) (voir le Lemme 2) sont satis-
faites; alors il existe une topologie v de I'espace P du type A et telle que
M e M = vM = uM. En particulier on voit aussitot d’apres (5), 200 et
300 que l'on a v°S, , =8,, pour 0 < &<, v"*'S, ,=18,, =8, =
= "8, 4, ¢(S,4) = 1. On a donc

0<n <wyyy = n=9(8,,) = ne@P,v).

RESUME.

Cette note est consacrée a I'étude de I'ensemble G(P, ), défini de la
maniére suivante: soit P un ensemble infini: faisons correspondre, a cha-
que M C P, un ensemble uM tel que «d = 0 et

MCcCNcP=>McCcuM C.:uNC P.

Pour chaque nombre ordinal & > 0, définissons u*M (M C P) comme il
suit: WM = uM; «**'M = w(u'M); u'M = 3 "M, si £ est un nombre
. o<n—%

limite. Soit (M) le plus petit nombre ordinal & tel que w'M = u'+'M.
Alors G(P, u) est 'ensemble de tous les nombres @(M) (pour tous les

ensembles M C P).
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Sur les solutions approchées de I’équation
x,0, 4 x.0,+ x,= 0 en nombres entiers x,, X, X

Par VOJTECH JARNIK, Praha.
Dédié a la Mémoire d’Edmund Landau.

(Présenté le 11 mai 1938.)

§ 1. Introduction.

Tous les nombres de cette note sont réels. les caractéres latins mi-
nuscules signifient toujours des nombres entiers. Par le symbole =,
nous allons désigner l'implication logique, c¢’est-a-dire A = B signifie
que 4 entraine B. Soient donnés » nombres 6),. ..., 0, (n > 0); alors
A (O, .. .. 0,) signifie la borne supérieure de tous les nombres f#, pour
lesquels le systéme de n + 1 inégalités

pi i |
'@ -— = I--\t—‘-(z_—.l.‘...n.).q>0
gt ¢
posséde une infinité de solutions en nombres entiers p,, . . ., p,, ¢. D’une
maniére analogue, soit y (6, ..., 0,) la borne supérieure de tous les
nombres B, pour lesquels les inégalités

|20, + ...+ 2,0, + 2| <z >0

n n

(ot 'on a posé & = Max (|x,|.....|x,]|)) possédent une infinité¢ de
solutions en nombres entierq Zo, Ty, .., x,. On sait que 14 1/n <
<x(On...,0)l 0. 0Ly (6,,....0,) << © et 'on a évidemment
26) = 2(8) — 1.

\(6)), A(0,) étant donnés, on peut déterminer les bornes suivantes
pour x(60,, O,)):

3 2:7(6,) -)(02)

Mox(5- on 41 380 £

) < 2(6,. @) < Min (x(6,). (8,)).
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Et ces bornes ne peuvent pas étre remplacées par des bornes plus
précises, comme le montre le théoréme suivant:

Théoréme 1.!) Soit 2 < «;, < 0. 2 < ay < 0; alors il existe deux
nombres indépendants®) O,, O, e! deur nombres indépendants ,, n, tels que

a(60,) = a,. a(0,) = «x,. (6, @,) = Max 3 ._g?‘!_ _2_1‘2_ ;o (1)
1 1 2 2 1 2, 2 . X + l, * + l 5
x() = %1, &(9g) = g (1, M) = Min (x;. A). (2)

Ici, nous nous posons le probléme analogue pour y(@,, 6,), le seul cas
intéressant étant celui des nombres indépendants. On a évidemment

Max (x(6,) — 1, x(6;) —1,2) < (0, 0,) < (3)

et nous allons démontrer le théoréme suivant qui montre que les bornes
données par (3) sont précises:

Théoréme 2. Soit 2 < oy < 0, 2 < ay < ;%) alors il existe deux
nombres indépendants ©,, O, et deux nombres indépendants n,, n, tels que

a(0,) = x;, &(@,) = ny, y(0y, @) = Max (x; — 1, a, — 1, 2); (4)
alm) = ay, &) = &, Y(m, Me) = . (5)

Mais la question, résolue par le théoréme 2, peut étre posée d’une
autre maniére qui me parait plus naturelle. x(0,), x(@;) étant donnés,
on connait d’une maniére assez précise ’allure de la forme x,0, + =,0, +
+ x, pour 2, = 0 et pour 2, = 0; il est donc naturel d’étudier cette forme
sous la condition supplémentaire z,z, = 0. Définissons donc: 6),, .. ., 6,
(n > 0) étant donnés, soit y’(6),, . . ., 6,) la borne supérieure de tous les
nombres f, pour lesquels les inégalités

[0, + ...+ 2,0, + 2 | <z z2,...2, 0

(o I'on a posé x == Max (!, |,..., |z, |)) possédent une infinité de
solutions en nombres entiers z,, z,, . . ., z,. Si 6,, O, sont deux nombres
indépendants, on sait que

2<9'(6,,0,) < . 4 (6)

1) V. JARNIK, Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 89 (1932), p. 403—438.

?) Deux nombres 6,, @, sont appelés indépendants, si x,0,+ 1304 x,=
=0=>z,=2,=2,=0.

3) Pour éviter des complication: purement techniques, nous ne considérons
que le cas a; < oo (=1, 2).

4) C'est un cas particulier du théoréme 3 de mon article Uber die an-
geniéherte Losung der Gleichung z,0, +...+4 2,0, + z, = 0 in ganzen Zahlen.
Casopis 66 (1937), p. 192-—205. Mais la démonstration de ce cas particulier
étant trés simple, je vais la réproduire ici.
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Pour démontrer (6), il suffit évidemment de montrer qu’a chaque ¢t > 3
on peut faire correspondre quatre nombres 1. x,. r,. I, tels que

T2t @, # 0, | 0, + 2,0, + 1y | < 2077 < 1827 8)

(ot 'on pose a .~ Max (lay |, [£a]) et de méme dans ln suite y =
=Max(|y |, y2!). 2 == Max (|z |. |2 ])). Soit done ¢ > 3; il existe
trois nombres y; tels que®)

Ho vy =L0<ysSt B +40+pl<t =y (O

Si y,y, + 0, il suffit de poser T = ¢, x; = y,. Soit done p. ex. y, == 0 et
posons ! 1,0, + y, | == v * (donc T > t). Il existe trois nombres 2; tels que
(2.2, 2} =1, 0 <2< [r] + 1 < 27, 8)

|20y + 20, + 2 | < ([7] + NP< v

Si l'on avait z, = 0, on aurait — d'apres (7), (8) et d’aprés la défi-

nition de r — d'une part %’ * 2 , d’autre part |yez — ¥z | <
1

<(|la|+|®]) T2 <3 <1 — contradiction. Donc z, % 0; po-
SONS T, = ¥, + €2, Xy = £23, Ty = Yo + €2y, O € = £+ 1 est choisi de
fagon que x; + 0; alors on aura

TSt 2% 0, x <31, [0, + 2,0, + 7| < 2v7F < 18z 2

Et nous allons montrer que I’on ne peut pas remplacer (6) par des
inégalités plus précises, méme en fixant d’avance les nombres «(6,),
a(6,):

Théoréme 3.3) Soit 2 < &; < 0, 2 < &y < 00; alors il existe deux:
nombres indépendants 0y, O, et deux nombres indépendants n,, n, tels que

(@) =x(m)=0,, 2(Ox)=x(ng)=12s, ¥'(0y. Op)=2, ¥'(n,.1;)= .
On a évidemment
y(6,, 0,) = Max (x(6,) — 1, a(0,) — 1, ¥'(6,, 6y)),

donc le théoréme 2 est une conséquence immédiate du théoréeme 3. Notre
démonstration du théoréme 3 (qui présente quelques analogies avec celle
du théoréme 1) sera tout-a-fait élémentaire, mais assez compliquée. La
démonstration du théoréme 2 serait beaucoup plus simple, mais j’ai déja
expliqué pourquoi le théoréme 3 me parait préférable au théoréme 2.
Remarquons que P’existence des nombres indépendants @,, @, possédant
les propriétés (4) est une conséquence immédiate du théoréme 1 et d’un

8) On a alors  — 00 pour ¢t— 0.
%) Par {a,b, ...,c} je désigne le plus grand commun diviseur de a, b,...,c.
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théoréme bien connu de M. Kiixreuming?) (,,Ubertragungssatz*), d’aprés
lequel on a toujours
2(0,. @) +

x(6,. Q) =
XOr O e 7(6,. 6,) -+

[ S £

done
2

(0,. 6,) 5 — 24 2— (6 O )
2 1- O

si A (6@),. B,) < 2.
Soient, en effet. @,. @, deux nombres indépendants avec (1) et soit
p-ex. 2 < ap, <1 3y < 00, done (6. 6;) < 2; on aura done

4

Y(0,. 0,) <. —2 4 -, 4y =
9 o A .
2 .- Max ( i SR )
v41 2

== — 2 4+ Max (v, 4- 1, 4) == Max (y; — 1, v, — 1, 2);

mais cette inégalité, combinée avec (3), donne (4). Mais, pour démontrer
le théoréme 3, on ne peut tirer aucun profit du théoréme 1.

Au lieu de démontrer le théoréme 3. je vais démontrer un théoréme
plus général, mais dont la démonstration n’introduit aucune difficulté
nouvelle. ¢(£) étant une fonction positive pour & > 0, nous allons dire
qu’'un nombre @ ,admet 'approximation ¢(&)*, si I'inégalité | @ —
— pig | < p(q) posséde une infinité de solutions en nombres entiers
q > 0, p. Alors le théoréme en question s’énonce comme il suit:

Théoréme 4. Sotent F (&) (j = 1, 2) deux fonctions continues, posi-

€N
tives et mon croissuntes pour & > 0 el supposons les séries > n~' F(n)
n=1

(j = 1, 2) convergentes. Supposons enfin qu’il existe un nombre k > 0 tel

Fi(é)
7 Fiee

1. Soit y(z) > 0 pour x > 0. Alors il existe deux nombres indépen-
dants ©),, O, tels que O; (j = 1, 2) admet Uapproximation F;(£) . &%, mais
n’admet pas Uapproximation }F(&) . £ et que I'inégalité | 2,(0, — 0,) +
+ x| < p(x,) posséde une infinité de solutions em mnombres entiers
2, > 0, z,.

<kpour £>0.7=1,2

7) A. KHINTCHINE, ('ber eine Klasse linearer diophantischer Approxima-
tionen, Rendiconti Palermo 50 (1926), p. 170—195; voir aussi K. MAHLER,
Neuer Beweis eines Satzes von A. KHINTCHINE, Matemat. Sbornik 48 (1937),
p- 961—962. Les nombres f#,, f; de KHINTCHINE sont définis de la maniére
suivante:

1+ 8
n4 B=90,...,0,). 1+ ---.;{3 = a(Oy « - -, O,).
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1 1“7 1 ]

II. Soit (G(&) une /onctzon positive, conlinue et non croissante pour

& > 0et supposons la série Zn G(n) convergenle: alors il existe deux nombres
n ol

indépendants  ©,. O, tels que O, (j-=1.2) admet Uapproximation

F (&) . & * mais nadmet pas Uapproximation \F(E).& * et que les

inégalités

00, + 0,0, + Xy | < G(x). ki, =0

(ott Lon a posé x =- Max (! x,]. | x,|)) ne possédent qu'un nombre fini
(7 0) de solutions en nombres enhers Xg. Xyl L.

Le théoréme 3 est évidemment une conséquence du théoréme 4'
il suffit de poser. dans le théoréme 4, p(x) == ¢ ", F(§) = & 7% (log &)
G(&) == (Elog &) 2 pour & > 0. j = 1, 2 et pour des grandes valeurs de &
et de compléter la définition de F;, G d’une maniére convenable.

§ 2. Notations; démonstration de la premiére partie du théoréme 4.

Nous allons désigner par {«. b} le plus grand commun diviseur des
nombres «. h: par [+, ] le couple de deux nombres «, #: [+, f] va aussi
souvent désigner le point du plan, dont la premiére coordonnée est égale
a » et la deuxicme & f. <. f) va désigner l'intervalle ~ < ¢ < 8. M. N
étant deux ensembles quelconques, M —- N désigne I'ensemble de tous
les éléments de .M qui n‘appartiennent pas a N. La relation .M C N
signifie que A est un sousensemble de N: v e M signifie que + est un
élément de J: JLN est I'ensemble de tous les éléments qui appartiennent
ala fois & M et & N. Le svmbole 0 signifie 'ensemble vide. Les ensembles
My My o M, sont disjoints deux-a-deux. si 1700 <k T 0=
MM, - 0. Si JI N = 9. nous allons dire que I'ensemble M coupe l'en-
semble N ou que M est coupé par N. 4 et B étant deux ensembles de
nombres, nous allons désigner par 4 x B I'ensemble de tous les points
[0,. ;] tels que @, e A. O, e B. Pour n > 0. nous allons désigner par
q(n) le nombre de classex mod n. premiéres avec n et par p(n) la fonction
de Mobius.

ry désigne une constante absolue et positive. D'une maniére analogue.
Cglg) va désigner un nombre entier et positif, ne dépendant que du nombre
7: Coo(q. F') (g étant un nombre et F une fonction) va désigner un nombre
entier et positif. ne dépendant que du nombre ¢ et de la fonction F etc.

Lemme I, &> ¢, = Z (q(w) — hw—3) > ) £

Démonstration (bien connue).‘) g(w)=u > d~' p(d); posons [£] =
dw

pour £ — oc. on a
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S pw) =3 3 wd—(d) = z/:(d) z k

0z & w1 dw
ll
= i l _'E_) R .2 ] l d_,g
d_zy«)(zd, 7)) =g S parat
2
+0(e 3 a9+ 03 a )= 22 4 ologa) ~ 25
d=z+1
12—3 4—1 9 3 1
e%'e(",(w) w_'”N ST Y mT M

Lemme 2. Soient F;(&) (j = 1,2) deux fonctions positives, nom
croissantes et continues pour £ > 0; supposons qu’il existe un nombre

k> 0 tel que Fi(¢) <k pour £ >0, j=1,2 (donc k = cy(F,, F5));

supposons les séries z n~' Fin) (n = 1, 2) convergentes. Pour ¢ > 0,
n=1
¢ >0, ¢>0,j=1,2 posons

Jilp, q) = <§ Fz(g) L F;(f-) \
Kipa) = {20, 1 PO,
C(py 01> P2 @) = J1(Pr, @) X To(P2 Ga)-
Soit enfin y(x) > 0 pour x > 0 et soit R une droite dans le plan des
points [6),, ©,].
Alors, si py, @i, Ps, g2 SONt quatre nombres tels que

2
¢;i > cy(Fy. Fyg) pour j = 1. 2. ! < @) g < 4k. (9)

4k @* F.(g2)

il existe six nombres entiers P,, @,, P;, @,, z,, ¥, jouissants des propriétés.
suivantes:

Lo>q, 0>q &>
. F\@) @'
4k QP Fy(Q,)
3. C(Py, @, Py, @) CC(pr: 01, P2, 2)-
4. a) r,8 étant deux nombres tels que ¢, < s <@, on a

Jy(Py. @) Ki(r, 8) = 0.%)

%) F. MerTENs, Uber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie,
Journal f. d. reine und angew. Math. 77 (1874), p. 289—338.

r r . .,
%) Remarquons: si —=—, 0<s8 <s, on a K,(r,8) CK,’,s’), donc
8

s’
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b) r,s étant deux nombres tels que ¢ <s8<Qy on a
Jo(Py, Q2) Kor, 8) = 0.

5. C(Py, @, P,. Q) R=10.

6. [6,. Ol e C(Py, @y, Py, Q) = | 2y(0, — 0y) + 7 | << y(xy).

a
Démonstration. La série ZF,.(2") est évidemment convergente et

n=1
I'on a F,(£) > 0 pour £ - o (j = 1, 2). Sans restreindre la généralité,
supposons que y(z) < 1 pour > 0. Choigissons c,(F;, F,) = d de maniére
que
1 .
Fyd) <1, 212 ZJF,(21)< gup 1=1.2) (10)

Soient p,, g,. ps, g, quatre nombres avec (9); posons

;=" +3ﬂq—i)

(G=12)
% 4 g

choisissons deux nombres rationnels 7,, 7, tels que
Ini—& | <4 Filg)gi® (1 =1.2)

et ensuite deux nombres z,. 7, tels que

2
T(n —me) + T =0, 7, > ¢q. 1 >16. 1, > Max ——.  (10')
i=12 Fj(g;)

Soit ensuite q un nombre premier tel que
L yp@) 1 _ 1 y@)
st

< <

donc q > 2z, > 32.
4 T q 2 1

Posons

m = Min [C'—F’@], donc m > 2;
i=2] 8¢ =

pour 0<n<m, j=1,2 soit «;, =7, +nq ' et pour 0 n<m
soit 4, I'ensemble de tous les points intérieurs du carré {«,,, a; ;> X
X <a2,n’ “2,n+l>'

Pour [0,, O,]eAd,, on a

16, — & | <} Filg) g% + mq~" < | Filg)) 52,

Ji(Py, Q) Ky(r,8) + @ = J (P}, Q) K, (r',8') == 0. On peut donc formuler la
condition 4a) comme il suit: r, s étant deux nombres tels que g, é 8 << Q, et

’

qu’il n’existe aucun couple [7’, 8’) avec % = ;;, qlga'<a, ona .Jy(Py,Q,) Ky(r,e)=

=@; une remarque analogue s'applique & la condition 4b.
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done
A, C C(p, q1s Pa- 22)- (11)
D’autre part,

2:1:l

[6,.0;) e A, = | ,(0, — O,) + 2, l < y(ay). (12)

Choisissons maintenant deux nombres t,, 7, de maniére que

7,2 T,2

= 10 (13
Fi(t)) Fy(ty) ) )

1 .
TL>00. > ¢q. 2 < on 72 () = 1.2).

et que, g; étant défini par

Q; .
= 8711 =1, 2), 14
Filo) it (G ) (14)
on ait
Fi(g)) < {q' (j=1.2). (15)

Pour 0 < n < m, j =1, 2 soit S
[v;. w; q] avec

I’ensemble de tous les couples

n

1 v
{vjwiq} = 1. 1; < wiq < 27,. «,,,.—|—-m_u’q < x ,n+1—1-;.— (16)

Soit §;, le nombre d’éléments de S,

;0> alors on a (voir le Lemme 1)

- = l It
Sin= D (glw)— 350 —3)> 5 q; 12)
-qizzirrjwz.—n-
et évidemment S;, < 47,297

Soit €, l'ensemble de tous les rectangles C(vy, w,q. v, wyq), ol

[t wial € €, [V wpq) € E,,; s0it €= > €,. Soit M, le nombre d’élé-
(1)
ments de I'ensemble §,: alors on a M, ; AT AT
Soit C'(vy, wyq. v, wsq) le rectangle concentnque avec C(vy, wyq,
vo. 10,q) € €, dont les cotés (paralléles aux axes des coordonnées) sont
L AN qre 2.
Soit j=1ouj =2 0<n<m, [v,wq e, Alorson a

jont

10) Observons que 72(Fi(t:))~! - 00 pour t;—>00.
1) g; peut 8tre défini si r; est assez grand et I'on n g;— 00 pour 7;,—> 0.

12) En effet, w; étant donné, v, doit parcourir tous les nombres entiers
d'un intervalle de longueur w';,—2, premiers avec w; et non divisibles par
q > 32
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1Fj(w)q) . (wiq) 2 S AFj(r) 1, 2 < QT2

v; 1 1 q
—'_'_"),n:.——\‘—.)—,\ -
w;q wiq 27, 167}
cx'n-u—i— ,(u,q): 1 \,-_.]_\ q
" wiq (w,q)! = w;q (w;q)* " 41; 7 1672
et si on a aussi [v';. w'iq] € S; s < i
s a QUSS D ,q € INE w,}q_, wlq
on a
z,'j _ﬁ__,(w,q) l_._l__ q
w'rq wiq (wjq)? LO 7 87

Done, pour C(vy, wyq, vp. wpq) € €,. on a
C(vy, w19, v wyq) C C'(ry. w1 q. vy, wpq) C 4, (17)

et les ensembles C'(v,, w, g. v, w»q) sont disjoints deux-a-deux.
Soit R, le nombre de tous les éléments de €, qui sont coupés par la
droite 9R; soit

MO, + 40, + A =0 (42 + A2 > 0)
I'équation de R. Choisissons « (@ = 1 ou @ = 2) de sorte que
A =Max (14 ] [Z])

et posons b # « (h = 1 ou b = 2). Soit R, I'ensemble de tous les points
[0,, 0] € 4, tels que

A 2
| 10, + 40, + % | < 1((‘ 4! 2')
laire de R, est au plus égale a
bo2q (A A4l _1(1 1
: e+ =)< - [— il
q lh ;u ' ( 112 T22 ) 4 (rlz + fzz )

(en effet, @, ne peut pas quitter un certain intervalle de longueur q~
O, étant donné, O, est restreint &4 un intervalle de longueur

2 (Al LAl),
16 | Y 112 122
Si C(vy, w,q, vy, waq) € €, est coupé par R, on a C'(v,. wlq, Vg, Wyq) C
C R, (en effet, si Mo 4 Jby 4+ Jg =0, |5,—0,|< 'sqr; % on a

! ets

al 4| Ay
146 + 4,0, + 4 | < ll(, L + qllﬁ:’z ); laire de C'(vy. w,q, vy, w,0q)
2
2
étant . on a (voir (13))

98 2. 2
287,27,
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Rg—(‘
— 4

1\ 287272 1 1,27,2
.rsz)' qz'"<"8' g4
Soit €', I'ensemble de tous les éléments de €, qui ne sont pas coupés

m—1
par R; soit €' = 3 §’,;s0it M’, et M’ le nombre d’éléments de €', resp.

n=10
de §'; alors on a

‘M,,' = M, — R, > r‘\ 712t22q_‘

’ 1 1,272 7,27,2
M >gm g > 273

Mln 7(q7)
i=12 4

Soit j = 1ouj = 2;80it s = 2 pourj = 1, ¢ = 1 pour j = 2; soit P

I’ensemble de tous les couples [r s] aver q; < 8 < 27; et tels qu’il existe
m—-1

un couple [v;, w;qle> S, avec s <w;q, Ji(v,w;q) Kir,s) +9,

n=0
’

<

mais qu’il n’existe aucun couple [r'.s'] avec ¢; < 8’ < ¢

’
= (done,

@ I

{r, 8], [, &'] é*ant deux couples différents de ), on a, ,) Soit P,

I’ensemble de tous les C(v;, wyq. vy, wyq) € €, pour lesque]s il existe au
moins un [r, 8] e P; avec

g; < 8 < wjq, J(v;, wiq) Ki(r, s) = 0. (18)

Pour chaque ¢, soit P);, I'ensemble de tous les couples [, s] ¢ P; avec
2t < s < 2 et soit D), I'ensemble de tous les C(v,, w,q, vy, w,q) € €
pour lesquels il existe au moins un couple [r, 8] ¢ P;, avec (18). D; resp.
D;, étant le nombre d’éléments de ¥, resp. de D;,, on a

D,< 3D,
Les relations (18) ou [r, 8] e P, entrainent J; (p;, g;) K;(r,s) + 9
(voir (11), (17)); donc g’ (car, dans le cas contaire, on aurait r = p,,
8 =g; d’aprés la déflmtlon de P, et I'on a Ji(p;. q;) Ki(p; q;) = 9) et

r vy . - .
by + w;q (car 0 < 8 < w;q, {v;, w;q} == 1); donc

1 1 |pi_ 7 1 Fy(s) F}'(%’) Fi(g)) . ]
2tt1g <_q_ |q_'—.7 =3 e g <? gt ’ (19)
1 1 Nz _L’I < 1 Fj(s) F,(w,q) 2 Fj(2‘)

472t = qus"<' wiq & ! =3 s (wiq)? <% om - (20)
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Si 9, + 9, on aura donc
q; 2t -
2 > . < 87j. d’on 2t < p,. 21
sF,(g) Fy2y =" o 1
Les inégalités (19) admettent au plus

__2_..). Q242 4 ]

. r
solutions en S Aavee 2 < s < 2 et, r, s étant donnés, (20) admet au

plus
F;(2Y 4':,
47—+
. v . . PEERTY
solutions en — avec T; < wiq < 27 Enfin, v, w; étant donné, l'in-
w;q =
)

dice n, pour lequel [v;, w;q] € S;, est déterminé d’une maniére uniforme
et S,, contient au plus 47,2q* éléments. On a donc

4F;(q; 4F.(2t) 412 41;
D,y 5( q':,q’) gu+2 | 1) (—2L§,—) - ;' + 1) T

Mais, pour nos valeurs de ¢, on a

4F5(0) o9, s 1
i 2 >FT’-) > 1 (voir (21), (10)),
4F;(2Y) 47  4Fi(e) 4 o 1 1 L >1
2% T g e 64 F*e) " q 4 aFi(e)

(voir (21), (14), (15)), de sorte que

D, < 912 ?(qi) 7, ¢ 1 Fyg) nir? o Filg))
152 ' Z Fi(2) <3 2L g2q® ! T’ < 293 ;1!11“21 g;*
(voir (10), (9)).

L’ensemble §' — (D, + 9,) a donc au moins

— (D) + Dy > B Min TH@) 5

2%® jo12 47
éléments. Tl existe donc un 7 et quatre nombres v;, w;, v,. w, tels que
0 n<m, [r,wq e, (i =1,2)
Clry, wyq, v, wpq) € @ — (D, + D). (22)
En posant P; = v;. @, = w;q (j = 1, 2), on voit que les conditions 1. 3, 6
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du Lemme 2 sont satisfaites (voir (10"), (13), (16), (17). (11), (12)); de méme
les condition 4, 5 (voir (22), la définition de €, D, I, et la remarque?).
Enfin, on a

- n _
lﬂl(fl) o Fy(t,) T ..-—<__ Qi < 27y

donc (pour j == 1.2; ¢=1,2; 7 % j)
FI(QI) < I1 ( ﬁvt(Q )
Qi2 = Tl'z = ' Ql )

d’ot1 la condition 2. Le Lemme 2 est donec démontré.

En conservant les suppositions et les notations du Lemme Z et err
ordonnant toutes les droites y,0, + ¥,0; 4- yo == 0 (y,2 + 7,2 > 0) dans
une suite R;, N,. . . ., on peut définir (2 V'aide du Lemme ") six suites

pl,uf ql,n’ p'.’..n’ q2,n’ xl,n' x(l,n. (" == ]7 2’ .. )

jouissantes des propriétés suivantes:

L0<g  <q.<...(G=12); 2,-> 0 pour n > .
cCPrw v T Pon i1 Qo) CCOPs Gy Por Do)-
3. ¢, —< 8 <qrui1 = TPy Q) Kailry 8) = 0
Gop =8 < 92 i1 = To(Pawsrs Qam 1) Kolr,8) = 9.
4. C(pyyinr Qinirs Porrs Lonin) R, = 0.

. [0y, 0] Cp,, . 4s Dimers Popire Do i) =
I 1'""(01 - @2) + To,n | < y'(xl.n)'

o

[+

11 existe précisément un point [O;. 0,] qui est contenu dans tous lex
rectangles C(p, .. @)+ Pay: @2) (0 =1,2,...). Donc

Pin /F'(i,n
0]_]# :—': 1(1.2) .
gin Gin
d’autre part, <i s> g;,, il existe un n tel que ¢;, < s <g;,,,. d’ou

(voir 3) O, — -—‘ > }F,(s) s* pour chaque r.

Ensuite, les nombres 0,. O, sont indépendents d’apres 4) ct, d’apres
5), I'inégalité |2,(0, — 0,) + 24| < y(,) posséde une infinité de solutions
avec a; > 0; la premiére partie du théoréme 4 est donc démontrée.
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§ 3. Démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 4.
Lemme 3. Soit F(&) une fonction continue. non croissante et posi-

T
tive pour & > 0; soit In7' F(n) une série convergente. Pour g >0,
1

n

posons
.or VEQ p | Fa)
R
q 3 q q 3 ¢
Alors, p, ¢ étant deux nombres tels que {p.q) == 1. g > ¢ (F) et ¢

¢tant un nombre queleonque plus grand que ¢5(F, ¢). il c.\lsto un ensemble
fini M. jouissant des propriétés suivantes:

1. Chaque élément de l'e-nsemble M est un couple de nombres

entiers [P, Q). ol {.Q} == 1, 1 < Q < 2.
. Le nombre (-Ivments de M est plus grand que
1 F4g)
200 g4

3. [P, ] étant un élément quelconque de M et r», s étant deux
nombres entiers tels que ¢ < s << @, on a J(P, Q) K(r, 8) == 0.13)

4. Pour [P, Q]e M soit J'(P, Q) lintervalle fermé de longueur
q2
208 F(q)
pour chaque [P, Q] ¢ M et les intervalles J'(P, @) (pour tous les couples

[P, Q] € M) sont disjoints deux-a-deux.

, concentrique a J(P, @); alors on a J(P,Q)C J'(P, Q) C J(p, q)

@
Démonstration.’¥) La série > F(2") est une série convergente,

n=1
F(&) — 0 pour & - oo. Définissons ¢,(F) = d de sorte que
1 4d? 1
Fd) < . - > 3 P24 < - — . 23
@) 8  F(d) " z ) 128 200 (23)

4F(¢I )

Soient donnés deux nombres p, g tels que g > ¢ (F), {p, q} =
Choisissons un nombre premier q = cq(F, g) tel que

13) 11 suffit d’exiger la derniére équation pour les nombres r, s tels que
’
. . r
g <3< @ et qu'il n'existe aucun couple [r’, 8] avec ¢< s’ <8, — = -—;com-
= s s
parez la considération analogue dans la remarque °).

) Analogue & celle du Lemme 2, mais un peu plus simple.
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1 . ] .
o F@lgi<q'< s F(g) g2, (24)

done q > 32. Soit ¢ > ¢; soit N I'ensemble de tous les couples [v, quw]
tels que

nelt<quea PyAF@ v _p 5F@ 1.

(v, qu} = 1. t < qw < 2. PRI Sqw<q+8 P +q(2o)
TF(@g)
(la derniére expression est < q+ s )

N est un ensemble fini; soit N le nombre de ses éléments; alors on a,
d’aprés le Lemme |,

Nz 3 (o — R P (26)

t

a a
pour t > c,(F, q).
Pour [v, qw] € M, t > co(F, g) > ¢4(F, g), on a

v _p_ 1F@-. 1F(q q F@) _ Flqw)

w2 g 8 g T aeRgT € s O
F(Q) v F(gw) _ 1 F(@ 1 ¢ .
T T e 2 g e TRy )
et, si l’on a encore [v'. quw'] e N. aw<q'” on a (voir (24))
v ¢ Faw _ 1 1 _a_ 1_24 "
w  qw (i wwq 0T 2T 8 2R 2V

Jusqu’a la fin de la démonstration soit t > c¢4(F, q). D’aprés (25),
(27), (28), (29), (23) on voit que les conditions 1 et 4 du Lemme 3 sont
satisfaites, si 'on y remplace IR par N (ou par un sousensemble de N).

Soit maintenant 9 l’ensemble de tous les couples ([, 8] avec ¢ <
< 8 < 2t et tels qu'il existe au moins un couple [P, @] ¢ N avec s < Q,
J(P, Q) K(r, s) + #, mais qu’il n’existe aucun couple [r’,s'] avec ¢ <

S <s, §7= % [Soit R I'ensemble de tous les couples [P, Q] e N

tels qu’il existe un [r,s] e P avec 8 < @, J(P, Q) K(r,s) & 0. Posons
M = N— R; soit R resp. M le nombre d’éléments de R resp. de N,
donc M == N — R. Evidemment, 9N satisfait aux conditions 1, 3, 4 du
Lemme 315); d’autre part, d’aprés (26), (24), on a N > ,45t2 F2(q) ¢—*;
11 sufflt donc de démontrer I'inégalité

l‘) Comparez la remarque !3). Remarquons encore: si 'on a [r, 8] € P,

I
v, 81€¢P, —-= e onar=r,s=y4¢.
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1
R< (123 200) 12 F3(q) q—*. (30)

Pour chaque «, soit P, I'ensemble de tous les [r, s] e P avec 2“ <
< s < 2" soit R, le nombre de tous les couples [v, wq] € M tels qu'il
existe un [r, 2] € P, avec

g < s <wq. J(v, wq) K(r,s) == 0; (31)
donc R < SR, Mais (31) avec [r, 8] e P, entraine les conséquences
suivantes: ‘

A) J(p, q) K(r,8) + 9;
B) ‘7; += : (autrement, on aurait p=:¢, r =3, mais

J(p, g . K(ﬂ, q) = 0);
(J) —_— :%: (car 0<s <wq {v,wq} = 1);

donc
1 1 p_ri_ 1Fs)  Flg _ 2F(@)
2““q\8q§ g s §3'8—2+ po < ¢ (32)
1 1 v r _ 1 F() F(wq) _2F(2%)
T ug S wqg s =F o T (wqp = 2w - I
Si P, =+ 0, on aura done
"N~ q 17(2“) el
> ra > TR (34)
(q)

r
I’inégalité (32) admet au plus — - 22%*2 4 1 solutions en — et,
s

r
" étant donné, I'inégalité (33) admet au plus

4P 40 | _WF@Y FQ) e

224 q 22u g2 +1

(voir (24)) solutions en v, w avec t < wq < 2¢, {v, wq} = 1. Donc

R, < (“‘F‘q’ om 1)(‘“.”_‘22"37{;4)_" + 1).

Mais, pour nos valeurs de u (voir (34)), on a d’une part (voir (23))

16F(q) . 1
¢ 7 TFg Y
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d’autre part, en définissant & par

Fey 1
2% 8t

(ce qui est possible pour 1 > eo(F. q) > co(F. ¢q)), on a (voir (34)) u < ¢,
done
1F(2v) F(g) 1* __ 4 F(2%) 22 Flg) F(g 1

2% g2 -~ 22 G4k(28) q2 T 16g% T F(2%) >1

pour ! > e5(F, q) = co(F, q) (car {— o0 pour t{— o). En supposant
t > rs(F, q), on a done

R, < 282

i)
qﬂ’” F(2v).

oae F2 Q) «

R < 282 gt Z F(2)
q
11(q)

(voir (34)), d’ou — d’apres (23) — linégalité (30).

2>

* *
*

Soient F,(&), Fy(&), (/(£) trois fonctions continues, positives et non

croissantes pour £ > 0; supposons les séries > n ' Fi(n) (j =1, 2),

n==1

> n ((n) convergentes; supposons enfin qu’il existe un nombre k>0 tel

n:=|

que l'on ait Fi(¢) < k pour £ >0, j=1,218) (donc k = c,o(F,, Fy)).
F;(2¢)

Pour ¢ > 0, j = 1, 2 posons
J; / l Fig) p | Fila
ip-q) = i 2¢? q + ¢ p
- _ z_Ff(q) P Fig
I‘l(p' q) - \\ q 3q2 * q + 3q2 /,/'

Pour simplifier les notations, nous posons
Fn(s) Fl(‘s) Jn(p’ 9) = JI(P.‘ q)) Kn(pr Q) = Kl(pr q)’

si n > 0 est un nombre impair et

F"(f) = Fs(E): ,.(P: q) = Jz(?: q9), K,,(l’, q) = K"(pi q9),
si # > 0 est un nombre pair.

- log ¥~ log &
16) On a donec limsup u < o8
PRI log & = log 2
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1 q 1% 103 ()

Nous allons maintenant choisir deux suites {;, Ly, . . ., L. . . .; Zq, 25,
o2

. - - - de maniére que les conditions suivantes soient satisfaites:

Conditions A.17)

> cy(Iy), ty >> Cc(Fz)» ty > 1y, Fy(h) < 1, Fo(ty) < 1. (A1)

tn > tn’ u P2 > Max ¢ 5(Fu T) (n - 0) (A2)
1 re2t,
I ,”‘2“" =2 (n > 2). (A3)
l A l tu—-Z )
4 l'n(ln) ~ 20 1”,,..;( . ) ("’ > -‘) (A")
1 IIV"“ ]"ﬂil(lnid) )

Rk 2 2 > 2 (n>0). (A5)

80 1 80! 2 F.(t,) .
e . < 0). At
fnl—lz 150t,, lyi l""ln (n = ) ( ')
4 (Fyty) - - Fo ot 1))? -
— -~ n -~ 4 . A7
< ok gug 0, oy =Y (A7)
— 1
<ty pour x> 1. n> 0.19) (A8)

v
Fuu I“n H) r
‘:H l ’

1 Gz 4
Znir > zne Glza) < L Glza) < | i s ’i «) Tppy’ (A9)

n n n
Faltn)

120001, "=

> zG(z) <
Tz,
Un tel choix est évidemment possible; car les ,,conditions A*‘‘ sont
évidemment satisfaites, si f, est ,,assez grand et si la suite

by gy by by Zes by Zs, Lo 7g 1ae - - -

croit ,,assez vite. Nous allons maintenant définir, pour chaque » > 0,
les ,,couples‘ et les ,,intervalles’* d’ordre n et, pour n > 2, aussi les
,,intervalles élargis‘ d’ordre n. Pour chaque n > 0, chaque couple d’ordre

1%) ¢, ¢5 sont définis dans le Lemme 3.

T

1 d
18) (A8) est vrai pour ¢,4; > ¢, (F,, Fy); car Z <1+ M _
A

n
TFy p1ltn g 1)
LN

¢ . .3
=14+ Iog "t = 0 (log t, ;) (voir la remarquel®)).
n + 1(fn+1)
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n sera un couple [p,q] avec {p,q} =1, t, < q < 2, Si les couples:
d’ordre » sont définis pour un certain » > 0, on appelle ,,intervalles.
d’ordre n* tous les intervalles J,(p, q), out [p, q] parcourt tous les couples
d’ordre n; si » > 2, on appelle ,,intervalle élargi d’ordre n‘‘ chaque inter-
valle de longueur

1 -2 1

e o 35)
2 t»2 Fn—'z(tn—z) Tn ( ’))

qui est concentrique avec un intervalle d’ordre n. Remarquons que la.
longueur de J,(p. q) (si [p, q] est un couple d’ordre n) est égale a 4+ F,(q) g2
et que

L Fat) _ LFag) 1 Fat) _ 1 (36)
T,

Bk 2 T2 ¢ = 2 !

(dans la derniére inégalité, on suppose n > 2).

Pour n = 1, 2 on ne définit qu’un seul couple d’ordre =n: ce sera le
couple [1, ¢,]. Evidemment, J (1, ¢,) (n = 1, 2) est contenu a I'intérieur de
I'intervalle (0, 1).

Pour n > 2, nous procédons par induction. Supposons que les
couples d’ordre m (et, par suite, aussi les intervalles d’ordre m (m > 0)
et les intervalles élargis d’ordre m (m > 2)) sont définis pour 1 < m < n1?)
et que les intervalles élargis du méme ordre m (2 << m << n) sont disjoints
deux-a-deux.

Soient I!, I2, ..., I' tous les intervalles d’ordre n —- 2; soit 1 <
<d <L Y= J, ,(p, ). Désignons par I, ’ensemble N du Lemme 3,
ou I’on pose ¢, au lieu de ¢, F, au lieu de F (on peut appliquer le Lemme 3,
car cy(F,) <t, , < q< 2, , t, > cs(F,, q) d’apres (Al), (A2)). Les
éléments de I'’ensemble M, + M, 4. . . + M, seront appelés les couples
d’ordre =; par la sont définis aussi les intervalles et les intervalles élargis
d’ordre n. Observons (voir la condition 2 du Lemme 3) que chaque inter-

valle I == J,_,(p, q) d’ordre n — 2 contient au moins
1 Fo’(9) 1 Fyp*(ths)
SRS 7 R S (3)

intervalles d’ordre n; ensuite que

1 1 th—y? 1 ¢
Tn 2 tnzFﬂ-—2(tn—2) =2 tnan—z(q) '
Donc (voir la condition 4 du Lemme 3) les intervalles élargis d’ordre n
sont disjoints deux-a-deux et chacun d’eux est contenu dans un intervalle

d’ordre n —- 2. De plus, chaque intervalle élargi d'ordre n contient préci-

19) Chaque couple [p,g] d’ordre m satisfaisant aux conditions {p, q} = 1,
ty 9 < 2.



Sur les solutions approchées de 1'équation 7,0, -+ 2,0, 4- 24 = 0 . .. 19

sément un intervalle d’ordre n et, inversement, chaque intervalle d’ordre n
est contenu dans un intervalle élargi d’ordre n.

Ayant défini ainsi, pour chaque » > 0, les couples, intervalles et
(pour n > 2) intervalles élargis d’ordre n, considérons le plan euclidien,
dont les points seront désignés par [6,, ©,]. Posons (j) = 1 pour j =
=1,3,57...et (j)=2pourj=2,46,8,... A étant un intervalle
d’ordre n (n > 0) et B un intervalle d’ordre » + 1. nous allons appeler
.rectangle d’ordre n‘‘ I'ensemble de tous les points [@,. @,] tels que

Omed, 6, , B2 (38)

De méme, 4 étant un intervalle d'ordre # (n > 1) et B un intervalle
élargi d’ordre n + 1, I'ensemble de tous les [0, 6,] avec (38) sera appelé
un ,rectangle moyen (’ordre n‘‘. Enfin. A étant un intervalle élargi
d’ordre n (n > 2) et B un intervalle ¢largi d’ordre n 4 1, ’ensemble de
tous les [@,, @,] avec (38) sera appelé un ..rectangle élargi d’ordre n*.
Nous avons ainsi défini les rectangles, rectangles moyens et rectangles
élargis d’ordre n pour chaque » > 0 resp. n > 1 resp. » > 2. On voit
que chaque rectangle élargi d’ordre n contient précisément un rectangle
moyen d’ordre n et que chaque rectangle moyen d’ordre n contient
précisément un rectangle d'ordre n. Inversement, chaque rectangle
d’ordre n (n > 1) est contenu dans un rectangle moyen d’ordre n qui,
a son tour, est (pour # > 2) contenu dans un rectangle élargi d’ordre =.
Les rectangles élargis du méme ordre » sont digjoints deux-a-deux
(n > 2); la méme remarque s’applique aux rectangles moyens d’ordre
n (n > 1) et aux rectangles d’ordre n (n >> 0). Enfin, chaque rectangle
moyen d'ordre n (n > 1) est contenu précisément dans un rectangle
d’ordre n — 1.

Il existe précisément un rectangle d’ordre 1; chaque rectangle
d’ordre n contient au moins

l -Fnz(ln) 2 ¢
3200k2 1,4 n+e (39)

rectangles d’ordre » + 1.

Soit ¥, la somme de tous les rectangles d’ordre n (n = 1,2,...);
done V; DV, D V3D ... et les ensembles V, sont fermés, non vides et
contenus dans le carré 0 < @, <C 1, 0 < O, < 1. Posons, dans tout ce
qui suit,

V="T,V,...

%0) Donc: si n est un nombre impair, @, parcourt un intervalle d’ordre n
et O, un intervalle d'ordre n 4 1; au contraire, si n est un nombre pair, @, par-
court un intervalle d’ordre n et @, un intervalle d’ordre n + 1.
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Remarquons que chaque rectangle d’ordre n (n > 0) contient au moins un
point de ’ensemble V.
Lemme 4. Si [0,, ©,] ¢ V, alors @, (j = 1, 2) admet 'approximation
F(&) £7%, mais n’admet pas 'approximation SR (6)E2.
Démonstration. Pour chaque ! > 0, @, est contenu dans un inter-
valle Jo . (Ps, 15 9oy,) Cordre 20 4+ 1 et 6, est contenu dans un
intervalle J,,, o(Puy . 2 9oy ») d'ordre 20 - 2; done

o Py | < _lf’i(_q_g;_;,-)
Qoryi | G2
pour j==1,2; 1=:0,1,2, ... Dautre part, soit 8 > ¢,; alors il existe
deux nombres 1220, m > 0 tels que ¢y . | <28 <qui50 Fomys < 8<qop. s-
On a donc (voir la définition de M, et le Lemme 3)

o1 3Py a0 T 3) Ka(758) == Sy s(Dom 4 Tamei s) Kolr, 8) = 9
pour chaque », donc
r 1
6; — ~ >, Fj(s) s—2

pour j == 1. 2 et pour chaque couple r. s avec s > g,.
Dans tout ce qui suit, on va désigner par M(x,, x,, z,) I'ensemble:
de tous les points [6,, O,] avec

0< 6, <1, 0K, <1, |6+ Oz, + 7, | < G(2),

o z = Max (| z, |, | «, | ): on ne va considérer que des valeurs z,, x,, z,
telles que a,x, = 0, M(x,, x,, 2,) 3 @ et ’on va toujours désigner par x le
nombre Max (|x, |, |7y |).

Lemme 5. Soient x,, 2,, 2. 7 des nombres entiers tels que x,2, + 0,
n=>4,2, < x<z,,,. Soit N le nombre des rectangles d’ordre n qui sont
coupés par 'ensemble M (x,. x,, ¥;). Alors on a

N < Max ((iT,.. 6T, , RO -l),
x

(T, est défini dans (A3).)
Démonstration. Soit I wun rectangle d’ordre n tel que
I M(z,, x,, 2,) + 0: soit [n,, 155] le centre de I et soit K le rectangle
élargi d’ordre n contenant I (donc concentrique avec 7). Il existe un
point [6,, O,] tel que
| 2Oy + Ze1Oiry + 2o | = | Oy + O3y + %, | < G(2),
1O —nop | SV Fit) 2 (j=mn.n+1)

(voir (36)). Définissons le point [{;, {,] par les équations
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.
oty = O(n F1) x(n)c(n) + 2oy + To=0,

d’ou
[ G(‘r) .
l G(u) — &(n) I << Zon! .
r | lF,,_z Q v.-|/l];'({),--z+ _l__<_l.-
o = Mool <~ 4 w(tn)ta™2 + G (x) |7 ™' < 4 oo 10T, ~ 6T,
(40)
(voir (A9), (Ad), (A3)),
1 1
[ Contn — limn | < vy Foialtasr) e 2 < 57, (41)

Mais K est 'ensemble de tous les points [0y, ©,], ou @, parcourt
b e 1 1. .
Vintervalle 1, — 575 g+ g =, %+ 1), dono (voir (40), (41)
[£1, &) € K. Le segment composé de tous les points [@,, @,] avec
7,0, + 2,0, + 7, = 0, [6,, O] ¢ K (42)
contient le point [{;, £,]. S'il contient un point de la droite 6,,, = #,, —

1 ou de la droite O, = 7, +

oT, sa longueur est > |-, —

1
oT,’ 2

1 1 1 . .
_—— > ; dans le cas contraire, le segment (42) contient un
Tn 4Tu

point de la droite 6, . ,, = 71, ,,, + ; le coefficient angulaire de la

1
2Tn+1

droite z,0, + x,0, + z, = 0 étant — ;—5, la longueur du segment (42)est
2

1 1\ 1 )/ Tn+p)\2 1 x
>\ \5—=)7— | ! ( ‘)> -
(-3 ‘))Tn i l + T(n) 4Ty | Zem |
Donc: la longueur du segment (42) est, dans tous les cas,

>1=Min( 1 = “.)-
4T, 4T, | x|

La longueur totale du segment

5,0, + 20,4+ 2,=0, 00, <1, 0< 0, <1

étant < V 2 < {, on a évidemment
. _ys 1
N<VE) <Max (6T,,. 6T, ').
| x

Lemme 6. Soient z,, x,, 2y, n des nombres entiers tels que z,z, + 0,
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n=>4, 2z, < x<z,,. Soit R le nombre des rectangles d’ordre n 4 2
qui sont coupés par M(x,, x,, x,). Alors on a

R< 48T,.+,T,.43Max(7'w T, | % |)_ i B 6@

x ) o 2| 2Gap |

Démonstration. Soit / un rectangle d’ordre n qui est coupé par
M(x,, x4, 7). Soit p le nombre de tous les rectangles d’ordre n + 2 qui
sont contenus dans I et sont coupés par M (.,. &y, T,).

Le rectangle I est I'ensemble de tous les points [@,, ©,], ou O

(j = m, n + 1) parcourt un intervalle {x;, §;> d’ordre j, dont la longueur
1 F . 1 F(t.
Fi) et < - "-’). Désignons par 11,12, ..., [I'
sk 2 =g
les rectangles moyens d’ordre n + 1 qui sont contenus dans I. Chaque I™
est 'ensemble de tous les points [0),, @,], ou @, ,, parcourt I'intervalle
(OpysBny1> €6 Oy = 0, un intervalle élargi d’ordre n + 2
1 t*
a'™, B de longueur -.—— == " voir (A3)). Enfin, chaque
< wi P & Tn -2 2ln :»221")1(“1) ( ( )) a
rectangle élargi d’ordre n + 2, contenu dans I™, est I'ensemble de tous
les points [6),, @], ou O, = O, parcourt lintervalle {(a{?,, B.>
et 0,3 = 0, un intervalle élargi d’ordre n + 3 de longueur

1 tn + 12

T»+3 2"n+32 Fn+1(t'n+1).

Posons 7 = [(fn41 — &n+1) Thio); On a (voir (A5))

(voir (36)) est >

(n)

1 F,qts.
ToavalBusr— ni1) > - naltnra) Toye> 2.
8k by 12

1 <ﬂ”+l - “_ﬂ:"l < 2

Toaye r A

Divisons ensuite chaque I™ en r rectangles, ol chaque rectangle est
I’ensemble de tous les points [0, @,] tels que O, ,, parcourt un inter-

ﬁn-l—l'—an+1

valle de longueur et 0, .. = O, Vintervalle {a™,. B7,>;

désignons ces rectangles par 7,, Z,, . . ., Z,.
Si M(x,, ,, o) Z, & 9, alors il existe un point [0, 0,] ¢ Z, avec
| 2,6, + 2,0; + z, | < G(z); on aura donc (les longueurs des c6tés de Z,
étant < 2T,',) pour chaque [6,, O] ¢ Z,
L ¥
| 2,0, + 2,0, + 25| < G(x) + T i :

n+2
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donc
| 2,0, + 2,0, + &, | < 2G(x).2) (43)

(Vest-a-dire: soit B l'ensemble de tous les points [0, @,] e I avec (43);
alors, si Z, M(z,, ,. 2,) # 0. on a Z, C B. Mais 'aire de B est

< Min L) j—q-(—xl-
T ma+1r 2 f.,z lx(;ﬂ)!

1

(car, pour j =n,n + 1, [6,, ©,] ¢ B, le nombre 6, reste dans l'inter-
valle {x;, B;> et, @, étant donné, 6, est contenu, d’apres (43),
dans un intervalle de longueur 4G(2).|z;,,,|™!). L'aire de Z, étant
> T, 2., le nombre des Z, coupés par M(z,, %,, x,) est

<2 Min D) 6@ g .
i=mnil 4 | 2G4yl

Ensuite, chaque Z, coupe évidemment au plus

.2_T_"i3 +2< 4Tn s
n--2 n+2
rectangles élargis d’ordre n + 2 (dont chacun contient précisément un
rectangle d’ordre n 4 2); donc

9<8 Ml Fi(tl) G(x)

ToisTavs
i=matt 82 |2 )

Enfin, d’aprés le Lemme 5, le nombre des rectangles d’ordre n qui sont«
coupés par M(z,, ,. x,), est

< Max (()T,, 6T,y | Zen I) .
x

.

ce qui achéve la démonstration.
Jusqu’a la fin de cette note, soit (pour » 2> 4) M, la somme de tous
les ensembles M(z,, z,. z,) avec z,z, + 0, z, < <z< 2,.
Lemme 7. Soit » > 4; soit D, le nombre de t-ous les rectangles
d’ordre » + 2 qui sont coupés par M,; alors on a
-Dn < Fn(tn) Fnj-g(tn+1) T”+2 T 4Fn (tn) Fn+1z(tn+1) tn+2 tn+a .

n+3 =
tn tnatn+l

Démonstration. D’aprés le Lemme 6, on a
.D"
48 Tn-i-z Tn-ra
G@)  Glnpy)
z Zn+1 Thyo

<E+ 5+ 2

#) Car, pour « < z,4,, on & (voir (A9)).
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ou X, 2, X, sont définis de la maniére suivante:

51y, Pl 5 0@
tn-lqz x

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de =z, 5, 2
telles que Tn-ll I ‘t(n) | 2_ T".’l?;

5, o g, Faltn) 5 _G(a)

tnd [T 2

’

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de z,, z,, z,
telles que

£ F..
T»+1 | Ty l < ’I’,,x. (n) < nt l( n H)

Z(n 1) o tn -+ l2

(donc Ix(n) l < l x(ll'l-l) | = 't);

5, o, Friallasd) 5 G(@)

th41? | 2 |

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de z,, ;. x,
telles que

Z(n) > Fpii(tniy) )

T. 11 I T(n) I < Tz, .
Tn+1) tnia

Remarquons: z étant donné, on a ou bien 2, = + 2, 0 < |2, | <
(ce qui donne 2z valeurs possibles pour z,), ou bien z, = 4:- z, 0 <
< |z | < x; d’autre part 'z, | < |z |+ |2, | + G(x) << 22 4 1 (car
G(z) < 1 d’aprés (A9)), ce qui donne au plus 4z + 1 < 5x valeurs
possibles pour z,. En tenant toujours compte des ,,conditions 4, on
peut calculer comme il suit:

2, < 40T, 4, Frialtnss) > xG(x)

'n+12 z.:_='2<z,,+‘
40 9 F”(t”) F”+1(tﬂ+l) 80 o —_1_ .
12000 th 12000 150/

< T, Fy(tn) Z 9 g(_x). 9 Foiiltniy) .. 5

.
2 x 2
tn 2, ki t”'i'l

9 g n n L
<HOF) Fassllnn) —, 3 alile)<— Falt) Futsltuss)

n+1 2y X2zp g * tn

Enfin, on a (dans| Zyona T, |2, |< T, donc (voir (A 3))
lz(n)l < z,d’ot Ix(nJ.-l) = )
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. 1
2, < Th &Lt';"}) > 20xG(a) z -
tn+1 ST <In ) *Fan +_1_(t".".'l..)<v<z
th+1?
< 40" Fntallasy) tnsy < b Faltn) Fasaltasa)
th4,? 150 tn

ce qui achéve la démonstration.
1

Pour n > 4, posons M, = 2—: M, (donc M, = 0).
m=4

Lemme 8. Soit n > 4; soit I, le nombre des rectangles d’ordre n +- 1
qui ne sont pas coupés par 1’ensemble JR,,; alors on a

r.zK, (44)
ol
o= ) B g
20 —4(3200k2)" 8,212 (t,...tn)?
donc I, > 0.

Démonstration. Il existe précisément un rectangle du premier ordre
et chaque rectangle d’ordre » contient au moins
l_ 1_7"‘_2 (ta) t
3200k%  t,t

2
n-+2

rectangles d’ordre n» 4 1 (voir (39)); donc (44) est vrai pour n = 4.
Supposons donc que (44) soit rempli pour un certain n > 4 et remarquons

que M, ., == M, + M,. Le nombre des rectangles d’ordre n 4 2, non
coupés par I'ensemble IMN,,, est au moins égal a

2 2

. 1 Fﬂ+1 (tn+1_) tn+32 > Kn _l_ Fn+1 (tn+1) t”+’2 — 2Kn+1;
3200"72 tﬂ+ l‘ - 3200k2 t'..'. l‘

parmi ces rectangles, il y en a (voir le Lemme 7) au plus D, qui sont

coupés par M ,; mais d’aprés le Lemme 7 et d’aprés (A7), on a

4Fn2(fn) Fn+12(¢§+1)

tnstn-llz

D, <

tasoitnis® < Knyy,

ce qui achéve la démonstration.

Lemme 9. V. > M, =+

m-4

Démonstration. Dans le cas contraire, on aurait VC z M, ;les M,
me=4
étant ouverts et V étant fermé et borné, on pourrait trouver (d’aprés le

n—1
théoréme de Borel) un #n> 4 tel que VC > M, =9N,. Chaque rectangle
4

m=
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d’ordre n + 1 contenant au moins un point de V, I'’ensemble 9N, coupe-
rait tous les rectangles d’ordre n + 1; on aurait donc I', = 0, ce qui est
impossible d’aprés le Lemme 8.

* *
*

Pour achever la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 4,

@
choisissons un point [6,, @.]e V— > M, (il existe un tel point, d’aprés le
m=4
Lemme 9). Pour chaque z,, z,, z, avec x,&, £ 0, Max (|, |, |2,|) =
=x 22, on a

| 2,0, + 2,0, + r, | = G(); (45)
d’autre part, d’aprés le Lemme 4, le nombre 6; (j = 1, 2) admet I'appro-
ximation F,(£) £% mais n’admet pas 'approximation $F;(¢) £~%. Done,
les nombres @,, @, sont irrationnels, d’ou

Y0, +2=0=>y=2=0, Y0, +2=0=> y=2z2=0;
d’autre part, d’aprés (45),
ks + 0, 2,0, + 2,0, + 2y = 0 =>
> Bz Xezy + 0, | 22,0, + 22,0, + 792, | = 0 < G(22,}
> L2 = X2y =Tgty =0 > 1y = 2y, = Xy = 0

done les nombres 6,, 6, sont indépendants.

RESUME.

Soit. y(O,, . . ., @,) la borne supérieure de tous les nombres #, pour
lesquels I’inégalité

12,0, + ...+ 2,0, + x| <2

(o 0 <Max(!z |, ..., |a,i) = x) admet une infinité de solutions en
nombres entiers z,, . . ., z,, r,. En ajoutant la condition z;7, ...z, + 0,
on obtient la définition de y'(@,, . . ., ©,). Dans la note actuelle, on déter-
mine les bornes précises de y(@,, ©;) et de y'(6,, 6,), les nombres y(6,),
y(6,) étant fixés d’avance d’une maniére arbitraire.
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