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Une remarque sur les approximations diophantiennes
linéaires.

Par VOJTECH JARNIK & Praha,

Tous les nombres de cette Note sont réels. En particulier, les minus-
cules a,b,c désignent des nombres entiers, n,m, k, r des nombres entiers
positifs. Soit S={6;,...,6,} un systéme de r nombres réels. Je vais donner
quelques résultats simples concernant la solution approximative de I'équation

1) a,0,+a0,+...4+a,0,+a,=0, |a|+|a]+...+]a,|>0

en nombres entiers. Pour caractériser le degré de précision avec laquelle cette
équation peut &tre résolue, introduisons pour =1 la fonction

(2) ‘/’s(t)Z;/J(t) ==min|a,0,4. ..+ a0, a,|

oit le minimum est pris pour @, (i=0, 1, 2,...,r) variables sous la condition
0< max (|aj,...,|a,])=<t. Si(1) n’a aucune solution, c’est-3-dire si’on a w(f) >0
pour chaque #=1, nous allons dire que S est un syst¢me indépendant. On

sait que #"y(f) <1 pour chaque /= 1. En particulier, pour r=11 on sait que
si 0, est irrationnel (c’est-a-dire {6,} indépendant), on a toujours

VLE’ D] %éliﬁlfgl) ty(t)=1,2)
donc, lim turif) n’existe pas. Pour r>1, on a ua résultat analogue: une
limite positive de t"y(f) ne peut pas exister. Plus précisément :
Théoréme 1. Sir=1, S={6,,...,0},
lim sup # w4 (f) =B, ]itm+inf Fyg(t)=A>0,

>+

O <liminf fy(f) =
t-»+400

on a B> A; d’une maniére plus précise,

o (&) =2

1) A. Hurwirz. Voir p. ex. J. F. Koksua, Diophantische Approximationen (Berlin,
1936), p. 31, Satz 13 a.
2) A, Cuxcin (Ko reuixw). Voir p. ex. J. F. Koxsya, L c. t), p. 36, Satz 24.
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Mais, contrairement au cas r—_~1,' on peut avoir lim " y(t)=0, si
7> 1.8) Pour classifier, dans ce cas, I'ordre maximum et minimum de ;(f),
définissons :

Soit @(S) =« la borne supérieure de tous les y pour lesquels

lim sup Faps(1) <+ oo;
terto
soit #(S)=4p la borne supérieure de tous les y pour lesquels
lim inf £ yg(f) <+ .

tm>+oo

On a donc r=e=pg=-+4=. En outre on a, pour r=2, le théoréme suivant:

Théoreme 2. Soit S={4,, 6,} un systéme tel que 2 < @ < -+~ alors
f=zala—I1)>a.

Donc, le cas a=# ne peut se présenter que si 'on a ou bien ¢ =/ =2
ou bien g== =+,

Remarque Pour r>2 on a un théoréme analogue, mais moins satis-
faisant: Soit S={6,...,6} (r=2) un systétme tel que (B5r¥)y'<a<f~;

alors f=«o ‘—-3a> a. Et la borne donnée par cette inégalité est assez pré-
cise. En effet: Soit r > 1. Alors il existe une suite de systemes §,{6,,,..., 6, .}
{(n=12,...) telle que l'on ait (en posant e,=a(S,), 8,=25(S,))

1=1
,5‘,,=n+0(n’ ) 8, —a“—{—O(a,,) pour n—+-- oo,
Les démonstrations de ces résultats seront publiées ailleurs, Théoréme 2
est une conséquence immédiate du
Théoreme 3. Soit S= {0, 0,} un systéme indépendant. Soit ¢ (t) une
fonction continue et décroissante pour t=1, lim t¢(t)=0. Alors: Si l'on a
t>+tow

We(t) < (t) pour chaque t>,, il existe a chaque T un t> T ftel que

En posant @(f)—1¢", | <y <a, on obtient aussitot le Théoréme 2.
D’autre part, en posant (;(f)=)t“2 (2> B), on obtient

Théoréeme 4. Si r=2, on peut remplacer, dans le Théoréme 1, liné-
galité (3) par linégalité A =:36B* (qui est plus précise que (3) si B est petit).

Passons maintenant aux démonstrations trés simples-des Théorémes 1, 3.

Soit S={6,,...,0,] un systtme indépendant. La fonction (f) ect
donc positive et non croissante pour £z 1, constante dans chaque intervalle

%) On ‘a méme le résultat suivant: Soit r > 1; soit ¢(f) une fonction croissante et
positive pour £z=1. Alors il existe un systeme indépendant S=={#,...,#} tel que
fimp(t)yp.(f)=-0 (A Cunxtix), Voir p. ex. J. F. Koksxa, L ¢ 1), p. 69, Satz 8.
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84 V. Jarnik

mst<m-k1 et 'on a llm w(f)==0. Il exlste donc une suite inflnie de
byl 00

nombres naturels

(4) lmtl<tg<ts<--.

r--1 nombres a,, (i==0,1,...,7) tels que
(5) alnol "‘" e +a,,.0,+ao,.m’l/l(t,,), max (lalnls 00y |arn|) bl ln'
Evidemment, le plus grand diviseur commun est égal a un:
(6) (alm aﬁn’ LIC S arm aOn) == ]'

Démonstration du théoréme 1. Soit 0<A'<A<B<B <-oo;
donc
(7) Af'<y@t)<BTt,
si t est assez grand. Pour /,<¢<ft,, on a Y(f)==y(t,); donc, pour f==1,
d'rine part et pour ¢-¢,,, d’autre part on obtient de (7), si n est assez grand,

® A" <y(t)=Bt.,.
Posons k=2 et considérons les k-1 nombres (différents deux-a-
deux)

Y(tari) = Quuibr o 00,4 Qo s (i=0,1,...,k).

Ces nombres sont situés dans lintervalle 0 <&<(f,). Parmi ces nombres

il y en a donc deux dont la différence o est positive et plus petite que

w(t)/k On a d=¢0,4...4c0,4c,; puisque 0<Z<1, on a
O0<max(le,...,|e]) <2t

donc w(2¢,..) <4 <k~'y(,). Mais (8) donne

2\k-1
etz 2" 2 a (5] i, K@ sk B

(<2
F) <%~ 7

Pour A’+ A, B’+B on obtient le théoréme,

done

Démonstration du théoréme 3. Soit r==2; écrivons 6, 9, a,, b, c,
au lieu de 6,, 0,, a,,, G5, Gp,. ON a

©) max (|a,), b)) =t @,0-+bum-F 6o =p(t),
'(]0) (am b,, C")= 1.
Supposons que pour tous les ¢ assez grands on ait
1 .
(1) ¢(6l—‘}9(7))-ﬁ—¢(t)<¢(f),

il faut en déduire une contradiction. Pour ¢, <¢<f,,; on a yw()=y(l,).
Pour ¢{="1, d’une rart et pour {-£,, d’autre part on obtient donc de (11)
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1
(12) U4 (m)éw(tn)é(p(fn-ﬂ)s
si n est assez grand. Il s’ensuit que
1
(13) tn+1—<————m’

En effet, dans le cas contraire, on aurait

. 1

V()29 (ha) <@ (m)

ce qui contredit & (12),
Posons
a, b, ¢,
D,=| 0. b,::64: |, E,=

Qi Do €1
Jaffirme que D,=0, E,==0 si n est assez grand. En effet: En multipliant
les équations
(14) an+:0+bn+i”7+cn+z="7”(’n+a) (i=0: 1, 2)
resp. par @,.10,p0— 0,090,41, Quieh—a, 0,40, 0,5~ a,.,0, et en ajoutant, on
obtient

a, b
Qi1 bypa

n

ID,| <61,01ta W (t) < 641thia @ (Ern)y
donc, d’aprés (13), |D,|< 1, D,=0.
D’autre part, si E,=0, on déduirait de (14) pour i==0, 1:
|, Copr=Qs1C,| = | @, Y (1) = e W (0] < 24,009 () £ 28,09 (Fn) <1
si n est assez grand, donc a,¢,.;,—a,.,¢,=0 et de méme b,¢,4;— b,.,¢,=0,
donc a,,,=%a,, b,,,=1b,, ¢,.,=1c,, |7|> 1, ce qui contredit & (10).
Choisissons un k qui va rester fixe de sorte que

(15) D,=0, E,&0 pour chaque nz=*k,
Considérons la mairice infinie
a. b, ¢
(16) Qi1 Oy Crin

Aivn Orin Ciae

En considérant trois lignes consécutives quelconques de cette inatrice, on
voit que la troisieme ligne est une combinaison linéaire des deux premiéres
lignes qui, & leur tour, sont linairement indépendantes. Il s’ensuit qu’une
ligne quelconque de la matrice (16) est une combinaison linéaire de ses deux
premitres lignes. Donc

a b ¢
(17) Q41 iy iy |=0 pour tout n>k.
a" bﬂ cﬂ
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En posant

A ='akbl.+1— akrlbln Alnﬁakllblnmannbkll7 Bn'—:;anbk*'al.bn
et en désignant par C,, C,,... des nombres qui ne dépendent pas de n, on
déduit des équations

a0--bmt-c=yp(t) (==K k1, 1)
et de (17) aussitot
(18) AQ/} (tn) -l- An‘/}(tk) ‘l- Bn'l/' (fL-I 'I) = 0'
Ici A==E, ne dépend pws dc n ct I'on a
A:i:oi |An| < lenl |Bn| < len‘
Si I'on avait B,=0, on aurait d’aprés (18) A,7=0 (car A==0), donc
[Ap) | =[Ap ()| Zv{),
ce qui est impossible si n est assez, grand.
L’équation (18) et 1'équation analogue avec n--1 au lieu de n donnent,

si n est assez grand,

|Bn+1Au_BnAn+1| = |A| . |Bn+1’l/j(fn)_Bn"p(tzwl)l/’l/j(tk) <

< len+1’l/j(fn —_—1C2fn+1(p(in+1) < l
(VOir (12))’ donc Bn+1Au_'BnAn+1=07 Bn+1’l/'(fn)_Bn"‘/j(fn~ll):01 c'est-a-dire
(Bn+lan_ Bnan+1) 0 + (Bn+1 bannblﬂ'l) ﬂ—I— (Bn+lcn_Bncn+1) == 0’

oit B,70, B,,;#0. Mais 0,  étant un systéme indépendant, il s’ensuit

Bn+1an"_Bnan~l 1= Bn-l-lbn_Bnbn-H = B:H 16— Bncu+1 = 07
d’ott a,b,,,—a,,1b,=0, ce qui contredit a (15).

(Regu le 17 septembre 1949.)
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