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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden.

Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

Einleitung.

&
Es sei 25 ganz; Q(u)= 3 a.,u,u, sel eine positiv definite
1

M, v=
quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten (d. h. @, , und 2a,, (@ +%)
seien ganz) und mit der Determinante D. Ich setze
k

M=—"" i @)= 3 1 (n20 gana);
2 V‘DI'(E) Q(m)=n

F(z) ———né'zG (n) (2=0).

Es ist also G(0) =1, und fiir ganzes n > 0 ist G'(n) gleich der An-
zahl der Gitterpunkte auf der Oberfliche des Ellipsoids @ (u) = .

Nach den Herren Walfisz und Landau®) ist
E
F(z)="F2" +P(a),
wo
¥
P(z)=0(* ).
Daraus folgt fiir ganzes n >0
LAY

(1) G(n)=F(n)— F(n—1)=0{a® ).

Nichttriviale Abschitzungen von P(z) nach unten haben die Herren

1) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr.
19 (1924}, S. 300—307; E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellip-
soiden, Math. Zeitschr. 21 (1924), 8. 126132,
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Landau, Miintz und Walfisz angegeben?). Insbesondere lautet das Haupt-

resultat des Herrn Miintz:
-1

-1 Q
(2) F(n)—2MZ’ Zln *),
m=1 2
wenn n iiber natiirliche Zahlen liuft. Darin ist speziell enthalten:
B,. PFir jedes u < M ist jede der beiden Ungleichungen

LA x_,

(3) P(rn)>un® , Prn—0)<—un’
fiir unendlich viele natdirliche Zahlen n erfillt®).

Ich will in dieser Note folgenden Satz beweisen (c,, ¢y, ...,¢{,¢5, ...
sollen positive Konstanten bedeuten, die nur von der Form @ (%) abhiingen):

Satz 1. Es gibt eine positive Konstanie c;, so daf jede der beiden

Ungleichungen
E E

P(n)> (M+e)n® , P(n)<(@M—c)n®

fiir unendlich viele natirliche Zahlen n erfilll ist.
Wegen der trivialen asymptotischen Gleichung?)

(4) P(n—1)—P(n—0)~2Mn®

folgt aus Satz 1 sofort der
Satz 2. Fir jedes ¢ > 0 ist jede der beiden Ungleichungen

L

3
-1
P(n—0)>(—M+c,—e)n® , Prn—0)<—(M+e,—e)n®
fiir unendlich viele natirliche Zahlen n erfillt.
Diese beiden Sitze sagen mehr aus, als der Satz des Herrn Miintz3).

Mein Beweis des Satzes 1 beruht auf einer Kombination eines Landau-
schen Kunstgriffes ‘) mit dem Beweis von B,, wie ibn Herr Walfisz ®) ge-
fithrt hat.

?) E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, zweite Ab-
handlung, Math. Zeitschr, 24 (1925), S. 299—310; Ch. H. Miintz, Zur Gittertheorie
n-dimensionaler Ellipsoide, Math. Zeitschr. 25 (1926), 8. 150—165; Ch. H. Miintz, Uber
den Gebrauch willkiirlicher Funktionen in der analytischen Zahlentheorie. I Sitzangs-
ber. der Berl. Math. Gesellsch. 24, 2 (1925), 8. 81-93; A. Walfisz, Uber Gitterpunkie
m mehrdimensionalen Ellipsoiden, zweite Abbandlung, Math Zeitsohr. 26 (1927),
S. 106 —124. )

% Vgl Walfisz, loc. cit. %), S. 108—109.

4 Loc. cit. ®), § 4, 3.

%) Loe. cit. ?), Satz 1.
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§ 1.
Hilfssitze.
Hilfssatz 1¢). Es gibt dres positive Konstanten c,, ¢,, ¢;, so daf
fir jedes ganze x > ¢, die Ungleichung

LAY

g—l 2
lG(n)—ZMn >eyn
fiir mindestens c,x ganze Zahlen n mit 0 <n <z erfillt ist.

Beweis. Es sei N=2*D 41, also N ganz. 7 sei eine ganze Zahl.
Es bedeute L die Anzahl der ganzzahligen Losungen von

Q(m,, my, ..., m)=r(modN)
im Wiirfel 0 <m, < N (1<» <k); dann ist offenbar
3
4L, M )
() > 1= 2* +o(z°).

k
0 Q<2 kN
Q (m)=r (mod N)

Nla-

)

Ich wihle ¢, > 1 so groB, daB das eben anfgeschriebene Glied o(
absolut genommen kleiner sei als

k
Mz®
kNE
fiir alle z > ¢, und alle ganzen r; weiter sei ¢, noch so gro8, daB
(6) 2 T2 ?k| 1 3
‘ 0<n§zn WQ’ <2kaa:

. p=7 (mod N} |
fiir alle 2 > ¢, und alle ganzen 7. Es sei endlich
M M
TNE BT o

wo ¢, eine (nach (1) vorhandene) Zahl ist, fiir welche

(7) Gy =

-1 -
IG(n) —2Mn" I<em
fiie alle ganzen n > 0.
Wire nun die Behauptung falsch, so wiirde es ein ganzes z, > ¢,

geben, so daB
k

| -y %
[G(n) —2Mn" | Zen
fiir wenigstens (1 — ¢;) 2, ganze n der Strecke 0 < n < z,. Es wire also
fir jedes ganze r
% Vgl Landau, loc. cit. 2), § 4, 3.
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k
-1
(8) M @)= D 1= 2Mat
0<n=<z, 0L Q (m)Ez, 0 nsz,
n=r (mod N) Q (my=r n=r

k -1
( Zn +c4x0 caxo),

wo 16, <1. Aus (5), (6), (7), (8) wurde folgen
4L M 4M oM L — N <1

— < c, g C
| EN® kN 2ka+ka R DY

also

L =N,
Daraus wiirde sich aber ein Widerspruch ergeben, genau wie bei Landan,
loc. cit. %), 8. 308 Zeile 10 bis S. 809 Zeile 5 (sein M ist durch N zu
ersetzen ).

Hilfssatz 2. Es gibt drei positive Konstanten ¢{, ¢3, c3, so daf fir
jedes ganze x > ¢y jede der beiden Ungleichungen

-1

k _
G(n)>2 Mn® —f—cgn‘ ,
3 )

-2-‘—1 ’ 2T
G(n)<2Mn™ —can
fiir mindestens cix ganze Zahlen n mit 0 < n < x erfallt ist.
Beweis. Es ist bei wachsendem ganzen z

ZG(n) 4M2 2M2n 1.

Wir wihlen zu.néchst €3 < €4, €3 < Cg SO, daB

13
—a-—-c,“’- 6304— Cgi—kﬁ)—-‘<0.
LA
2% &
Dann wahlen wir ¢{ > ¢, so, daB fiir alle ganzen z > ¢; gilt

k

z z l—l £
(9) (s —e)z>2, |D@n)—D2Mn® |<az®.
n=1 n=1

Wir beweisen den auf das Auftreten der ersten Ungleichung beziiglichen
Teil der Behauptung; der zweite Teil 1a8t sich ganz analog beweisen.
Gesetzt, der erste Teil der Behauptung sei falsch; dann wiirde es ein
ganzes z, > ¢, geben (also z,>c¢,), so daB
E E_,

5 -1
G(n)<2Mn® +ein®
fiir wenigstens (1 — ¢z)x, ganze n der Strecke 0 < n < z,.
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Es ist aber nach Hilfssatz 1
E

£~1 -—-1
!G(n)—zMn"r >c,n®
fiir mindestens ¢, z, ganze n mit 0 < n < z,, also wire (wegen ¢4 < ¢,)
E k
G(n)< o Mn®  — c.zn?
fiir wenigstens (c; — ¢;) %, ganze » mit 0 <n Lz,. Fir alle ganzen
n > 0 ist endlich

-1

E_ E
-1
2
) G(n)< 2Mn® —}-c‘1
Also wire
E_ E_ k_ leg— ¢5) ) k
2G(n)<22M 2 —I-c‘_,an —]—4:,,:&:0(::1:0 — ¢, Z’ n? .
a=1
Wegen (es — cs) %o > 2 ist aber
leg— €5) zg) % (R ALY k.
R il (e,—e)® 3
D ' > w du>-20 g
n=1 0 k2?—1
es wire also
2 s E N7\ X
ZG(%)<22M7¢2 -+ c;-{—c;q—c.z&kc”—) xd
n=1 n=1 k2;-1
o E_ E
2 2
=Z2Mn —az,,
fa=1
was mit (9) im Widerspruch steht.
§ 2.

Beweis des Satzes 1.

Ich beweise nur den anf das Auftreten der Ungleichung
k
3!
P(n) > (¢; + M)n®
beziiglichen Teil der Behauptung. Den zweiten Teil der Behauptung kann
man ganz analog beweisen.
k
Es sei ¢, = %o; ¢i®. Wire der erste Teil der Behauptung falsch, so

wire fir alle ganzen n > ¢,

In-'

-1

(1]

P(n)<(*c + M)n
Weiter ist E E
P(n)——P(n-l-):G(n)—2Mn? 1—}—4:1(79,5-.').
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Nach Hilfssatz 2 gibt es zu jedem ganzen z > ¢; mindestens ¢; z ganze n mit

k k
-1 —-1
0<n<z, G(n)<2Mn® —cin® .

Es wire daher fiir jedes ganze & mit z > ¢/ die Ungleichung
k
-1
P(n) < (M4 e —%)n®

fiir mindestens ¢3z — ¢, ganze n der Strecke ¢s < n <z erfillt. Es ist
aber?) fiir natiirliche m

m+1 —1’:-—1 £_1
fP(u)du=P(m)—Mm2 —]—o(m2 )

Es wiare daher fur z>1

z [z]-1 ®F1
fP(u)du—Z fP(u)du-}-fP(u)du
0 m=0 [2)
(-1 é 1 —f--l {‘-—1
==Z( P(m)— Mm~ +o(m' ))—}—0(:::“ )
m-1 k_,  [4Gl-a] & _, k
<c52m ——' 2 m® +o<x2)
m=0
x x
2 e ':‘ elel® ';:
~—E 05 ) x =——§—27 5
also
x *
(10) fp(u)du ~2a,7 4 o (s").
Es sei nun
POz)=P(z), PYV(z fP(’" (w)du (y=0 ganz).
Aus (10) wiirde folgen
L A
P(k)(x)s _ ¢ 22 +o( ?‘FL—I)’
ST G
glg T

was mit dem bekannten’) Ergebnis
$k-1

PY@z)=0(z * )
3k-1_ 3% _1 im Widerspruch steht,

wegen

%) Vgl. Walfisz, loc. cit.*%), §. 110.
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Bemerkungen.

1. Aus unseren Sitzen folgen freilich sofort analoge Sitze fiir Formen mit nur
rationalen Koeffizienten.
2. Die linke Seite der Miintzschen Gleichung (2) ist gleich

P(n)—Mn§—1+0 (w2 %),

4

unser Satz erlaubt also, den Exponenten auf der rechten Seite dieser Gleichung

durch g— 1 zu ersetzen,

3. Wir wollen noch zusehen, welche untere Abschitzungen von P () trivial sind.
Es ist A
F(x):Z’G(n)Ni,fiz2;
nsz
daher ist bei jedem u < M fiir unendlich viele natiirliche n
L
P(r)—P(n—0)=G(n)>2uan? ;
es ist also trivial, daB mindestens eine von den beiden Ungleichungen (3) fiir unend-
lich viele natiirliche n erfiillt ist. Diese Aussage hort aber auf, trivial zu sein, wenn
# = M gewihlt wird.
4. Das wesentliche Ergebnis dieser Note lautet folgendermaBen: Es gibt ein
¢, > M, so daB jede der beiden Ungleichungen
L x
P(n)>c¢n® P(n—0)<—c,n?
fiir unendlich viele natiirliche n erfiillt ist. DaB mindestens eine von diesen Ungleichungen
unendlich oft erfilllt ist, hat eigentlich implizite schon Herr Landau?®) gezeigt. Er hat
nimlich gezeigt, daf die Gleichung

-1

k
=1 = =1
G(n)=2Mnt +o(n2 )
falsch ist; es ist aber
k k

P(n)—P(n—1)=G(n)—2Mn® +oln? );

es kann daher nicht i

-1 =1
P(n)= Mn? +o(n2 )
sein, Es gibt daher eine Konstante ¢, >0, so da mindestens eine der beiden Un-

gleichangen .

21 =
P(n)>(M+c)n® , P(n)<(M—c)n®
unendlich oft erfiillt ist. Aus der letzteren Ungleichung folgt aber wegen (4)

LAY
P(n—O)<-—<M+%>n2 ,

wenn 7> ¢Cy.

8) Loc. cit. %), § 4, 3.

(Eingegangen am 4. Mai 1927,)
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