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Bulletin international de 1’ Académie des Sc1em,ca de Bohéme 1928.

Sur les points a coordonnées entieres dans les
ellipsoides a plusieurs dimensions.

Par

VOJTECH JARNIK.

Présenté le 23 Mars 1928.

§ 1. Introduction.

Dans deux Mémoires?)?) qui paraitront prochainement dansles Mathe-
matische Annalen, je me suis occup¢ d’une maniére systématique du
probléme en question pour les ellipsoides, dont les axes coincident avec
les axes des coordonnécs.

Dans Gp. I, j’ai démontré le théoréme suivant (Satz 1):

Théoréme A. Soir Q (1) = &y 1; + oty 3 + . . . + &, (>4, a; >0);
pour x > 0 soit

r r

xZ
Ag (1) = Y 1= at 4 Py (%) ;
o= Vg a,. o .e T (— -+ 1)

alors on a
Py (%) =0 (x log? x) pour v = 4

r

Py (x) =0 (x2 ' log x) pour v > 4.

Pour démontrer ce théoréme, je suis parti de la formule

o

[@ (9):2 e—mls]
L . m = L
?+tm
1 ds
(1) Ao (%) = 57 S@(als)@(azs)...@(a,s)e“ <
1.

1) Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden; dans la suite cité
par Gp. L
3) Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, zweitc Abhandlung;
dans la suite cité par Gp. IL
Bulletin international.



valable pour les x > 0, non exprimables sous la forme x = = mP oy (my
i=1
entiers). Dans ce travail, je veux démontrer en premier lieu le théoréme
plus précis suivant:
Théoréme Ier. Q (u), A ) Py (x) ayant la signification donnée plus haut,
on a 0 (%) = O (x 108> %) pour v = 4

Py(x) =0 (x7_1) pourr > 4. .
Pour démontrer ce théoréme, il faut partir non de la formule (1),
mais de la formule

xdks

2) S do(y)dy = Smi S O (;5)...0 (e, 5) e*s (e***— ) as 5 (0<2<1),

x

valable pour ¥ > 1.
C’est cette formule (2) qui m’a servi pour point de départ dans Gp. 11,
ol j’ai démontré le théoréme suivant:
Théoréme B. St v > 6 et st un awu moins entre les v — 1 nombres ZL
1
(§=2,3,...,r) est incommensuradle, on a

Si tous les nombres % sont commensurables, on a d’aprés MM.
1

Walfisz et Landau?) P, (x) =O (x* ') pour #>5. Alors, le théoréme
1 est pour » > 6 une conséquence immédiate du théoréme B et du théo-
réme de Walfisz-Landau. Néanmoins, je développe ici la démonstration du
théoréme 1, ce théoréme contenant une évaluation nouvelle de Py (x)
pour 7 = 5 et sa démonstration étant bien plus simple que celle du théo-
réme B.

Je veux encore donner une démonstration du théoréme suivant:

Théoréme 2tme, Soit ¢>2, 7, >0 (j=1,2,...,06); o, v; entiers;

r=17 +rF+...Fr>4; A= Za‘mz'n (%, 1) . Considérons toutes les
formes quadratiques =

®) Q) = 2y + s +. ..+l

avec 3; > 0. On a alors, pour presque tous les systémes des valeurs positives

By Bos - - -, B')

3) Pour les détails bibliographiques, voir mon Mémoire original: O m#Zovych
bodech ve vicerazmérnych elipsoidech, Rozpravy Ceské akademie 37 (1928).

%) Clest-d-dire pour tous les systtmes (fy, f,, ..., fg) avec ;7 >0, excepté
au plus un ensemble de points (8, f,, . . .., fg) dont la mesure (dans I’espace & @ di-
mensions) est zéro (,,mesure’ au sens de M. Lebesgue).



Por) =0(x* )
pour tout &€ > 0.

Dans Gp. I, j’ai démontré ce théoréme dans deux cas particuliers:
pour ;>4 (j=1,2,...,06) (Satz 2.) et pour 7, =7, =... =9 = 1
(Satz 3.), en partant de la formule (1). Dans mon Mémoire originald), je
démontre le théoréme 2% a l'aide de la formule (2), ce qui permet de
simplifier considérablement la démonstration. Ici, pour étre plus court,
je veux montrer, quelles modifications sont a faire dans la démonstration
du ,,Satz 2 (Gp. I, § 5) pour démontrer le cas général.

§ 2. Démonstration du théoréme {er.

+ ®
Soit @ (s) = X e~ pour R (s) > 0; en posant

M w=— 0

O (a,5) O (y5) ... 0 (a,s) :fa,,e“‘n’ O=4,<1<..),
n=1

on a évidemment pour x > 0:

Ean_AQ , dott ¥ an (x — 1 )=§Ao(y)dy

by << v by =x

En utilisant la formule bien connue

a+iw
1

eTs
— S ds= Max (0,T) (a >0, T réel),

a—1io

on obtient pour x >0, a >0

a+ i

- 1 - ds
—_ —lys pxs T
[aomray= s [ Faerren sy,
0 a—ia:-l
alors
i + f
21 x
ds
§ 4000 a 6 (o s) et (e** —1) —
pour x > 1. '
Pour démontrer le théoréme 1¢, il suffit dc montrer
ax1l néx;
[ Aot dy= 06T leg ),
x \/al S0 ( -+ 1)

ol ¢ =2 pour » =4, ¢ = 0 pour » > 4.
l‘



En effet, A¢ (x) étant une fonction non décroissante de x, on aura
alors

< 2 A
. +0 (% log 7x) = SAo )dy<dq (%) <
Val...a,l"(———{—l) #—1

Ve & (5 +1)

Tout d’abord, posons A = Max 2

et occupons -nous de linté-

1=<j=g, Of
grale
— +14 4
1 V= ds
—_ 28 (pE=s
7y 0) =5 S@( .00 (g s) emt (exr—1) L2
l A4
x '\/x
On a, d’aprés une formule bien connue,
» / 1 . 2‘ _mz.i'_l_
0 er9) = Vo5 @ +% (), ot (5 = 2 Y e
Pour?) s = !
u =~ \/_
§R( ) 15 +x2i2 > c; alors
[ Fi(s) | < 2e W"'") 2 e TV T TE AR
mml
On a alors, pour % >c,
A
r \/7
1 n? 6xs EX -
Ji(%) = —(¢ —1)(1+pce *7F)ad¢
2x Yea,o...0q 5 +2 :
s
_ A
VvV

s=—1——}—it.
(s=7+i)

8) Par ¢, je désigne des nombres positifs, ne dépendant que de Q (u); par @
des fonctions d'un nombre quelconque des variables, satisfaisant 1inégalité | p | < 1.



On a évidemment pour x >c:

165 1| < cmin (%er, 1)

Alors
4
v; xS
8—_— (eis—l) e—T+x'F dt=
s%+2
_ 4
V7|
A
V7 cx
’ , 1+ a8
) e T 4|t | =
1 _I_ x2t2)4
0
A'\/" cx
4 e 1+8
=0 x 2 ——— 4t
(1 +¢2)Z+E

0

La fonction sous le dernier signe d’intégration a, pour x > ¢, son

cx
r 1’
Ty

maximum aux points ¢, déterminés par I’équation 1 + 2 = - la

r 1
grandeur de ce maximum est O (x ¢ 2); lexpression (4) est alors égale
a0 (x%).

En second liey, on a

_ 4
SN dt i3
(5) ¢ (¢ '—1dt | = S :0(8—,—-_ =0 (x%).
. §+2 5t
S 12
— ® A4 A
r vV
Enfin, on a
1 1
+ o S Hi® S Hi®
xs (x=x1) xs
(6) ™ —ndt=2\as— P\ g
s?+2 1 8-2-+2 s'—"'+2
- —f ® %—-iw
r 9 I3 T
(x_}:l -—xz“):;{:—ri—xz + 0 (x2 1).
1‘(2“) r(g+1)



De (4), (5), (6) on déduit

[~

z
x2

\/alwz ., F(2+1)

[

T

T = + oY,

Pour démontrer le théoréme 1, il suffit alors de démontrer 1’exactitude
de la formule

1ol -

@ d 1
( 10(as)...0(s) | Min (L0 —t-;-=0(x log 7).

V7
D’aprés un relation bien connue entre la valeur moyenne arithmé-
tique et géométrique, il suffit alors de démontrer la formule

0

j | @ (ajs) | Min (1,8) —— ’” —0 &? ' log7x)
Vi
Vi

pour § =1,2,.

. , , . h
Construisons, x étant un nombre donné > 1, tous les points % avec

0<k<Vux h %O, (h, B) = 1, c’est-a-dire les fractions de Farey avec

le dénominateur < V/#. Nous construisons aussi leurs médiantes, c’est-a-
dire tous les points h +_ , ou —»— sont deux points de Farey voi-
R+ k kE R

sins. Soit B lintervalle, fermé du c6té gauche, ouvert du cété droit,

. h . A ‘1;
contenant le point de Farey % dont les points extrémes sont deux médi-

antes voisines. On a

_(r s
0 = by o).

De la théorie des transformations des fonctions ®, nous utilisons le
résultat suivant: /, m, n, p étant quatre nombres entiers avec # >0, Ip —

-—mn=1,—p—=2—h— (alors 7 = k ou bien n=i),-on a
" k 2
pc ( loe,s—m:w)
O —gg 2>
(8) O (oys) vk “is—zﬂi— na,s—pyu

ol @ (s) est définie par une des équations suivantes:

o

Z e, @ ( =Z (—1)me=ms, @ s _i

M = — 00

2m—1)

§



1 ., L, ) 2
Pour s = - -+ t1,¢ étant situé dans l'intervalle Tn Brr, On a
1

ER(—-% la,s——mvm): 72 o -
- 2
nojs —pmi X n? tx_/ (,t——2 h )
x? k

car |t —2x— | <— \/; ,# < k; on a alors d’aprés (8)

(9) | @ (ais)

2z h )
\/k «_ @ k
7 étant fixé, l'intervalle — oo <f << oo est divisé en une infinité dénom-
. 2 . .
brable d’intervalles 7“ B 4,%, qui sont deux a deux sans points communs.
7

Pour ceux entre ces intervalles, qui ont un point commun au moins avec

I'intervalle < —= \/v , ), on a nécessairement 4 > 0, d’aprés (7). Alors

S | @ (08) | Min (1,8) —— dt ZS | @ (cj s) lMin(l,t)%'
A T RS0k
vV HBh,k

i

¢t étant situé dans l'intervalle —2&— Brr,ona |t — 2= h 2= 1
1

a k = « kv,
h h
alors pour A >0,x >c:c - < t<co. En utilisant encore la formule

(9), on obtient (pour & >0, x >¢)

| @ (ess) | Mun (1, ¢) %/

%Bh,k
. g\ (
<. M‘H’l« (1, 7) dt -
= r_ 1 2a h
) [ -2 DT
2181:,;;

LA
= TE) B2

Min (1,-2—2 § Car g (15
(



d’out
( dt —1 Mm(l i)

S 16 (o) | Mim (1,9) - <c #7

> h>ok ki' 1,

V7

gcx?_1 2 Jog(k+ 1) (If +1) gcxé—llog%
q - o<k=% k?—l

q. e. d.

§ 3. Démonstration du théordme 2éme,

Pour démontrer le théoréme 2, il suffit, d’aprés Gp. I, Hilfssatz 4,
de démontrer le fait suivant
Pouy presque tous les systémes

BiBo...,Pc avecB;i >0(7=12,...,06)ona

S | @ (B,5). .. 06 Bs5) ld—tt=0(x?‘1+~)

4

Vs
pour tout & > 0.
C’est ce fait (4) que j’ai démontré dans le Hilfssatz 6, Gp. I pour
" 7> 4. Mais, en jettant un coup d’oeil sur la démonstration du Hilfssatz 6,
on voit que I'hypothése 7; > 4 n’intervient que dans les conclusions, faites
de I'expression (25)%); cette expression et son applicabilité a la démonstra-
tion du fait (4) sont alors indépendantes de I’hypothése »; > 4. 1l suffit
alors de démontrer le fait suivant:
Soit v un nombre entier, 0 < v < 6; soit”)

n+...+r, 't+1+"'+'6 ¢
Lx;l;m;n)=x" 2 * a T T 2 log?x.

O WHEDROE D p e g 12t (Z20)
f=1 omy (_.L_l) +ny f=z+1 .

Soit S=Z L (x;1;m;n), o la sommation est élendue sur toutes les
valeurs entires non négatives de

Loy, gy, ..., e, Ny, By, . . ., Na,

pour lesquelles

1 .
Z oM+ > xpour § <z, 2M M < V% pour i >t

7+

2m< V%2 <cx

%) Gp. I, §5.
N L (¥; !; m; n) est (excepté le facteur superflu (n;-1)% et un factear
constant) exactement 1’ expression (25).
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Alors on a

—k 2 F

(10) S =0 @x* )

pour tout & > 0.
Mais I'exactitude de (10) est elle-méme unc conséquence immédiate
des formules suivantes:

Y 0+ 12 =0 0.

dced T T
O VN g, § w D
S i "f; \/;. 211, + mj (—2—-— 1) 2’”7'5 \/x 21:17‘(3 — ]) X
2”’,’5 \/ '{:'
log? x pour 7; > 4
< Jog?x log® x pour 7; = 4
= \/x L rq

x % log®x pour r; < 4.

Z (mj + 1) (nj + 1)2 2™ ™ (;’ ' 1)

2m7' + n7. - \/_x—

< clogtx Z Q"f({’j-])\/

” .
an< \/‘r 2 7
S
x4  pourr; >4
se Vi log* x log x pour 7; = 4
1 pour #; < L.

On voit de plus que l’on pourrait remplacer, dans I’énoncé du théo-
réme 2¢me, le facteur #° par une puissance de log x.

$ 4. Remarques.

A chaque forme quadratique Q (1) = ¢, i 4 ty s+ ..ot
(¢g > 0) on peut faire correspondre un ,.exponent cxact” u=p (Q) tel
que Py (x) = O (x# +*), Pg (¥) = & (%) pour tout & > 0. Le théoréme

2tme montre que p (Q) < 7; — A pour ,presque toutes’ les formes (3).

D’autre part, j’ai démontré (Gp. I, Satz 5): pour toutes les formes (3),

¥
on a Py (x) =  (x* G), alors p (@)= | — o. Pour 7, >4, 7,>4,...,

-~

"
76 >4, on a A = o, alors g (Q) = 9 — @ pour ,presque toutes” les formes
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(3). La détermination de p (Q) dans le cas général du théoréme 2! (au
moins pour ,,presque toutes’ les formes (3)) parait étre un probléme trés

difficile. Discutons un peu le cas ¢ = 2. Alors on a p (Q) = ; — 2 pour

,presque toutes* les formes Q (u) = 3, (ui + ub 4 ... + u)) + B, (W .1+
+ ...+ u,z), si #y >4, v —7y > 4. Mais pour », = 1 on a certainement

3 L .
B (Q) > 5 — 5 » comme le montre le théoréme suivant:

Soit r> 4, Q () = By ut + By (45 + 15 + ...+ u)); B, >0,8, >0;

r—3
alors on a Py (x) = & (x 2 ). :
Démonstration: Soit F (n) le nombre de représentations du nombre
entier # > 0 en somme de » — 1 carrés; on a

r«l

Z ¢z:+§; 1:\3 (y+1 x 2
P =

n=x
r=3
d'ott F (n) =& (n 2 ). Il existe alors une constante a >0, dépendant
seulement de 7 et une suite des nombres entiers croissants §;, < & < &, <
telle que F (§,) > a 5,,,%3—. Les points (0, v,, v, . . . , 9,), dont les coordonnées
,

sont des nombres entiers, satisfaisant a la condition Z v}z = £, sont
situés sur la surface Q (#) = B, ém. Ag (x) varie alors par’ :Izl saut brusque
de grandeur & (Em::;—) si x passe la valeur §, £,. La méme circonstance se
présente alors chez Py (x), d'ou Py (x) = & (xrga).
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