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Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie

der trigonometrischen Reihen.

. . v ’ .
Von Kari Granpjor (in Paris), Vosrecn JArNIK (in Prag),
Epyunp LanpAv (in Gottingen) und JounN EDpENSOR LITTLEWOOD (in Cambridge).

EINLEITUNG.

Herr Farou (') hat zuerst bemerkt, dass die fir 0 < x < 2 offenbar
konvergente trigonometrische Reihe

i cos N
=, nlogn
bei &—0 keinem endlichen Grenzwert zustrebt.
Der (Farousche) Originalbeweis ist nicht so einfach wie der folgende, der
zeigt, dass die Funktion gegen —+ oo strebt.
Durch ABELsche partielle Summation erbilt man bekanntlich: Aus
t
g, =g, =..=2¢e,=0, 20, =D fir 1 ¢ < s folgt

= rj:l

(1 S e,b, <e¢B.

r=1

Ferner ist bekanntlich fir 0 <ax <2, u < v

1 . 1
v — sin (u -1- 1))1; +- sm(u +T)).17
(2) Y - =

CosS N =

b

@x
= 1 D I
n=u+ 2 sin 5
also

R 1
5 D, cosna <
(' ) | _ ’ 14
n=witl Y
Sin 9

(1) Sur le développement en série trigonométrique des fonctions non intégrables, Comptes
rendus hebdomadaires des séances de 1'Académic des Sciences, Paris, Bd. 142 (1906), 8. 765-767.
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Daher ist fiir jedes m > 1

o0 n
. Cos N COoS N 1
/(@) =3 =D

amprlogn — mynlogn sin %»(m + 1)log (i + 1)

0
Fir m = [;- } ist also
3x -

1 1
> _ - - — 0O,
[ = 2:;271105*11—' ol 1)

1
Offenbar ergibt sich wortlich ebenso der Satz: Aus a, = a,= ..., t,=10 (ﬁ)

oo
und der Divergenz von X a, folgt

n=1

oo
f(x) =2 a, cos nx —-oo.
n:l

U
In der Tat ist fur 0 < ég, m = [%}, S =0 o Ay

1 2 »
f(oc)zés,,, = Gt | — L

x .
Sy, Sin

. X
sin § 2

.1 ,
In dieser Aussage kann offenbar die Voraussetzung a, = O(ﬁ durch die

schwichere

. Sn
(4) Apyy =0 (}7)
ersetzt werden. Und statt (4) geniigt augenscheinlich auch
C My T
® fm sup =0 < 73
denn

20 144 ~ 1278 0 4, -

. TSm
Sm SIN

Leicht erkennt man ferner, dass (b) durch

NAy 44

lim sup

Nn=00

_1
2
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ersetzt werden kann. Denn nach einer bekannten TSCHEBYSCHEFschen Un“lel-

s
< — |
chung ist fiir 0 < 00_2, m= [390]

m m
a s a
() = Y ay cos np — 2 > ”‘Zcoq ng — 2kt
=1 sin X ME sin x
2 9

S
S (1 0(1) =

Sm [ gin & + sin [m +- 1 x| -—a
_2m 2 2 et _ 20

. X
sin 9 sin 5
Andererseits ist offenbar, wenn

=Za,= .., a,—0, s, —oc,

(6) a’i == a2 = 2
stets
. na
lim sup —2* < 1.
n=—oo sn

Es entstehen nun die fiinf Fragen:

1) Folgt aus (6) allein
(7 - f(@)— o0 ?

2) Wenn nein, folgt (7) etwa aus (6) zusammen mit

na
lim sup —2*Ft <19

NnN=—oo n

3) Wenn nein, welches ist die (dann offenbar existierende und dem
Intervall ég P < 1 angehorende) Weltkonstante 72, so dass (7) zwar aus (6)
zusammen mit

lim sup Nnry - p

N=00 n
folgt, jedoch fiir kein P’ > P aus (6) zusammen mit

lim sup 2+t —~ pro

N=00 ‘\11
4) Folgt (7) schon aus (6) zusammen mit

lim sup Pty =P?

n=o< S“
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5) Tst P:%?

Wir werden in dieser Abhandlung alle diese Fragen beantworten und
finden :

Ad 1) Nein.

Ad 2) Nein.
3

2
Ad 3) ij sin ©y dy = 0.
0

Ad 4) Nein.
Ad ) Nein.

§ 1.

Es sei

3
. 2
I(cx):jy’sinrcydy fir 0 a<<1.

0
Offensichtlich fillt I(«) monoton fiir wachsendes «; denn

3

2

y*logy sinmy dy == — "y" |log y sin =y | dy < 0.
0

ol e

I’UZ):.

Sy

0
Ferner ist

.I(O):;lt-} 0, I)=—L<o0.

n T

Also gibt es genau ein P mit

3
2

: ijsillwydy:O, 0<P<l..
0

1

Dabei ist P > 5 Denn fir 0 < yg—% ist

Vy+Vi—yr=14+2Vyl =y >1+Vy>1+y=NVT+yp),



-

[}
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also

1
2

1(3) =[(Vy+VT=5 —VTFp sinmy ay > o.
0

§ 2.

Satz 1: Aus (6) zusammen mit

8) y = lim sup 244t < p

Nn =00 sﬂ
folgt
f(@)—~oc bei wx—0.

Beweis : Fir x>0, m—_—:[zlx] und »=3m 41 ist nach (2), gleichmaissig in o,

.

1
v — sin (3772 -+ %){X) —+ sin (z) _|-§)x
Z CoSs Ny =
n=im 2 sin 2

2

- — sin (3‘_7: -4 O(w)) -1
: 2
= = O(x).
2 sin x
2

Nach (1) ist also

D, a, cosnx = Oasm 1) = 0(1),

n=3m 1
und es gentigt,
3m
2 a,, cos nw—oc
n=1
zu zeigen,
. . + P
Nach (8) ist fir 2 =>n,, wenn wir a=1 ) setzen,
Sw_ Swe S SahOae (L1 % )
o (nA-1* T ot (- 1) e (A1 (- 1)
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Daher ist, wenn s, =0 und s =spy fir t >0 definiert wird,

3m

3m 3m
2 a,cosnxe = 2 (s, —Sy,—,)cosnw = 3 s, (cosnx — cos(n +1)x) -+ Szn, cos(3m -+ )
n=1 n=1 n=1
3n
3m i1 2%
S 3 St . .
=\ s, sin tx dt 4 s3,, cos 5 “+-o(l)| = o T 8in 12e dt ~+ 0(Sgm)
0 0
L 8
S‘j o SE 2
= 0(x)+x -—nﬁ—;“ T sin e dt 4 x -—’”—;J ™ sin 1w dt 4 0<sr)
- =
X
(L‘l'H‘ 2x
= 317( - j*:" sin tx dt —i—o(l))-—»oo
® 0
wegen
3n 3
2 2
it . a .
- J'c" sin e dv=m=n|y* sin ny dy =nl(x) > 0.
0 0
§ 3.

Satz 2: Es gibt ein Beispiel mit (6), y =P und.[(x) .m'c/zt — oo bei x—0.
Beweis : Es sei

1 1—P
kho=1, k,=2' ¢,= und P, =D+ fir ¢=1,
q
Co o
ay=1, a,=-—"7%- fir k,_, <n=kh,.
noe
Dann ist
4, =da, 2.y an—0.
Fir k< n =k, ist
Cq
n
Ny, < nl"Pq ) an . npq P
Sp 1 1 \=— 1, p ’
" Col——5 + ..+ ——5 dt — (=1
q (11—Pq nl—Pq> l—Pq‘ Pq< )

daher ist
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B

Nun sei (x;:af,'q:gﬁ—. Wegen U'(a) << 0 ist —1(1’(1)‘/—%{, wo W eine
s

. . 1
positive absolute Konstante ist. Daher ist (man beachte P, >> I’ > §>
k(l 1

1

- — P
2 1@,1 cos nw < k,_, =24 =gt g2 =c,Vk,=0(—c,kq" 1(P)),
=

1 1
" . P, r— 2 :
da fiir alle grossen g offenbar ky? 2 > kg™ 2 > ¢*; man merke sich

— ey g1 I(P,)— os.

Ferner ist nach (1) und (3)

[ee]
ko+1
A, CcoS nx < 0( x~> = Ok, Cqq) = O(1).
n=k, +1 ’
Schliesslich ist
k k
5  cos nw _ cos n?c
Ay COSNE =, Y =5 =0 2
n=k,_+1 n=k,_+17 n=1 n'
T kR Lo cos v .
da naxe < 5 fir n<h,_, wegen k,_, << 3 und hierin ist, da ;TP,I fii

3n . . .
0<v= g in zwei Abteilungen monoton ist,

'h

k, 1
(,OS 7lm COS T TC 1 _p
__‘ 1 l’ d‘c—i—O(l):—I)q w IqI(I)q) i- 0(1)

‘N =

Zusammengefasst ergibt sich

i+ I _p
(@) =—p=ca 1 1(L)(1 + o(1)),
9) lim inf f(a) = — oo.
x=0

Aus (9) folgt 1) die Divergenz von L a,,, 2) /(@) nicht — -~ oo bei @ —0,
also 3) y = P, also 4) y = D.
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