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Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie 

der trigonometrischen Reihen. 

Von K A R L O U A N D J O T (in Par is) , V O J T E C I I J A R N I K (in Prag) , 

E D M U N D L A N D A U (in Göttingen) und J O H N E D E N S O R L I T T L E W O O D (in Cambridge). 

E I N L E I T U N G . 

Herr FATOU (X) hat zuerst bemerkt, dass die für 0 < x < 2K offenbar 
konvergente trigonometrische Reihe 

-^ cos nx 

>n log n 

bei x~+0 keinem endlichen Grenzwert zustrebt. 

Der (FATOUsche) Originalbeweis ist nicht so einfach wie der folgende, der 
zeigt, dass die Funktion gegen -h oo strebt. 

Durch AßELsche partielle Summation erhält man bekanntl ich: Aus 
t 

e{ ^ e2 ^ ... i> e, 2> 0, 2 br ^ B für l^l<Ls folgt 
r=-l 

(1) 5 zrbr^z{B. 
r—l 

Ferner ist bekanntlich für 0 < x < 2TC, U < v 

v — sin h( -h-kAJ0 -f- sinl v - F - ^ p 
(2) ^ cos nx 

ҐY* 

»=гu+i 2 s i n — 

also 

(•'5) S cos nx 
n- нł 1 . X 

зin 9 

( l) Sur le développement en série trigonométrique des fonctions non intégrables, Comptes 
rendus hebdomadai res des séances de l 'Académie des Sciences, Par i s , Ed. 142 (1906), S. 700-7(37. 
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Daher ist für jedes m > 1 

«-> = S-^йS 
COS ПX 

Für m = 
тc 

?)X 

' f-£n log n ~~~ z-Ln log n . # 

ist also 

ӯ-Ҷн. - Ы ) l o g ( ш - ł - l ) 

f(0C)>T>Ys -T 1 - 0 ( 1 ) — o o . 
/ \ / _ 2 Z J n logn 

n - 2 " 
Offenbar ergibt sich wörtlich ebenso der Satz: Aus a4__ia2_> ..., a M = o ( - J 

und der Divergenz von 2 a„ folgt 
n = l 

/•(#) = S a,г cos ия? — oo. 
и = l 

In der Tat ist für 0 < x ^ ^ , »г = 
o Ъx 

, -S, = «i + 

A*0> 2S«" T l ќ = 2 Ч L - — ^ 
sin 2 

sM 1 s in 
2 

In dieser Aussage kann offenbar die Voraussetzung an = Ol-j durch die 

schwächere 

(4) ąn+l — o 

ersetzt werden. Und statt (4) genügt augenscheinlich auch 

(5) 

denn 

ІIГП S l ф ; < Ţõ > 

2«m-ł-i I 2 m a w + 1 
llГ-I_ł_ o o — 

. X KSm 

Leicht erkennt man ferner, dass (5) durch 

ПӣнĄ-{ ^ 1 

hm sup — < ^ 
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ersetzt werden kann. Denn nach einer bekannten TsciiEBYSCHEFschen Unglei-
7C 

chung ist für 0 < x ^ - - r , m 
-W 2x 

ш m 

t(a0^5>«coswa,- °—±ï^— J^coяnx m-hi 

n~\ Q Í n n—\ x mf-* . x 
sin — n—L s in 

9 9 

Sщ 

2m 
(- s i n - Ş - ł - s i n ŕ m H- -Лx\--am+l | ^ ( i + 0 ( I ) ) — я m 4 . , 

sin — sin — 
-W « £ 

Andererseits ist offenbar, wenn 

(6j a^a%^...} an — 0, s,t —oo? 

stets 

hm sup — < 1. 

Es entstehen nun die fünf Fragen : 

1) Folgt aus (G) allein 

(7) f{x)~oo? 

2) Wenn nein, folgt (7) etwa aus (6) zusammen mit 

l i m s u p - ^ ^ i < l ? 
n—oo Sn 

3) Wenn nein, welches ist die (dann offenbar existierende und dem 

Intervall — < P < 1 angehörende) Weltkonstante F, so dass (7) zwar aus (6) 

zusammen mit 

lim s u p !^tn±i < p 
n — oo Sn 

folgt, jedoch für kein Pf > P aus (6) zusammen mit 

l i m s u p ! ^ ! l ± i < P ' ? 
n — oo &n 

4) Folgt (7) schon aus (6) zusammen mit 

l i m s u p ! ^ ± i < r p ? 
n—oo &n 
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5) Ist P = h 
-w 

Wir werden in dieser Abhandlung alle diese Fragen beantworten und 

finden : 

Ad 1) Nein. 

Ad 2) Nein. 
3 

_. 
Ad 3) \ypsimzy dy = 0. 

o 
Ad 4) Nein. 

Ad 5) Nein. 

§ 1. 

Es sei 
3 
2 

I(a) = [y*8imzydy für 0 ^ a < J l . 
o 

Offensichtlich fällt 7(a) monoton für wachsendes a; denn 

3 3 
2 2 

I\OL) = I y* log y sin ny dy •= — I y% | log y sin ny\dy < 0. 

Ferner ist 

7 ( 0 ) = - Л > 0 . / ( 1 ) = _ І < 0 . 
TC • Ҡ 

Also gibt es genau ein P mit 

|2/ p sin nydy = 0, 0 < P < 1. 

Dabei ist P > - . Denn für 0 < ? / < I - ist 

2 / < | < L 

(VÍ/ + Vi - #* = 1 + 2VÎ/(І - y) > 1 +Vy > 1 + У — (Vl + ž/Гj 
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also 

C 

7 ( I ) = J ( V ^ + V l ~ У — Vl-ł-ž/) sin тcy % > 0. 

§ 2. 

Sa t^ i : Ans (6) zusammen mit 

(8) 

foZyí 

nar 

W — oo S ? ; 

ү = lim sup ^ ± 1 < p 

f(x)-+oo Ъei #•—0. 

Beгoeis: Für я? > 0, ж = 
2a? 

und w"4>3m + l ist nach (2), gleichmässig in v, 

v — sin(3w + p)x + sin (v -F-^p 
^ cos no? = ———— — 

Wrr3m {-1 

Nach (l) ist also 

und es genügt. 

zu zeigen. 

2 8 1 , 1 2 

> ^ '- = 0(x). 
2 sin 

X 
"2 

2 an cos nx ^> 0(a3mfi«?) = 0(1), 
n—'Sm . 1 

Зm 
2 an cos no?—*oo 

w = l 

Nach (8) ist für n^>n0, wenn wir x = —-5— setzen, 

n к (n 

?M-4-| Sj^ $11 •+• A)1 + | ^ / J I X \ ^ Q 

- M ) * ~ n- (« -+-1)* ^ t M \n* (»* -•- ^ " (» "I" i ) * * 1 / ' 
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Daher ist, wenn s0 = 0 und sT = S[T] für T > ; 0 definiert wird, 

3m 3m 3m-

S a ncosno? = 2 (sn — s„_1)cosn. /# = 2 sn (vo&nx — cos(n+l)o?)-+-S3m cos(3m -+- \)x 
n—\ n—\ n—\ 

3TT 

3m \ 1 2x 

= x\ sTsin TO; rfx + .<?3m cos ( — -+• o(l)j = a? I -~ T* sin TO? C/T -+- oi 

7T Зя 

Sл x $тt 2æ 

> 0(x) + 07 — V í т* sin тo; đт-+- X — ^ - í т* sin тo? cíт + 0/V 

__ 
2x 

= sTCl—— I x* sin XÍC ax + o(l)l —oo 

wegen 
3TT 3 

2x 2 

x' "" -—-- | тx sin тo? бřт = 7i 1 ?/x sin ҡy dy = 7ü/(x) > 0. 

§ 3. 

«Säte -8/ Es gibt ein Beispiel mit (6), y = P und.f(x) nicht —- ©o öe/' sc—-0. 

Beweis: Es sei 

Ä0 = l, ku = 2iQ, cq — -r^- und P^ = / ' + - _ _ - für < / ^ l , 

a4 = l, a„ = - T L * - für kQ_.{<n<L ka
lt « 

Dann ist 

#. __; #2 i^ •? #,i-*o. 
Für Ä g - 1 < ?? _S/i^ ist 

_______ 
^ l—p p p 

WOn±L<
 n q - < n 9 _ n * n. 

= - / I 1 \ = - M 1 _ ' 

(TÏІP + - + - w ì f--- yг ('»P* - 0 
\1 «̂ яг1 W Jтi--V l « 

• daher ist 

r_.P-
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Nun sei x = xq = ^y-. Wegen /'(a) < 0 ist — I(Pq)^ ? wo W eine 
2liq q 

positive absolute Konstante ist. Daher ist (man beachte Pq > P > — J 

S"a n cos «a? ^ lVi = 24*-1 = 2~^- 1 2*4* = c f f V ^ = o(—^ftf* I(Pg)), 
1 1 = 1 

da für alle grossen q offenbar h%*~~ 2 > kq~~ 2 > g*~; man merke sich 

cqh
Pťl{PQ)-^. 

Ferner ist nach (1) und (3) 

C O 1 n \ 

£ rt„cos»^^o( Vtlj=^ft-<?g+1) = 0(l). 
n-=-fca ,-1 V « / 

Schliesslich ist 

Kn K/n K>q 

-A J\ cos na? ^ -r-i (*os na? 
2 J flH cos «a? = r^ 2 J ~~~~~P~~ = Cq 2 J " I = P 7 > 

^ = f c ( 2 _ 1 4 1 . ^ ^ j - f l ^ 1 1 = 1 n 

da na; <i — für n<Lk(J__{ wegen / { r / _ t < - - ; und hierin ist, da -^rp für 

3TT 
0 < Ü ^ — in zwei Abteilungen monoton ist, 

Li 

3TT 

2JB 

% /* 1 1 P , 

-rS cos na; 1 cos xx , ^/1X TC 'I _i> _ ^ N _ . 

i ? =_l n * 0 ^ '2 ^ 0 

Zusammengefasst ergibt sich 

f{oo)^~cqx-Pql(Pq)(\ +0(1)), 
P 

(9) liin inf f{x) = — 00. 
æ=0 

Aus (9) folgt 1) die Divergenz von S a„ , 2) /"(a?) nicht — + 00 bei o? — 0, 
«_! 

also 3) y ^ P , also 4) y = P. 
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