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Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen
Approximationen

(Twierdzenie o istnieniu z teorji przyblizen diofantycznych)

von
V. Jarnik

Es sei s eine ganze positive Zahl. Ein System von s reellen!) Zahlen
6y, 0,,...,0, mbge ein eigentliches System heissen, wenn keine Relation

bt Y hé=0
I
mit ganzen, nicht simtlich verschwindenden Zahlen %, %y, ..., &, gilt; sonst
heisse das System uneigentlich?®). Wenn f(2) eine fr hinreichend grosse
« definierte und positive Funkfion ist, so wollen wir sagen, dass das System
6,,0,,...,0, die Approximation f(z) zuldsst, wenn es zu jeder positiven Zahl 4
ein System von s-}-1 ganzen Zahlen p,,p,,...ps, ¢ gibt, so dass

g> 4,

o—7|</@ - (=12...,9)

s+1
Bekanntlich lisst jedes System 6,,6,,...,6, die Approximation z * zu.
Wir werden nun in dieser Note folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei s=1, s ganz, ags p 1; dann gibt es minde-

stens ein eigentliches System 6,,6,...,6,, welches die Appro-

1) Alle vorkommenden Zahlen sind reell.
%) Fiir 8 =1 bedeutet 6, ist ein eigentliches System“ ebensoviel wie »6, ist irrational“.
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2 V. Jarnik

ximation 2t bei jedem £>0 und die Approximation gz
bei keinem £>0 zultsst.
Und noch etwas schirfor:
s+ 1
s
stens ein eigentliches System 6,,0,...,6,, welches zwar die

Satz 2. Es sei s=1, s ganz, a = ; dann gibt es minde-

Approximation g nicht aber die Approximation zu-

1
alogis
lasst.

Der Satz ist nicht neu; ich habe bereits sogar einen schirferen Satz be-
wiesen ?); ich will aber heute fir den Satz 2 einen wesentlich verschiedenen

und einfacheren Beweis geben 4).

Hilfssdtz. Es sei ¢, =2; dann gibt es eingirrationale Zahl 4,
welche zwar die Approximation ;1-— nicht aber die Approxi-

ay ?
1
10 2™
Bewels (wohlbekannt): Wir wollen die Zahl 6, durch ihre Kettenbruch-
entwickelung darstellen :

mation zulfsst.

die Nsherungszahler p, und Naherungsnenner g, gentigen fiir =1 den Be-
ziehungen
Pryr = bn+1 Pn +_pn—1) Int1 = Out1 Qn + Qa1+
Wir wihlen die b, sukzessive so, dass b, ~ 23 (fur n—o0)")
Dann gilt nach bekannten Sutzen fir hinreichend grosse 7:
1 1 1 1 1 1
10 g3 < 4¢3b,p < 94 (9ua + ) [ qn-ﬁ QD < w?

womit die Behauptung bewiesen ist. (Man hat nur noch zu beachten, dass aus

<

hgl<

% V. Jarnik, Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Mathem. Zolt-
schrift 38 (1931), S. 505—b43; weiter mit S. D. A. zitiert.

4) Uber den Zusammenhang des Satzes 2. mit dem Satz aus S. D. A. und mit einigen
anderen SHtzen vgl. den Schluss dieser Note.

%) Algo bpy1 =2 fiir @, = 3 und fiir grosse n.
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Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen 3

6, — §|<2—];5 (r,s ganz) folgt, dass ;r einem Naherungsbruch von 6, gleich

ist und dass (p,,q,) =1).

Bemerkung. Durch diesen Hilfssatz ist Satz 2. im Falle s=1 offenbar
bereits bewiesen.

Erst im Falle s> 1 beginnt die Schwierigkeit. Wir wollen den Satz 2.
durch Induktion beweisen. Es sei also eine ganze Zahl s> 1 gegeben und
wir wollen den Satz 2. fir diesen Wert von s beweisen unter der Annahme,
dass’ er fur kleinere s bereits bewiesen ist. Es sei also noch eine Zahl

s4-1 . . . . . .
a;% gegeben; wir wollen die Existenz eines eigentlichen Systems
6y, 0s,..., 6, nachweisen, welches zwar die Approximation ;2;, nicht aber die

Approximation _1 zuliisst. Wir unterscheiden zwei Fille.
2*log?

Erster Fall: es sei ag;—i—l-.
a Dieser Fall ist noch leicht zu erledigen. Nach der Induktionsvoraussetzung
gibt es niéimlich ein eigentliches System 6, 6,,...,0,_;, welches zwar die Ap-

<
proximation :ci“’ nicht aber die Approximation zuléisst.

1
a*logls
Wir wihlen ein solches System 6y, ..., 8, ; und finden noch eine Folge
von positiven ganzen Zahlen gy, g, g5, ..., 80 dass

(1) Y1 > 4%’ Gnpr > Q;?
und'so, dass mit geeigneten ganzen Zahlen p,, die Ungleichungen
@ o, — L <% G=1,2....5—1; n=12,..)

gelten.
Wenn nun ein Bruch;; (p ganz) gegeben ist, so kann man die ganze
Zahl p' auf mindestens zwei Arten so wihlen, dass
<1
Qnta

’

E_r
'3 Qnr

Wir konnen also eine Folge ganzer Zahlen

(3) Pi,sy Pasy e
wihlen, so dass fir n=1,2,... gilt
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4 V. Jarnik

Prs __ Putis
(4) qn Inr
und zwar kénnen wir, nachdem p,, p,g..., P, bereits gewihlt worden sind,
die Zahl p,.,, noch auf mindestens zwei verschiedene Arten wihlen. Es giht
also unabzshlbar viele Folgen (3), welche (4) erfullen. Fir jede solche Folge
(8) definieren wir 6, durch die Gleichung

<>
Qut1

®) 6, = lim 1”;‘
aus (1), (4), (5) folgt
1t 2.2

T qen Qi " Qugr Qi

6, — Pus | <
QA

Das System 6,6, ..., 6 lisst also wegen (2 (6) die Approximation %

(6).

2u; offenbar lusst es aber die Approximation Ti?— nicht zn, da dies bereits

fur das System 6,, 6, ..., 0, gilt.

Endlich behaupten wir: wir kénnen die Folge (8) (mit der Eigenschaft (4))
so whhlen, dass 6, 6;,..., 6, ein eigentliches System ist. Denn ist 6, 6,..., ,
uneigentlich, so gilt eine Relation

ko+2k,6,=0 (s .-, ke, ganz, 2k?> 0),

=1 i1

worin sicher k=0 ist (da 6,,0,,..., 6, eigentlich ist). Das gibt also ftir 6,
nur abzahlbar viele Moglichkeiten
=1
== Ut Y kb),
f=1

wihrend wir fiir die Folge (3) unabztithlbar viele Muglichkeiten haben, und
je zwei verschiedene Folgen (8) fuhren auch zu verschiedenen Werten von 4,
Den letzten Punkt beweist man so: es seien

g /
Dy Posy ey Py DPaysye e

zwei verschiedene Folgen ganzer Zahlen und es gelte

P Putrs| o L (P Phans| o L
. 'R Inpa Qnr qn Gnpr U
es sel
6 —llmp’” ——Ixmp’”.
ne=oy QIA =00 qn
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Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen B

Dann ist, wenn z. B. p, = p3,:

6, — 6] = |Bes 1’“ '0 _‘a;_li"a_’ =1_% 5y
[ ' ' ' [/}
(man beachte (1)). Also ist 6, &= 6;, w.z b. w. ©).
Zweiter Fall: es sei s_l- 1 =a< é
Wir setzen
=2 _ — s
a‘_s—(s—l)a’ also @ 14-(s— Ve,

(man beachte s=2, also o, =s-41=3=2).
Nach dem Hilfssatz gibt es eine irrationale Zahl 6, welche zwar die

Approximation %, nicht aber die Approximation IOla:“' zuldsst Far gent-
gend grosse ganze g und flir alle ganzen p ist daher
1
01 q =10 Qu, k]

deher gibt es eine (nur von 6, abhingige) positive Zahl ¢; so, dass fir alle
ganzen p und alle positiven ganzen ¢ gilt

"=l
“ >clq"‘

Wir wollen nun die Zahl 6, bis zum Ende des Beweises festhalten. Wir
bemerken noch, dass

s+1—sa§s+1——s%—l-=

s—a(s—1)—a1=s—a(s—1)—(s-—(s—l) a) = 0;

man kann daher eine ganze, nur von 6, abhiingige Zahl T finden, so dass
T'=2, 271> 2 und

9t(sH1—sa) " 2:(:-—..,@-1)-— < 1
] 2 1o :—1)(2!) + 2H of 2 logﬁs—l) @) §
(denn die beiden Reihen sind konvergent, wegen

logs=0 (2f) == %=1 Jog%s—D 2).
Wir wollen ein solches 7 wihlen und im Folgenden festhalten.

) Man konnte die mengentheoretischen Hilfsmittel im Fall I beseitigen; sie werden
aber im Fall II doch erscheinen.
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6 V. Jarnik

Es sei nun ¢ eine ganze Zahl, ¢ = 7. Unter einem ,ausgezeichneten
Zahlenpaar der Ordnung #¢ verstehen wir jedes (geordnete) Paar von ganzen
Zahlen p, g, fiir welches gilt

P =g L2,

_p 1
sz‘ < '

Die zweite Zahl ¢ eines ausgezeichneten Zahlenpaars der Ordnung ¢ heisst
ein ,ausgezeichneter Nenner der Ordnung ¢“. Wir wollen nun die Anzahl N (%)
der ausgezeichneten Nenner der Ordnung ¢ abschéitzen 7). Zu jedem ausgozeich-
neten Zahlenpaar p, ¢ der Ordnung ¢ gibt es genau ein Paar von ganzen
Zablen #, w mit

w>0, (mw)=1,

% =1§° (also w < 2);

o8 ist dann |6,

1
< ga-

6, — 2

Umgekehrt, zu jedem Pasr ganzer Zahlen v, w mit w > 0, (v, w) =1 gibt

41
es hochstens 27 ausgezeichnete Zahlenpaare p, ¢ der Ordnung #, flir welche

p v, 1 . 2 211

E=—1; ist (es muss némlich g =aw, p=av sein, wo ;_S_a<7, a ganz).
Wir definieren nun die ganze Zahl u, durch die Ungleichungen

(8) 2 < 2 .,, =< 2m.+l

a{‘

nehmen ein ganzes % mit % = ¢ und bezeichnen mit N(f,«) die Anzahl aller
Paare ganzer Zahlen »,w, fir welche gilt

® Gu=1 F=w<H, }o, 2
Daunn gilt also
1
(10) Ny = 3 N6 i
ust

Fur alle ganzen Zahlen o, b mit 5> 0 ist |6, —-%

1
> 5;-5,;;, woun also

") Das ausgezeichnete Pnu P, q ist tbrigens durch die Angabe des ausgezeichneten
Nenners ¢ bestimmt, da —1- 5 % (denn g#—1 = 2Ta—D) > 9),
40



Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen 7

1 1 .
(9) gelten soll, so muss m<2-,—a sein, also
2n+1 >w> _1_1 210—“’
o
also u=1u,. Jo zwei verschiedene Zahlen —;% mit (9) haben voneinander einen
Abstand, der grosser als 2-*% jst; im Intervall (6, — 2~ 6, 4~ 2~%) konnen
hochstens 2 . 2. 2%+2 | 1 solche Zahlen liegen. Daher ist
NEuwy=0 fur u<uy, Nuyo*efe L1 fir wy==u=<=

Also ist nach (8), (10)

NQ@) gZ (@¥—fa . 1)gHi-n £ 9O | gt - g—arts | b‘x"%' gst(1—%)
nSest

Wir betrachten nun den Einheitswiirfel W: 0=z, <1, 0<<x, <1,...,
0<r =<1 im (s— l)-dimensionalen Cartesischen Raume R, ; der Punkte
[, T3, ..., 5. Wir konstruieven zu jedem ganzen ¢ =T alle ,ausgezeichneten
Whrfel der Ordnung #¥; das sollen alle Wiirfel

lx_&i 1

707 g T flogiyg

=23...,5

sein, wo ¢ alle ausgezeichneten Neuner der Ordnung ¢ durchliuft und die p,
bei jedem solchen ¢ unabhangig Yoneinander die Zahlen 0, 1,2,...¢ durch-
laufen. Die Summe der Inhalte aller ausgezeichneten Wirfel der Ordnung ¢
ist hochstens gleich

a
Qtts+i—sa) 1 9! s=le—ta—on )

. 2 st 1
N() - @+t (_ ) < o3, g ) + = 2B‘+1'W(§T'

T Tog @)

Nach (7) ist also die Summe der Inhalte aller ausgezeichneten Wurfel
aller Ordnungen ¢ = T kleiner als }.

Es sei V die Vereinigungsmenge aller ausgezeichneten Wirfel aller Ord-
nungen == T'; es sei M=TW— V.W. Die Menge M ist nicht leer; denn
sonst konnte man nach dem Borelschen Uberdeckungssatz den abgeschlosse-
nen Wtirfel W auch mit endlichvielen ausgezeichneten Wurfeln uber-
decken, deren Inhaltsumme also mindestens gleich 1 sein mtsste, und dies
ist nicht der Fall

Wir greifen nun aus M einen Punkt [6,, 6,,... 6, heraus und hetrachten
das System 6,, s, ..., 6;.
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8 V. Jamik

Behauptung 1: Das System 6, 6,, ..., 6, lusst nicht die Approximation
1

2% logh & =
Beweis: wire ftir ein ganzes g ==27 und ganze p,
1 )
(11) =) < Freg (=125

so wire |6, b <-l—u, also wire ¢ ein ausgezeichneter Nenner (irgendeiner
q

Ordnung #= 7T'); dann wire aber (nach den letaten s -1 Ungleirhungen (11))
der Punkt [6,, 6y, ..., 0,] in einem ausgezeichneten Wrfel derselben Ordnung 8),
also in V enthalten — Widerspruch.

Behauptung 2: 6;,6,,...,0, ist ein eigentliches System.

Beweis: (fesetzt, es wiire jk,0,+7ﬂ¢,=0, wo die &, (0 <i=<s) ganz
Il
sind und mindestens eine von den Zahlen %, &,.., b, — sagen wir &, —
von Null verschieden ist. Zu jedem ¢ >0 gibt es ein ganzes ¢ >¢ unds—1
ganze Zahlen p,, so dass

<X asissidiy

¢

g— 2

dann wire also

kg + Zhp| S,
Gjﬂ: 7l {=1 .
IBlq || =
‘a,_% < B (A =si<s ik
%] ¢ (%] gf=t

daher wirde das System 6,,6,,..., 6, die Approximation
1 s
A
LI ,_Ellktl
=

zulassen, was mit der bereits hewiesenen Behauptung 1 (wegen [ <;»-i—1-)

im Widerspruch steht,

*) Denn fiir §=2,8,...,s ist 056, < 1, wegen ¢ =4, @ > 1 wiixde also aus (11) fol-
gn0=m=<gq
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Bin Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen L]

Behauptung 3: Das System 6, 8,, ..., , lisst die Approximation 2 zu,

x*
Beweis: Es sei ¢>>0; dann gibt es zwei ganze Zahlen p,, ¢, so dass
b 1
>, —= -
q 1T <q

Wir wollen noch ¢ so gross wihlen, dass

1 (a.—l)(s—l)

([Q ]+1)"’<279
Nach dem Dirichletschen Ficherprinzip gibt es dann s ganze Zahlen
w, v (i==2,...,5) 8o, dass

lw-q6—v| <<= ,_, (i=28,...,9)
q s
1 (@ 1e—])
O<w=( 7]+ 1< 2ag
Dann ist also
1 ,

<_¢i+ﬂ (’L=2,3,...,8).

wq S

v |

% g

Puw|
i QWI< “"

Weiter ist
(a—=1)s=1)

s 1 o
qa: i (q s _‘H)Hs——'m > (2_?wq)u — (EQ;

ayts—1 ksl (a-1)s—1) , _ (@—1)
,wq s = wgu . q s a,(s—1)+l = wq q s as—1)+1
> wq* (2_7510)"“ > @izg)— 3
also jst
P1 2 l o 2 ; —
6, — <(wq;“’| T — wy <(wq)a. (i=23,..,3),
w. z. b. w.

Durch die Behauptungen 1, 2, 3 ist aber der zweite Fall vollstindig erledigt.

Wie bereits erwthnt, ist der Satz 2 nicht neu, im Gegenteil, es sind noch

schiirfere Resultate bekannt. Flir ¢ = s—t ! ist néimlich folgender Satz bekannt:

Satz 3% Es sei s ganz, s =1; dann gibt es eine nur von s abhingige
Zshl ¢(s) > O und ein eigentliches System 6,, 6,. .., 6,, welches zwar die Ap-
o+ st
proximation z~ *, nicht aber die Approximation c¢(s)x~ ° zultisst 9).

%) Dieser Satz (und noch wesentlich mehr) ist in der Arbeit O. Perron, Uber dio-

hant:

P ische Approximati Mathem. Annalen 83 (1921), 8. 77—B4 enthalten.
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10 V. Jarnik: Ein Existenzeatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen

Fiir @ > 2 ist folgender Satz belkannt 0):

Satz 3. s sei s=1, s ganz, ¢ > 2; dann gibt es ein eigentliches Sy-
stem 6, ,,..., 0, welches zwar die Approximation z~*, aber keine Approxi-
mation ¢z* (0<c<C1, ¢ von z unabhiingig) zulisst.

Mit Hilfe des Satzes 3° ktnnte man noch einige andere « erledigen:

Satz 3° Es sei s =1, s ganz, @ =z¢_:7|;-_1’ wo n ganz, 1 X7 =<5 Danmn

gibt es ein eigentliches System 6,,0,, ..., 0;, welches zwar die Approximation
27, nicht aber die Approximation c¢(n)z* zulisst (¢(n) ist die Konstante aus
dem Satz 3°).

Der Beweis des Satzes 3° wiire ganz leicht: man wiihlo zuerst ein eigentli-

L
ches System 6,, 0, ...,0,, welches die Approximation c¢(n)2 » nicht zulisst
und dann fuge man noch eventuell weitere Zahlen 6,.y,..., 6; hinzu, durch

n4l
welche die Approximation x_'TT nicht gestdrt wird 7).
Aber auch fur die ubrigen Werte yon « habe ich schou einen schirferen
Satz bewiesen; in S, D. A. findet sich namlich ein Satz (Satz b), aus welchem
sich als einfacher Spezialfall folgender Satz ergibt: %)

Satz 3% Es sei s=1, s ganz, @ > 5«%-}; es sei f(x) eine fur hinrei-

chend grosse & definierte und positive Funktion; /() =0 fur & — 4 oco.

Dann gibt es eigentliche Systeme 6y, s, ..., 6, welche zwar die Approxi-
mation ™% nicht aber die Approximation 2~ f(z) zulassen.

Man sieht, dass die Sitze 3* bis 3¢ (ja sogar die Siitze 8* und 3¢ allein)
zusammen ein schirferes Resultat geben als der Satz 2, in welchem eine lo-
garithmische Ungenauigkeit tibrighleibt (diese ist bei unserem heutigen Beweis
nicht zu beseitigen, da man die Konvergenz der Reihen in (7) braucht; frei-
lich ktonte man die Logarithmuspotenz noch etwas erniedrigen). Der Beweis
der Sitze 3%, 3° 3¢ ist nicht besonders kompliziert; dagegen erschien der
Satz 3¢ in" 8. D. A als eine Folge eines ziemlich schwierig zu beweisenden
Satzes tber das Hausdorffsche Mass gewisser Punktmengen; daher darf

ich mir vielleicht erlauben, auch den heutigen, viel einfacheren Beweis des
Satzes 2 mitzuteilen.

10) Spezialfall des Satzes 6 in 8. D. A.

11) Man vergleiche ein analoges Verfahren bei dem Beweis des in der J'ussnote 9 an-
gefiihrten Satzes oder bei dem Bewseis des yorsten Falles* in dieser Note.

1) Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit habe f(z) fiir # =1 eine stetige Ableitung
und f(«) sei monoton, f(*)=X1 fiir #=1; man setze im Satz b (8. D. A.)

v@=as,  A(gemsdE (2);

dann bekommt man sofort den Satz 32
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