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Zur Theorie der diophantischen Approximationen. 
Von Vojtech Jarnik in Prag. 

§ 1. Einleitung. 
Wenn 0X, 02, . . . , Ö5 ein System reeller Zahlen1) ist ( s ^ l ) 

und wenn f(x) eine für hinreichend große x definierte und positive 
Funktion ist, so wollen wir sagen, daß das System 0n Ö2, . . . , 05 

die Approximation f(x) zuläßt, wenn es zu jeder reellen Zahl A ein 
System von 8 + 1 ganzen Zahlen _px, />2, . . . ,p8<i q gibt, so daß 

? > A , Ьt-*L 
Я 

<У(S) ( i = l , 2, . . . , в). 

Bekanntlich läßt jedes System von s reellen Zahlen die Appro-

ximation x s zu. Die obere Grenze derjenigen reellen Zahlen a, 
für welche das System 6 n 02, . . . , Ö5 die Approximation x~a zu
läßt, soll in dieser Abhandlung stets mit 22(0-., 62, . . . , 0S) be
zeichnet werden. Nach dem eben Gesagten ist also stets 

o 

Im Falle 8=1 gibt die regelmäßige Kettenbruchentwickelung 
der Zahl 0X eine recht vollständige Übersicht über die Appro
ximationen der Zahl Öx durch rationale Zahlen; wesentlich schwie
riger sind die Verhältnisse bei 8>1. In dieser Abhandlung will ich 
eine Frage beantworten, die mit dem Fall s = 2 zusammenhängt; 
wir wollen nämlich fragen: was läßt sich über E(QX, ö2) sagen, 
wenn wir E^) und i7(02) kennen? Diese Frage wollen wir be
antworten. Zunächst aber noch eine kleine Bemerkung: unter den 
Zahlenpaaren 6 n 02 verdienen offenbar diejenigen Zahlenpaare 
eine besondere Beachtung, die keine Relation 

Öx kx + 02 k2 + k0 = 0 (k0, h, k2 ganz, k\ + Jt? > 0) 

l) Alle Zahlen in dieser Abhandlung sind reell. 
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erfüllen; solche Zahlenpaare wollen wir „eigentliche Zahlenpaare" 
(sonst „uneigentliche Zahlönpaare") nennen. 

Wir werden folgenden Satz beweisen: 

Satz 1. Wenn E(Q1) = xl, i£(62) = a2, 80 ist*) 

Und wir werden zeigen, daß diese Schranken für jedes 
ax §r 2, a2 ^ 2 scharf sind; dies wird durch die beiden folgenden 
Sätze geliefert (in welchen man noch ohne Beschränkung der All
gemeinheit ax ^ a2 voraussetzt): 

Satz 2. Es sei 2 ̂  a2 :S ax :§ + oo ; dann gibt es ein eigent
liches Zahlenpaar Gj, ö2, 50 daß 

-3(60 = *i, -S(e,) = *., E(%, 02) = Max ( A , - ^ - ) . 

Satz 3. Es sei 2 ^ a2 fS ax fS + oo ; dann gibt es ein eigent
liches Zahlenpaar 0:, G2, so daß 

EQ1) = xl, £(02) = a2, E&, 02) = a2. 

Der Satz 1 ist sehr leicht zu beweisen. Auch die Schwierig
keiten, die im Beweis des Satzes 3 auftreten, sind mehr formaler 
Natur. Der Kern der Untersuchung, der mich ermutigt, diese Arbeit 
zu publizieren, liegt im Beweis des Satzes 2 der zwar elementar, 
aber gar nicht einfach ist und auch nicht aus einer bloßen Rechnerei 
besteht, wie der Beweis des Satzes 33). 

Ehe ich zum Beweis meiner Behauptungen übergehe, will ich 
einige Kleinigkeiten aus der Theorie der Kettenbrüche zusammen
stellen4). 

2a 2) Für a = - + a o soll —r~r~ stets 2 bedeuten. J a -f-l 
3) Als Nebenprodukt der Beweismethode des Satzes 2 <ergab sich ein 

s + 1 
neuer Beweis des Satzes: Es sei s ^ l , s ganz, a ^ > — - — . Dann gibt es ein 

eigentliches System 6 t , 0 2 , . . . , Q8 mit K(B1? 0 2 , . . . , 6s)=---a; dieser Beweis 
ist in meiner Arbeit „Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen 
Approximationen", Prace matematyczno-fizyczne (in Druck), durchgeführt. 

4) Den Beweis der wohlbekannten Eigenschaften der Kettenbrüche, die 
dabei benutzt werden, kann man z. B. bei 0 . P e r r o n , Die Lehre von den Ketten
brüchen (2. Aufl., 1929; B. G. Teubner), finden. 
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Die irrationalen Zahlen 0 mit 0 < Ö < 1 lassen sich einein
deutig den unendlichen regelmäßigen Kettenbrüchen 

(bn > 0 und ganz) durch die Gleichung 

8 = -f- + 1 , 1 bi -7 h 1 
02 ~i 

2 bz + . 

zuordnen; die Näherungszähler und Näherungsnenner p n , qn sind 
durch 

f P0 = 0, Pi = l , Pn+l = bnJrl Pn + Pn-l 0 ^ 1 ) 

1 2o = l, q1 = b1, qn+1 = bn+i qn + qn-i 0^1) 

definiert; es ist (Pw, ? n ) = l -
Wenn für zwei ganze Zahlen p , q (q> 0) die Ungleichung 

besteht, so ist notwendig 

— 

P 

P < -

Pn 

?» 

222 

- für irgend ein n (n = 0, 1,2,...). 

Die Näherungsbrüche ^- liefern aber folgende Annäherung 
qn 

qn(qn+\ + qn) 

also nach (1) 

< - - P -
qn 

< 1 
Jn jn+ 1 

(w^O), 

(2) 
1 

< — JҺL 
qn 

< 
bn+iqn 

rЛn^O). 
3b n -fl jn 

Daraus sieht man: 

A. Wenn für zwei ganze Zahlen p , q (q> 0) die Ungleichung 

JL 
q 

i 
Зз2 

bestehen soll, so muß -±— = --— sein, wo bn . 1 > \ 
2 in 

Monatsh. für Mathematik und Physik. XXXIX. Band. 27 
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B. Zu jeder Zahl a ^ 2 (a < ao) gibt es eine irrationale Zahl ö 
(0 < 6 < 1), welche zwar die Approximation x~~a zuläßt, für jedes 
Paar ganzer Zahlen py q (# > 0) aber die Ungleichung 

erfüllt. 

JL 
1 

> 
1 

6qa 

(Man wähle sukzessive bw-fi = [<Zn 2] + 1 und benutze (2)). 

C. Es gibt auch irrationale Zahlen ö mit 0 < ö < 1, für welche 
E(Q)= + oo ist (man wähle z. B. sukzessive bn-fi = 2'n). 

I). Zu jedem x mit 2 :S a ^ a> gibt es eine irrationale Zahl ö, 
so daß 0 < Ö < 1, £T(6) = a (folgt aus B und CT). 

§ 2. Beweis des Satzes 1. 

Daß E(%, 0 2 ) ^ M i n {E(^\ E(02)) ist, ist trivial. Daß 
3 

•E (®n ö2) Sr — ist, ist wohlbekannt und leicht durch das Dir ich-
Li 

letsche Fächerprinzip zu beweisen. 

Wir haben daher (aus Symmetriegründen) nur zu beweisen: 
wenn 2 g a 2 g a 1 : S a o , E(Q1) = zl, 2£(92) = a2 ist, so ist 

Bewe i s : es sei l < a < a t ; wir werden zeigen, daß 

2a 
Eфi, %)Ш a + 1 ' 

damit wird offenbar alles bewiesen werden (den 
2a 

a + 1 
ist fUr a > l 

stetig und hat für a—>oo den Grenzwert 2). 

Es sei A>1; da a<i?(G1) , so gibt es ganze Zahlen P, #, 
so daß 

JL 
9 

<j^Л>A. 

Nach dem Dirichletsehen Fächerprinzip gibt es zwei ganze 
Zahlen i>, w, so daß 

q - ~ I 

0<w^q*, w q ö2 — v < a—1 
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Also ist 

pw 
qw 

< 
qa 

qw 
< a+J 

q 2 w 

Es ist aber (man beachte w^q 2 j 

2a a— 1 2a_ 2a 
qa = g'a+i. q ~~*~' a~+T ̂  (^ w)ä+i , 

also 

also 

-1 2 a 
~~ W = W . Ja-f-1 •lí а 

-1\ 2 a 

2a 

1-5 г#. gчx+i 
2 a 2a 

W a + l "~ = (gr гD)a+l ; 

Ô!" 
<jг# ^ зa ' 

( j м?)a + i 

0 . - ^ 2 a ' 

(gг^)a+i 

F;(C » - ^ - ^ , w. z. t ). W. 

§ 3. Beweis des Satzes 2. 

Wir beweisen den Satz 2 in drei Schritten: erstens für 
ocj = OD, 2 ^ a2 5S GO ; zweitens für 2 = a2 :<" aj < co; drittens für 
2 < a 2 ^ a 1 < a o . 

Es wäre zweifellos möglich, alle diese drei Fälle auch auf 
einmal zu beweisen; man müßte aber die Normierungen komplizierter 
gestalten, wodurch die Übersichtlichkeit wesentlich leiden würde. 
Außerdem ist der erste Fall ganz leicht und der zweite Fall, der 
auch nicht sehr kompliziert ist, läßt den Grundgedanken des 
(schwierigsten) dritten Falles in vereinfachter Form deutlich hervor
treten. Wir beweisen nun erstens den 

Satz 2a: Es sei 2:§a2;<~cc. Dann gibt es ein eigentliches 
Zahlenpaar öl9 ö2 mit 

£(00 = 00, #(Ö2) = a2, Efr, e2) = 2. 

Bewei s : Wir stellen Öx und 62 in der Form regelmäßiger 
Kettenbrüche dar: 

» - K f + ^"T + f . i ; 
*2 + • - . C2 + —- , 

C3 + * • . 

27* 
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die Näherungszähler und Näherungsnenner von Q1 sollen Pn, Jn, die
jenigen von 02 sollen rw , sn heißen. Die ganzen positiven Zahlen 
in , cn wollen wir folgendermaßen wählen: wir wählen eine Folge 
ganzer, positiver Zahlen 

(3) nx < m1 < n2 < m2 < nz < m3 < . . . , 

wobei nx > 2 und für a2 < cc auch wx > a2 — 2 sein soll. Dann 
setzen wir alle bn, cm gleich 1, außer den 6nÄ+i? ^ - F I (&, Z = 1, 2 , . . . ) , 
die wir folgendermaßen wählen: 

(4) 6»*+l = 2n*1 

(5) cW/ + 1 = s m / , w e n n a 2 = oc; c » , + i = [*m~2]i wenn a2 < o>. 

Dazu sei noch 
(6) * * * > 8 ^ ffHÄ+1>CJ 

(das läßt sich offenbar erreichen, wenn wir nx, mx, n 2 , . . . sukzessive 
so wählen, daß die Folge (3) hinreichend „dünn" ist). 

Nach (2), (4), (5) ist dann offenbar 

.0(60 = 00, #(Ö2) = a2, 

Gesetzt nun, es gäbe drei ganze Zahlen JP, p \ q (# > 0) so daß 

(7 ) I . p 
q 32* 2 l ~ ö2« 

Nach A (§ 1) wäre dann notwendig 

q = bqnk = csmi, p = bpnk, p' = crni 

(k, l, b, c ganz und positiv). Wegen (2), (7) wäre also 

1 S - 1 1 <: J _ 
Unh+lqlk »22 ' 3cW|+1 «i, 3 ja ' 

also j n f c + ] 2 ; t ^ 32 ^ £ / f c ^ + 1 ^ ^ 22 > 2» . 
Í П ki 

wegen (5) wäre dann (man beachte wj>a2 — 2 für a <-

ö
nÄ + 8 > c 8 < J W ' + * > / / • 

das ist aber unmöglich; denn für l^k ist nach (6) 

ö W / — ö « f c ^ <1>ifc - «/n^ 

(man beachte w Ä > 2) und für l<k ist analog 
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Also ist E(QU 62)2i2, also (nach Satz 1) E(QX, 02) = 2. 
Endlich ist 6n ö2 ein eigentliches Zahlenpaar. Denn sonst müßte 

eine Relation 6X ^ + 6212 + t0 = 0 gelten, wo t0, tx ,t2 ganz sind, h 4= 0, 
t2 4=0 (denn 0n ö2 sind irrational). Dann wäre also für jedes 
ganze k > 0 

t2 ?w^ 2̂ * 9.nk ' 

also nach (4), (2) 

Һ Pnк 

tг K 
< 

1 

# + ' ' + 
hqnk+ kp nk 

hq*k 

< 
í,l 

Г2 I 2 Ц 

woraus E(bx, 92) = oo folgen würde; damit ist Satz 2a bewiesen. 
Zu den beiden folgenden Fällen eine kleine Vorbemerkung: 

wenn 0X, 02 ein uneigentliches Zahlenpaar ist, so ist E(^, Ö2)^r2. 
Denn in diesem Fall gilt eine Beziehung txöx +t2Q2 + t0 = 0 mit 
ganzen t0, tl9 t2, wo tl + tl>0-, ohne Beschränkung der All
gemeinheit sei t2 =[= 0. Dann gibt es eine Folge von Paaren ganzer 
Zahlen pn, qn (n = l, 2, 3, . . . , qn—>oo), so daß 

Pn_ 

q» <Л-І 

also (wie am Schluß des Beweises des Satzes 2 a) 

ҺPn 
Һìn 

< к + 
hqn + hpn 

k qn 
| t2 1 2 m 

daraus folgt aber E(B^ Ö2)^2. 
Um also den Satz 2 vollständig zu beweisen, haben wir noch 

die beiden folgenden Sätze zu beweisen: 

Satz 2 b. Es sei 2 < at < oo, a2 = 2; danw gibt es zwei Zahlen 
Q n ö 2 , 80 da/? 

£(0,) = *!, E(e2) = a„ BfA, O ^ M a x j J - , ^ ^ - ) . 

Satz 2 c. Ü78 sei 2 < a 2 < a 1 < c o ; dann gibt es zwei Zahlen 
öj, G2, so daß 

I W - = - « . , B(62) = a2, B(9n e O ^ M a x ( - | , - - ^ - - ) . 

Durch diese beiden Sätze (und durch den bereits bewiesenen 
Satz 2 ä) wird der Satz 2 bewiesen sein; denn aus Satz 1 folgt dann 
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í ft, Ч _i te(4. JŁ.) 
und aus der eben gemachten Vorbemerkung folgt noch, daß 
die im Satz 26 und 2 c auftretenden Zahlenpaare eigentlich sind 

(denn - ^ 1 _ < 2 ) . 
\ a, + 1 / <*,+ 1 

Beweis des Satzes 2b. Es sei eine Zahl a, gegeben, 
2 ^ a 1 < o o . 

Wir setzen noch 

und bemerken, daß 

3 — 2 a < 3 — 2-4- = 0, 2 — a — — < 2 ^ l - ( l + -l)==0 
2 ax ax + 1 \ ax / 

ist; daher sind die Reihen 

oo 0 ( 3 — 2o)< oo 9 \ 2 ~ a > ' 

2 . S 
«=. log-(2»)'._.i log»(2') 

konvergent; wir wählen eine ganze Zahl T so, daß 

(8)r>2,2^)>2,2il_^ + 2 , 6 i v ^ 
< = T l o g > ( 2 0 + V T log« (20 ^ 2 

Diese Zahl T wollen wir im ganzen Beweis des Satzes 2 b 
festhalten. Wir wählen nun eine Zahl 02, welche folgende Eigen
schaften hat : 

1. 6X läßt die Approximation #- a - zu; 
2. für jedes Paar ganzer Zahlen p, q mit q > 0 gilt 

«.--?- > ^ 
6 зa-

(das geht nach JB, § 1). Auch diese Zahl öx wollen wir bis zum 
Ende des Beweises festhalten (offenbar ist -E'(61) = a1). 

Wir führen folgende Bezeichnung ein: es sei t eine ganze Zahl, 
t^T. Unter einer „ausgezeichneten Zahl tter Stufe" verstehen wir 
jede ganze Zahl j , welche folgende Eigenschaften hat : 

1. 2«<_!<2 # + l ; 

2. es gibt eine ganze Zahl p0, so daß 
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Po_ 

Я 
< ' '> 

Die Anzahl aller ausgezeichneten Zahlen tt6T Stufe heiße N(t)t 

Mit dem Namen „Intervall t-ter Stufe" wollen wir nun jedes 
offene Intervall 

(P 1 P +. 1 \ 
\ q qa log2 q'* q qa log2 q I 

bezeichnen, wo q eine ausgezeichnete Zahl t-ter Stufe und p eine 
ganze Zahl ist, für welche O^p^q gilt. Die Anzahl M(t) aller 
Intervalle t-ter Stufe genügt offenbar der Ungleichung 

J f (0^ iV(0 .2 '+ 1 ; 

die Längensumme S(t) aller Intervalle t-ter Stufe genügt also der 
Ungleichung 
(9) g ( o ^ y ( o . 2 H - i . 2 < B l ^ t ( 2 r 

Und ich behaupte: wenn wir die Ungleichung 

(io) ' i s ( o < i 
tz=T & 

beweisen, so wird damit der Satz 2 b bewiesen sein. Setzen wir also 
für einen Augenblick voraus, daß (10) gilt. Wir wählen noch eine 
ganze Zahl Q > 3, so daß 

au ? !Lt! _ ! _ / ! _ 
K J n~Q n* • l og 2 n^ 2 ' 

Es sei 9Jt die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufen 
t = 5T; ${ sei die Vereinigungsmenge aller Intervalle 

Af \ lm 1 m 1 \ 
v ' J \n n2log2w, n waloganr 

wo m, w alle Paare ganzer Zahlen mit nl^_Q, O^m^n durchläuft. 
Es gibt dann mindestens eine Zahl 62, für welche 0 ^ 6 2 ^ 1 

gilt und die weder in 9Jt noch in 9? enthalten ist (denn sonst müßten 
die Intervalle aller Stufen t^T zusammen mit den Intervallen 
A(m* n) das ganze abgeschlossene Intervall <0, 1> überdecken, nach 
dem Boreischen Überdeckungssatz würden also auch endlich viele 

l 2 
6) Es ist — > —— wegen ^a — i 2_2T(a>—*)>2 ; also ist dieses p0 durch q 

eindeutig bestimmt. 
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von diesen Intervallen das Intervall <0, l) überdecken; das geht 
aber nicht, da ihre Längensumme nach (10), (11) kleiner als 1 ist). 
Diese Zahl §2 leistet aber das Gewünschte; denn für alle ganzen 
Zahlen m, n mit n^Q ist (da ö2 außerhalb 9? liegt) 

m 
n 

1 
n*\og2n' 

also E(Q2)^2, also E(%) = 2. Zweitens kann für keine ganze 
jp, p\ q mit q 2r 2T gelten 

< qa log2 q' Я 
< 

qa log2 q ' 

denn nach der ersten Ungleichung wäre q eine ausgezeichnete Zahl 
irgendeiner Stufe £, also wäre das Intervall 

\ Q 
P' 

+ ?a log2 q I q qa\og2q^ q qa log* ql 

ein Intervall £-ter Stufe6), in welchem nach der zweiten Ungleichung 
ö2 enthalten wäre — Widerspruch, da 02 nicht in Tt enthalten ist. 
Also ist notwendig E(BU ö 2 )^a , w. z. b. w. 

Es bleibt uns also nur übrig, die Ungleichung (10) zu beweisen. 
Zu diesem Zweck nehmen wir ein festes ganzes t^Tund wir werden 
N(t) nach oben abschätzen. 

Zu jeder ausgezeichneter Zahl £-ter Stufe q gibt es genau eine 

ganze Zahl p, so daß « , -
p 1 

— < —; also gibt es genau ein Paar q qa 

v p 
von ganzen Zahlen t?, w, so daß — = — , (fl, w) = l, w > 0; dann ist 

auch 

w<2*+\ e1—— <-L<JL. 

Umgekehrt, zu jedem Paar t>, w von ganzen Zahlen mit 

O, w)=l, w>0ìw<2*+1
ì 

höchstens 

< TTT- werden auf diese Art 

ausgezeichnete Zahlen q t-ter Stufe zugeordnet 

(denn es soll q=aw sein, a ganz, ; « < 
2'+! 

• ) • 

Wir bezeichnen nun, für jedes ganze w?£t, mit N(t,u) die 
Anzahl derjenigen Paare ganzer Zahlen v, w\ für welche gilt 

6) Denn aus der zweiten Ungleichung würde folgen 0<Lp'<Lq. 
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v 
W < O/a? (12) (w, «0 = 1, 2» S w < 2-+1, 

dann ist also 

N(t)^ZN(t,u)^. 

Wir behaupten nun: wird die ganze Zahl u0 durch 

2W° :S 2 a-. 6 a* < 2V°+1 

definiert, so ist N(t, u)=0 für u<uQ. 

Denn aus (12) folgt 

i 
6wa> < v 

W ^ Ořa 

(nach der Wahl,' von 0a); also w > 2 a*. 6 °-, also w i=r w0. Bei festem 

ganzem w haben je zwei verschiedene Punkte — , für welche (12) 
° w 

gilt, voneinander einen Abstand, der größer als 2"~2(M+1) ist7). Im 

Intervall i 8 X — — , ^ + — 1 können also höchstens 

2 . 2~*a . 2 2 u+ 2 + 1 

solche Punkte liegen. Wir haben also N(t, u)=0 für u<u0, 

Nfa w ) S 2 3 . 2* w " ' a + 1 für uQ^u^t. 

Daraus folgt 

N(t)^ £ (23+2u-<a + l)2'+1- t t 

Sj 2 6 . 2 ( 2 _ a ) ' + 282'_w° 

: § 2 6 . 2(2""a)e + 2 8 . 6ai • 2 ^ a*/; 

nach (9) ist also 

oo oo 0(3—2a). J_ oo OV~" a "" a j / 

damit ist aber (10) wegen (8) bewiesen. 
7) Hier und oft im Folgenden benutzen wir die triviale Ungleichung: für 

ganze r, s, r'? s' (s > 0, s' > 0) gilt stets entweder 
1 r r 

-.-=0 oder 
r r 

т т 
> 
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Bemerkung. (Zum Verständnis dieser Abhandlung ist die Lek
türe dieser Bemerkung nicht notwendig.) Wir wollen noch zusehen, 
wodurch der Erfolg unseres Beweises ermöglicht war. Wir haben 
gezeigt, daß die Längensumme aller Intervalle aller Stufen t ̂  T 

kleiner als — ist. Statt --r- könnten wir freilich überhaupt jede posi-
U Li 

tive Zahl e setzen, nur müßten wir die Zahl T eventuell entsprechend 
vergrößern. Also hat die Menge äftoo derjenigen Zahlen, die in un-
endlichvielen Intervallen irgendwelcher Stufen enthalten sind, das 
Lebesguesche Maß gleich Null. Wir haben gezeigt, daß jede Zahl 
62 mit O g ö j S l , die in keinem Intervall keiner Stufe t^T liegt, 
die Ungleichung 

(13) E^ty^Max^ -^j) 

erfüllt. Ebenso könnte mau beweisen, daß jede Zahl 62 mit 
0 S 8 2 S 1 , die nicht in SJloo liegt, die Ungleichung (13) erfüllt. 
Nun sei $ßa2 die Menge derjenigen Zahlen 62 mit 0 S 8 2 g l , 
für welche i£(62) = a2 ist. Bekanntlich ist das Lebesguesche Maß 
von ?$at gleich Eins oder gleich Null, je nachdem a2 = 2 oder a2 > 2 
ist8). Da SRoo das Maß Null, $ß2 das Maß Eins hat, so gibt es sicher 
eine Zahl 62, die zwar in *ß2, nicht aber in äR^ liegt; und für 
diese Zahl gilt dann (13) und jEr(ö2)=2. Das war im wesentlichen 
der Gedankengang unseres Beweises9); man sieht, daß er für a2 > 2 
völlig versagt, da dann das Maß von tyat gleich Null ist. Trotzdem 
wird uns der Grundgedanke des vorigen Beweises (d.h. die Betrach
tung der Intervalle t-ter Stufe) auch bei dem Satz 2c zum Ziel 
führen; es sind freilich noch mehrere akzessorische Betrachtungen 
notwendig, die den Beweis wesentlich komplizieren. 

Beweis des Satzes 2c. Es seien zwei Zahlen a1? a2 gegeben, 
2 < *2 = ai < °° 5 wlT setzen noch 

a=MìГ'-^тт) 
und sollen die Existenz zweier Zahlen öx, 62 beweisen, für welche 

E(%) — *u E(%) = ^y JB(ö1,Ö2) = a 
ist. 

8) Dies ist sehr leicht durch die Betrachtung der Intervalle A(m% n) zu 
beweisen. 

9) Freilich mit einigen formalen Abänderungen; z. B. statt der L e b e s g u e -
schen Maßtheorie haben wir den Boreischen Überdeckungssatz benutzt. 
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Wir führen folgende Bezeichnung für drei Sorten von offenen 
Intervallen ein: wenn p, q ganz, # > 0 , so sei 

J(P,<l) = (f + 2 ^ 7 , f + £ ) * 

-^(P.ä)-(f-ä^. f + 2 ^ ) ; 

LG>,?)=(-|— -J-, - | + ̂ ) 
(man beachte die Unsymmetrie von J(F, </)). Wir bemerken zunächst: 
wenn ein Intervall (a, b) vorliegt und wenn es bekannt ist, daß 
(a, b)=J(p, q) für irgendwelche P, <?, so sind dadurch p, j bereits 
eindeutig bestimmt; denn es ist 

JL=a—lb—a\ q=(2(b—a)r*. 
S 

Also sind die Intervalle J(P, q) den Zahlenpaaren p, q (p, q 
ganz, ? > 0) umkehrbar eindeutig zugeordnet. Dieselbe Bemerkung 
gilt auch für die K(p, q) und L(p, q). 

Wenn der Durchschnitt zweier Mengen Mu M2 nicht leer ist 
(Bezeichnung Mx M% 4= 0), so will ich sagen, daß Mx und M2 sich 
schneiden oder auch daß Mx die Menge M2 schneidet oder auch daß 
Mx von M2 geschnitten wird. 

Wir wählen nun eine Folge von wachsenden positiven Zahlen 

(14) zx < z2 < zd < . . . (zn ganz, zx > 3), 

so daß 

(15) el0«3°n < zn+l < 2 el0*3'n 

ist. Wir wollen noch die Zahl zx „hinreichend groß" wählen; wie 
diese Wahl zu treffen ist, werden wir aber erst später feststellen. 
Die Zahlen cx bis c2Q sollen positive Zahlen bedeuten, die nur von 
04, a2 abhängen. 

Wenn eine Folge (14) mit der Eigenschaft (15) vorliegt, so 
definieren wir „Intervalle n-ter Ordnung" für w = l , 2, 3, . . . 
folgendermaßen: 

1. Als „Intervalle erster Ordnung" bezeichnen wir genau alle 
Intervalle J(p, <?), wo q Primzahl, p ganz, 0 < P <<?, Zt<q < 2zlt 

2. Es seien die Intervalle w-ter Ordnung für ein bestimmtes 
ganzes wSrl bereits definiert. Dann bezeichnen wir als „Intervalle 
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(n + l)-ter Ordnung" genau alle diejenigen Intervalle J(p, q), die 
folgenden Bedingungen genügen: 

a) J (p , q) ist samt seinen Endpunkten in einem Intervall n-
ter Ordnung enthalten. 

b) p ganz, q Primzahl, zn+1 < q < 2 sn+i. 
c) J(p, 2) - -fi-"(*", 8) = 0 für alle ganzen Zahlen r, 8 mit 

sw.!Ss<sW4.i. 

Für s- > ct gilt offenbar folgendes: jedes Intervall J(p, q) jeder 
Ordnung w ^ 1 ist samt seinen Endpunkten im offenen Intervall 
(0, 1) enthalten und es ist auch 0 <Cp < q (also (/?, <?) = 1); je zwei 
Intervalle derselben Ordnung, die nicht identisch sind, haben einen 
leeren Durchschnitt; von nun an sei stets zl>c1. 

Es sei Dn die Anzahl der Intervalle w-terOrdnung; wenn J(p, q) 
ein Intervall w-ter Ordnung ist, so sei Dn+. 1 (p, q) die Anzahl der
jenigen Intervalle (n + l)-ter Ordnung, die samt ihren Endpunkten 
in J (p , q) enthalten sind. Zur Abschätzung von !)„, Dn+1(p, q) be
nutzen wir die Tatsache, daß TZ(X) (-----Anzahl der Primzahlen von 
1 bis x) die Beziehung 

lim " ^ - l 0 g a : ^ l 

erfüllt10). 
Nach dieser Beziehung ist 

(16) A > 1 ZX 

2 log^ 

zл für 0j > c2 (denn für q hat man fast --—-— Möglichkeiten und bei 

jedem q hat man q—1 > £ i — 1 Möglichkeiten für p). 
Wir nehmen nun ein Intervall J(p, q) n-ter Ordnung und 

wollen Dn+i (p, q) abschätzen. Alle Intervalle J(k, l) (Je ganz, l Prim
zahl) mit 0n_t_i < t< 2zn+i, die samt ihren Endpunkten in J (p , q) 
liegen, wollen wir „vorläufige Intervalle" nennen. Ihre Anzahl ist 
für zx > cz größer als 

10) Auch die elementar beweisbaren Abschätzungen 

~ ^ - . • * x(%).lo2X . . . T:(X)AÖSX , 
0 < lim inf --------- £— <J hm sup — 2-— < 00 

# = - 0 0 ^ a? = oo -^ 

(vgl. z. B. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie, I. Band, Satz 112) würden 
genügen, mit kleinen Änderungen der später auftretenden Konstanten. 
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2 logzn+1 -\
c- # V' 

2 
also größer als 

Z?l0g3n-Fl 

Läßt man noch von den vorläufigen Intervallen diejenigen weg, 
die von irgendeinem K (r, s) mit #n fS 8 < ^n+i geschnitten werden, 
so bleiben von den vorläufigen Intervallen genau die in J(p, q) ent
haltenen Intervalle (n + l)-ter Ordnung übrig. Wenn nun irgendein 
K(r,s) mit zn^s <Czn+i irgendein vorläufiges J(k,l) schneiden 

/y 

soll, so muß 
r , p r , к 

=(= "T" s e i l l> wenn #i > «V1)- Weiter soll 

sein Z(r, 8) J( i ,/) 4= 0, also umsomehr üT(r, 8) J(p7 q) 4= 0, also 
einerseits 

andererseits 

(18) 

also 

(19) 

ls"= 

sq 

к r 

T s 

Ł r 

2 s 

1 1_ < 

2 sa» <Л 7<Ч 

a , - l 
Cg # n < 8 < ^10 ^n-j-l 7 

alles für zx > c6 (man beachte 8 < en+i < Z, # < 2 2W g 2 8, / < 2 £n-f i, 
? > n̂? von nun an sei stets #. > e2, ^ > c3, ^ > c6). 

Aus (18) folgt noch 

(20) 
2 

< 

Wir wollen nun alle Paare r, 8 (r, 8 ganz, 8>0) mit (19), 
(20) betrachten und untersuchen, wieviele vorläufige Intervalle von 
der Vereinigungsmenge *ß aller zugehörigen Intervalle K (r, 8) ge
schnitten werden. Wenn dabei für mehrere Paare r, 8; r', 8'; r", 8"; . . . 

r r' r" 
( 8 < 8 ' < 8 " < . . .) die Gleichungen — = — r = — = . . . gelten, so 

8 8 8 

dürfen und wollen wir bei dieser Untersuchung K(r\ s'), R(r'\ 8"), . . . 
i l) Denn für z1>c6 ist 0 < k < J , also (k, ?)=~1, andererseits aber 

r 1c 
s<5'M- r . i</ , also — + -y. Andererseits ist auch 0 < # < a , also (p, o)=l; aus s t 

ilgen: s^g , K(r, s)cK(p,q), also 

tf(r, s) J (k, l)czK(p, q) J(p, q) = 0. 

r p 
—--==— würde also folgen: s^qf K(r, s)<zK(p1 q), also 5 <? 



418 Vojtech J a r n i k , 

weglassen und nur K(r, s) beibehalten (denn K(r, S)ZDK(Y\ $')=> 
=-K(r", O - » . . . ) . 

Nach dieser Verabredung ist also für je zwei verschiedene 

betrachtete Paare r, s; r' s' auch —=t —7. Wir wählen nun eine 

ganze Zahl #, so daß 
1 

(21) 2g+1>c9z^~\ 2 ' < c 1 0 * 5 ? 
und wir wollen die Anzahl derjenigen Zahlen abschätzen, die sich 

Y 
in der Form — schreiben lassen, wo 

s 1 

r ganz, s ganz, 2g^s < 2fl'+1, 

Diese Anzahl ist offenbar kleiner als 

2 cs 22(g+1>+ 1 

r p 
s ~ ~~ 

Y 

(denn je zwei solche Punkte — haben untereinander einen Abstand, 
der größer als 2~~2(ör+1) ist). Jedes K(r, 8), welches zu einem solchen 
Paar r, 8 gehört, kann höchstens 

c^zl+,2-^+1 

vorläufige Intervalle schneiden, wenn zx > c12 (denn der Abstand je 
zweier vorläufiger Intervalle ist dann größer als cizz~+i)\ um also 
für z_ > c12 (von nun an sei stets z1 > c12) die Gesamtanzahl der 
von 5ß geschnittenen vorläufigen Intervalle nach oben abzuschätzen, 
genügt es (wegen (19)), den Ausdruck 

( ^ J 2 2 ( y + l ) + i ) («114+12-^+1) 

über alle ganzen g mit (21) zu summieren; das ergibt höchstens 
2 

u . % ^-«.)c«.-i) + 4+i,-<,«,-»+Щ_ + logøn+i 
# П # П y 

2 
^ n - f l _:—<?ю 

^ n * 

für ^ > c17 (man beachte zn+t > zn > 3, log #n+1 < log 2 + log32n 

(nach (15)), a2 > 2). 
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Nach (17) ist aber die Anzahl aller vorläufigen Intervalle 
größer als 

2 

(17) cb 
Zn+l 

zn
2 log zn+1 ' 

aus (17) und (22) folgt aber: für zx > c18 ist 

(23) Dw+1 (p, q)>cl9 *"+1 • (n ^ 1), 
Zn lOg 2n_|_i 

also insbesondere 
(24) Dn+1(P)q)>Q. 

Es sei von nun an stets zx > cis. Aus (16), (23) folgt noch 

/«pA T) \ JL nn~l V̂ l *^2 - - - ^n) / -^.jx 
' n 2 ( ^ . 2 2 . . . 2M-i) a 2 log ^ log z2...logzn

 = ' ' 

Für 2?! > c20 ist noch 

(26) 2 . (2 el0** S0-"1 < e iog> *rt+1 (n:> ^ 

Wir können und wollen also die Folge (14) so wählen, daß 
(15), (23), (24), (25), (26) stets12) gelten, daß alle Intervalle n-ter 
Ordnung J(p<>q) samt ihren Endpunkten und samt des zugehörigen 

P Punktes — in (0,1) liegen und daß je zwei verschiedene Intervalle 

derselben Ordnung fremd sind (für alle n ̂  1). Wir wählen so die 
Folge (14) und halten sie bis zum Ende des Beweises fest. 

Es sei Vn die Vereinigungsmenge aller Intervalle w-ter Ordnung, 
Vn die abgeschlossene Hülle von Vn. Es sei 

wegen Vn+i c Vn ist auch 

9£ ist also eine abgeschlossene, in (0,1) enthaltene Menge, die 
wegen (25) nicht leer ist. Wegen (24) liegt sogar in jedem Intervall 
n-ter Ordnung mindestens ein Punkt von 9J. 

Ich behaupte: wenn ein Punkt 0 in Sft liegt, so ist j^(ö)«=a2. 
Denn es seien erstens r, s zwei ganze Zahlen, s^zx* wir wählen n 
so, daß zn^s < zn+i. Der Punkt 9 liegt in einem Intervall (w + l)-ter 

1J) D. h. (15), (25), (26) sollen für alle ganzen n ^ l gelten; (23), (24) 
für alle ganzen n^>l und für alle p, a, für welche J(p, q) ein Intervall n-ter 
Ordnung ist. 
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Ordnung J (k, l), also ist J(k,l) K(r,s) = 0, also __. >_L 
s " ~ 2 80t-, 

also E (0) _§ a2. Zweitens: Für jedes w ^ l liegt 6 in einem 
Intervall w-ter Ordnung J(p,q) (wo also _/>£n) und dann ist 

.__ 
2 

< ^ , a l s o _ 7 ( e ) ^ a 2 . 

Wir wollen noch eine Zahl 6X einführen, und zwar auf fol
gende Weise: Wir setzen 

*» + Г _. ' (bn ganz, bn>0); 

die Näherungszähler von Öx mögen mit jow, die Näherungsnenner mit qn 

bezeichnet werden. Wegen q0 = l% q1=b1, qnjt_1=bn+1 qn + qn^1(n^l) 
ist Jn+i__i2jn- wenn bn+i = l. Wir wählen nun die Zahlen bn suk
zessive folgendermaßen (man beachte, daß qn nur von 6,, b2,. . . , bn 

abhängt): 

b1 = b2 = ... = b„1 = li bis zuerst qai>el0***i (ax>l); 

dann setzen wir b~1+1 = [ ^ - 2 ] : es ist also qai-i^eloe*e\ also 
j a i ^ 2 elog2 *-, also ?a i+i ^ \ a ; ~ 1 + ?«.-_ _§ 2 (2 elog2 'O«--1 < elog2'* 
(nach (26)). Dann setzen wir wieder bai+2=bfll+3= . . . = ba2= 1, 
bis zuerst ^ 2 > elog2'- (also qat-i _S elog2 % 2,,:f§;2*10*' *-); dann 
setzen wir J«4+i= [j*-*1 (also jfl2+i g 2 j ^ - 1 S 2 (2 *log2 «-)«--1 < elog2 *); 
dann sei wieder b<.2+2=bff2+3= .. . = b*3=l, bis zuerst gv,3 > elog2 *3 

(also ja3__?2elog2e3); dann setzen wir ba8+i=[^--2] usw. 

Dadurch ist 0X definiert. c21 bis c56 sollen nun positive Zahlen 
bezeichnen, die nur von ax, a2 und von der Folge (14) abhängen 
(sie dürfen auch von 0X abhängen, da öx durch ^ und (14) be
stimmt ist). Nach (2) und A (§ 1) gilt: Für alle Paare ganzer 
Zahlen _*>, q (q> 0) ist 

j _ 
2 

1 
= 3 22' 

außer wenn 
P=xPan, q==ocqan ( „ > 0 ganz, n = l , 2, . . .); 

dann ist 
1 < 

3 ^ 
вi-_ _!_ 

2»» 
1 _ 2 

(27) 

also 

1 < 
3 ^ 

вi-_ _!_ 
2»» ÞГ K - Ą 
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(28) < p_ 
9. 

< 
2xa 

2 « i ' 

daraus folgt insbesondere J5'(ö1) = a1. 
Wir setzen nun, für jedes reelle z > e 

log g 
<p(2) = e loglog « ; 

für 3 > c21 ist 9 (z) wachsend und erfüllt die Ungleichung 

(29) 
£ øa 9 (z) 

Es sei £ ganz, t^2. Unter einer „ausgezeichneten Zahl Mer 
Stufe" verstehen wir jede ganze Zahl g, die folgende Eigenschaften hat: 

1. 2 ' ^ j<2 l + 1 ; 
2. es gibt ein18) ganzes p, so daß 

1 
(30) JL 

2 
< qa 9 (q) • 

Die Anzahl aller ausgezeichneten Zahlen *-ter Stufe sei N(t); 
wir wollen N(t) nach oben abschätzen. 

Zu jeder ausgezeichneten Zahl q t-ter Stufe gibt es genau ein 
ganzes p mit (30)u), also auch genau ein Paar von ganzen Zahlen 

v, w mit — = —, 
q w 

<; (31) v ganz, t* ganz, (v,w) = l,0<w<2t+\ ^ , ^ g t e 

Umgekehrt, jedem Paar t?, w mit (31) werden auf diese Art 
2t+1 

höchstens ausgezeichnete Zahlen q t-ter Stufe zugeordnet (es 

2* 2<+1 \ 
muß nämlich q=aw sein, a g a n z , — < a < ). 

i ^ w i 
Wenn für ein Paar #, w die Beziehungen (31) gelten sollen, 

so muß sein [nach (28)] 
i 

< 

also 
3 w^ ^ 2ía <p (2ť) A ' 

1 3) Also wegen (29) g e n a u ein (wenn t>c2t). 
1 4) Bis zur Formel (39) wird t>ci2 vorausgesetzt. 

Monatsh. für Mathematik und Physik. XXXIX. Band. 28 



422 Vojtech J a r n i k , 

(32) w > c2i 2 «- <p«i (20 

Wenn aber mit einem ganzen n > 0 

zn < 2< < el0*K 
gilt, so muß sogar 

(33) 
1 ,a г 

и > > — 2 2 ©2 (2 ŕ) 
•̂ З 

sein. Denn, wäre (33) nicht erfüllt, so wäre nach (31) 

V 

W 
< 

Зм>2' 

nach (27) wäre dann [man beachte (w, ic) = 1] mit irgend einem k 

V=Pak, W = qak, 

1 _ < _ 1 

*i ^ 2ta 3 rj«i ^ 2ta <p (20 ' 

a a qH > 2'a, >*„«; > e«,l0g'2"-1 > 3 e»«w»v-i > j ^ , 

also & > n — 1 , &Siw; also 

qak^qan>eWn>2<+\ 

was unmöglich ist, da w = qak< 2'+ 1. 
Es sei nun u eine ganze Zahl, w:S t\ N(t,u) sei die Anzahl 

derjenigen Zahlenpaare v, w, für welche (31) und 

2U :S w < 2W+1 

gilt; offenbar ist 

(34) NT(0_iSAx(^,w)2<+1—. 

Nach (32), (33) ist 
* * . _ < 

(35) 

und für 

N(ř,гг) = 0 für г ^ ^ г í <p«7(2ř) 
_ 

я« < 2' < el0*'/íг« 

1 
ist. sogar 

"( 3 6) - N(*, w)==0 für 2* _ ; 2Tß - '2 ? a (2*). 

Endlich ist offenbar [siehe (31)] stets 

(37) 
92(4-1) 

^ " ) ^ 2 2 ^ 2 Õ + 1 -
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Aus (34), (35), (36), (37) folgt aber sofort: 

(38) ^ ( 0 < < . i , ( 2 ^ - ) ' . - l - - + 2 ( i ~ ) 

423 

für 

ist sogar 

N(t)<c26^-^ 

also (man beachte 2—a > 1 

9(2') 

•г n <2 ť <e l 0 в 3 / г г » 

1 

?í(207 

-ł- 2(: *-¥)< 

?T(2«)' 

(39) 

-, Ф(X)=0(XЄ) für jeđes є > 0 ) 
Z 

N(t)<cгi 2<2-«>' 1 

?(-*)' 

Die Formeln (38), (39) wurden zwar nur für t > cn abgeleitet, 
sie gelten aber offenbar für alle ganzen t^2 (man braucht nur 
c25, c>27 geeignet zu vergrößern). 

Wenn nun t ganz, t ^ 2 ist, so wollen wir als „ Intervalle 
£-ter Stufe" genau alle diejenigen Intervalle L(p,q) bezeichnen, wo q 
eine ausgezeichnete Zahl Her Stufe und p eine ganz beliebige ganze 
Zahl ist. Alle Intervalle aller Stufen t^.2 wollen wir „verbotene 
Intervalle" nennen. Und wir behaupten: wenn eine Zahl 62 erstens 
in SSI liegt und zweitens nicht in unendlichvielen verbotenen Inter
vallen liegt, so ist Jf5(Ö1) = a1, Z£(62) = a2, J?(61,92)^a. Denn 
wir wissen schon, daß jE,(01)==a1. Weil 62 in 9? liegt, so ist 
jE'(ö2)==a2. Endlich gibt es nach Voraussetzung eine ganze Zahl 
t0 §: 2 so, daß 62 in keinem Intervall £-ter Stufe mit t ^r t0 liegt. 
Wenn dann q ganz, #S?2'° ist, so definieren wir die ganze Zahl t 
durch 2':Sg r<2'+1 . Dann ist entweder 

1 

2 q*?(q) 

für alle ganzen p\ oder es ist 

? 
< 

2a ? (2) 
für ein ganzes p\ dann ist q eine ausgezeichnete Zahl tf-ter Stufe 
Ci='o); a l s o kann für kein ganzes | / 

? 
< ^ 

28* 
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sein; denn L(p\ q) ist ein Intervall Her Stufe, also liegt 02 (nach 
der Voraussetzung) n ich t in L(p\q). Wegen f(x)=0(xe) (für 
jedes s > 0) folgt daraus E (öx, ö2) ̂  a. 

Um den Satz 2c zu beweisen, genügt es also zu zeigen: es 
gibt eine Zahl 02, die in 9?2 liegt, die aber nicht in unendlich vielen 
verbotenen Intervallen liegt; oder auch: 

Es gibt eine ganze Zahl t0 == c28; so daß die Vereinigungsmenge 
aller Intervalle aller Stufen t^t0 nicht die Menge 9c überdeckt. 

Zu diesem Zweck nehmen wir eine ganze Zahl £, welche die 

Ungleichung 2t^z1a erfüllt (wegen zx > 3 ist dann von selbst 
^ ^ 2 ) , bestimmen die ganze Zahl n^2 durch die Ungleichungen 

Za. ^2f<Z* 
n—1 n 

und bezeichnen mit A(t) die Anzahl derjenigen Intervalle w-ter 
Ordnung, die von mindestens einem Intervall £-ter Stufe geschnitten 
werden. Und wir beweisen zunächst folgende drei Behauptungen. 

2i 3/ 

Behauptung 1. Für za :S2 '<e l 0 8 /2s»-- ist 
M — 1 

Ä(t)^C29N(t)zl (2(l-a)t *«-*' + 2-al z l o g T 3 l 
\ 10g 2 n - l / 

Beweis15). Jedes Intervall f-ter Stufe schneidet offenbar 
höchstens 

^31 • Zn • £> » I < £32 ^n -J 

Intervalle w-ter Ordnung (man beachte 

Jedes Intervall w-ter Ordnung ist Teilmenge eines Intervalls 
(w-l)-ter Ordnung; jedes Intervall f-ter Stufe, welches mindestens 
ein Intervall w-ter Ordnung schneiden soll, muß also auch mindestens 
ein Intervall (w-l)-ter Ordnung schneiden. Wenn also B die Anzahl 
derjenigen Intervalle £-ter Stufe bedeutet, die mindestens ein Inter
vall (w-l)-ter Ordnung schneiden, so ist 

(40) A(t)^BcZ2zl2-at. 

Wir nehmen, - um B abzuschätzen, eine feste ausgezeichnete 
Zahl f-ter Stufe q (also 2* S q < 2'+*) und eine feste Primzahl w 

15) Im Beweise wird t>c30 vorausgesetzt, das Resultat gilt aber offenbar 
stets (bei geeigneter Vergrößerung von c29). 
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mit zn-! <w<2 zn-i und wir fragen, wie viele ganze Zahlen p 
es gibt, für welche die Beziehung 

(41) L(p,q)J(v,w)^0 

für mindestens ein ganzes v mit 0<v<w gilt16). Soll nun (41) 
gelten, so muß notwendig 

p v 
q w 

<JL + ±<fü 
Oa Wa* Wa* 

( w\a* 
— I ), also 

(42) \pw — qv | <czzqw1~a*. 

Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 
1. (w,q) = l. (Das gibt also N(t) Möglichkeiten für q und bei 

jedem q höchstens 2y-— Möglichkeiten für w, da7u(«r)~ 1. 
10g Zn—i 10g X] 

In diesem Fall besagt also (42): es soll 
(43) p w — qv = a 
sein, wo 

p ganz, 0 < v < w [also (u, w) = 1], \a\< c33 qwx~a*. 

Für a = 0 (modw) (also insbesondere für a = 0) hat (43) 
überhaupt keine solche Lösung, für a=|=0 (modw) genau eine 
Lösung (man bestimmt v aus — qv~a (modiv) und dann bestimmt 
man p aus (43)). Also hat (man beachte, daß a = 0 wegfällt!) die 
Ungleichung (42) höchstens 

2C83 qw*~a* 

Lösungen p,v mit verlangten Eigenschaften. 
2. q ist durch w teilbar, q = bw (b ganz, b > 0). (Das gibt 

also N(t) Möglichkeiten für q und bei jedem q höchstens 

log q 
y ^ < 3̂4 log1/2 s»_i Möglichkeiten für w). 

Dann besagt (42) 

(44) | p—bv | <c882u>-««; 

und für jedes i> (für v haben wir w—1 < 2 0n-i Möglichkeiten) hat 
(44) höchstens 2 cS3 y w 0* + l Lösungen in p. Also ist 

16) J(vjw) braucht darum noch kein Intervall (w-l)-ter Ordnung zu sein; 
das wird uns aber nicht schaden, da wir nur eine obere Schranke für R suchen. 
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(45) { + log* Zn_1 , Zn_x 2 ' Q + logJ- zn^i . ^ i ) 

^r,QN(t) (2 ' , Zn-" + «n-i lOg" *i.-l -
\ 10g 0n_! ° l 

Aus (4o), (45) folgt aber die Behauptung. 

Behauptung 2. PYtr el0*3/2en-iifS2'< z^ ist 

A(t)^cz1N(t)z*n2W. 
Beweis17). Wenn ein Intervall «er Stufe L(p,q) ein Intervall 

w-ter Ordnung schneiden soll, so muß — q < p < % q sein; das gibt 
also 3q — l < 3 . 2 ' + j Möglichkeiten für p. Jedes Intervall «er 
Stufe schneidet aber höchstens 

^38^2-'a + l < c 3 9 ^ 2 - ^ 

Intervalle w-ter Ordnung (denn z\ > 2'a). Daraus folgt aber die 
Behauptung. 

2 a2 

Behauptung 3. Für sjj"< 2' < za isi 

Beweis17). Wir nehmen eine feste ausgezeichnete Zahl «e r 
Stufe q [das gibt N(t) Möglichkeiten für q), dann noch eine Prim
zahl w mit zn<w <2zn und untersuchen die Anzahl derjenigen 
ganzen Zahlen v mit 0 < v < w, zu welchen es mindestens ein 
ganzes p gibt, so daß 

(46) L(p,q)J(v,w)^0. 

Wenn (46) gelten soll, so muß 

Ü - V ^ 1 1 ^ C4 1 Ü - < — н — < — q W j a wa- qa 

sein (denn u;a- > z<% > 2a * > qa 2~a), also 

(47) " \ pw — qv | <c 4 1^2 1"" c x-

Wir unterscheiden zwei Fälle: 
17) Dieselbe Bemerkung wie in 1B). 
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zn 1. (j , w) = l (dies gibt, bei gegebenem #, höchstens 2-
logzn 

Möglichkeiten für M?); dann folgt aus (47) qv-^a (modw), wo 
| a | < c41 w 2x~a. Diese Kongruenz hat für a = 0 (modw) gar keine, 
für a^\~0 (modw) genau eine Lösung v mit 0 < # < w ; also hat 
(47) höchstens 2cuwql~a Lösungen in v mit 0<v<w (man be
achte, daß a = 0 wegfällt). 

2. q ist durch w teilbar (dies gibt, bei gegebenem q, höchstens 
«2 

log q l°g 2 za 

*_< - < c 0 Möglichkeiten für zA Dann benutzen wir 
log Zn log 2?n 

nur die triviale Tatsache, daß die Anzahl der v mit 0 < v < w, 
welche bei geeigneter Wahl von p die Ungleichung (47) erfüllen, 
höchstens gleich w—1 < 2 zn ist. 

Daraus folgt aber schon 

Mt)^ct0N(t)(^ . zn . 2 « - > ' + «..), 

w. z. b. w. 
Wir setzen nun 

(48) Bn = HA(t) (n = 2 , 3 , . . . ) 

4_x<2 (<4 
und werden folgendes beweisen: 

Behauptung 4. Bn < c43 —r-—- z\ «£-.«. w * 2 ^ . 
Y V^« — l j 

Beweis18). Wir führen zunächst folgende Abkürzungen für 
Summen ein: 

2 = 2; 2 = 2 ; 2 = 2 
Sl! I 2 II 2 °2 I II 

2 a < 2* < el0B3/2*n-l ßlog8/--»,«! < 2< < £a 0a < 2 ' < £a 

Nach der Behauptung 1 ist 

^A{t)<c^zl^- .Stf(*)2<-->.+ 
T l u n ^n—1 T 

+ c29 «i 2n_x log* zn-i S 2V(0 2-«'; 
I 

18) Im Beweis wird w>c44 vorausgesetzt; das Resultat gilt dann aber 
offenbar für alle » ä 2 (man braucht nur cia geeignet zu vergrößern). 
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D a £ n - i < £ a _ _ 2 ' < el0«3/2en-1. so dürfen wir die Formel 
n—1 

(39) benutzen und es ergibt sich 

£ _V(02<1—>* < c27 _ 2< 8 - 2 ^—!—, 
i i 9(6) 

ZN(t)2-«*<c27Z2«-**K-^. 
i i ? ( / ; 

Nun ist 3 — 2 a < 0; 9 (2*) __ 9 ( ^ ) ^ 9 (*„___); die Anzahl 
\ n—1' 

der t, über welche summiert wird, ist kleiner als c4B log^sv-1; end
lich ist (wegen a 2 <a x ) 

2(a—1) l + a_ o_ —1 a2 
2 ^ = J a2 *>„ • ~ ~ _ T " = ~ ~ ( a i — ^ = a 2 — 1 ' 

daher ist 

S 2 < » - s ^ - L - < C 4 6 - J — logV.^ , ; 
1 ? ( - ) ?(2«- l ) 

sg-i-i-q.. - ^ , _ J _ _ , i r 2 ( 1 - u ) < c _ U . ^ . 

also 

(49) 2_4(0<c47 _ 1 _ 4 4 _ 5 log~*n__. 
I 9 (Zn~ l) 

Nach der Behauptung 2 ist weiter [für _V(0 benutzen wir 
jetzt (38)] 

11 ? 9 «i(20 
es ist aber 

3 - 2 a < 0 , 2 - a ( l + — ) < 2 ^ ( l + - ! ) _ - ( ) 
\ aa / «i + 1 \ <*_ / 

und die Anzahl der £, über welche summiert wird, ist kleiner als 
c*9 log £n ; also ist 

S _($) < C504 log 2n ' —I  
11 9"_7(*l0«,/,'»-i) 

Nun ist aber für n -*oc 
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e l o g ' / » » „ _ ! 

zn_, = 0(e . , , l o g„- ,„_,) = 0(y(e">- /••»-i)), 

lOg Z„ — 0 (10g3 £„_,) = 0 (f*(J°* %k *»-l)) , 

? (-„_..) = 0 (s_.) = 0 (? V * a/**»-i)) 

für jedes s > 0 ; daher ist 
i 1 

( 5 0 ) £ -_ ( 0 < Cß0 *n ^ n - 1 2 lOg 2 * n _ _ 

Endlich ist nach der Behauptung 3, wo N(t) nach (39) abge

schätzt wird (man beachte - ^ > 1 l 

2 
Zn V /< t A ̂  /» n _ ? ( 3 —2cQ. , ~ 1 r ~ _ 9(2 — a) < . _ _ _ _ _ . 

Es ist 3 — 2 a < 0 , die Anzahl der tf, über welche summiert 
wird, ist 0 (log sw); also ist 

V 9 M - ) I . - L , c i!«A<f
 l os^. 

^ ^ m l9A ^ 5 2 / 2x ^ C ß I П 9(20 ^ ~\(гi) ^ 62 ?(« 

Weiter ist - g - ( 2 - q ) _ « , 2

 a ^ + 1 = -^-_l , also 
« . + i ' 

Also ist 

£ _ - ( í ) < C 5 4 * n -— •-— V*7 \ ^54 ^n / \ 

in w 9 (z„) 
Nun ist aber für w-»-co 

/ e log» » n — 1 \ 

2 n - 1 _ ö U » log log <„_.,) = o (-)• (ei«*3 *n-l)) = o (9* (,-_)) , 

9 (^n_!) = o («-_!) = o (->« (*„)) 

für jedes e > 0 ; also ist 

(51) -i _ (0 < c64 4 4 - i 2 1 0 ^ z„-i • - 7 ^ — : • 
V J III 9 (^n - l ) 
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Aus (49), (50), (51) folgt aber die Behauptung 4. 

Behauptung 5. Für n > c55 > 1 ist 

П — 1 

Bn< 
1 c,9 (zx zг . . . z«)2 1 

2n 2 (z1 z2.. .2n__)a* l o g ^ log ̂ 2 . . . logzn 

c19 i8£ die Konstante aus (23), (25)). 

Beweis: Nach der Behauptung 4 genügt es, zu zeigen: für 
jedes a > 0 ist für n—• oo 

IQQT-"^ _ ____£)(#" i )• 
9 (£n__) ö n \ (zxz2... ^u_2)a2-2 log *-. log z2 .. . \ogzn I 

Und das ist wahr; denn für jedes s > 0 ist 

І 0 S * n 

l 0 g 2 n _ 1 = OVCEloglog-n_1 )= O(9e(^n_!)); 

log zn = O (log3 sn_,) = O (<pe (*n__)) ; 

( 1 \^ J_ / l o ^ n - 1 \ 19) 

— J __ e " l 0 « - =_ o U e io_ i.g«,,__) = 0(<p«(*„_.)) ; 
_i s, . . . 0 n _ 2 _ ( 0 n _ 2 ) n - 2 = e ( n - 2 ) l o B i « - 2 = o(e'-'83«n_2) 

= o^ogVs^,) _ Q (?« («__,)) ; 

lOg Zt . lOg 02 . . . lOg 2« = 0 (z1 Z2 . . . 0n_2 . lOg 2n_i . log zn) 

= 0 ( ? " ( - ^ , ) ) ; 

damit ist die Behauptung 5 bewiesen. 

Wir wählen nun w0 = [c66] + 1 (also n0 ganz, w0 > c55) und 
behaupten: 

Die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufen t mit 

___ 
2 ^ > 2 ( 

tt0 —1 

überdeckt nicht die Menge 9J. Damit wird Satz 2c bewiesen sein. 

19) Man beachte log zn > log3 *«-_, also log zn ^ (log «J3»-3, 
n =_ 0 (log log zn). 
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Zu diesem Zweck bezeichnen wir für jedes ganze n^n0 mit 
Cn die Anzahl derjenigen Intervalle nteT Ordnung, die von keinem 
Intervall *ter Stufe mit 

za < 2 ' o a 

r j 0 - l ^ n 

geschnitten werden. Und wir behaupten zunächst: für jedes ganze 
n^n0 ist 

I- i)\ p >. 1 C19 \%i %2 • • • Zn) 1 

2W 2 fo Z2... 0n-i)ft2 log ^ log z2 . . . log 2n 

Beweis: Für n = n0 ist die Behauptung richtig, da nach (25) 
und nach der Behauptung 5 [man vergleiche die Definition von 
Bn in (48)] 

P > n I? ^> 11 lCl^ (#1 #2 • - • z*o) I  
" 0 = ° ° \ 2 - 7 2 («i«1 . . .« l f^1)»«"logÄ1 log« s . . . log« l l o" 

Gesetzt nun, die Behauptung sei richtig für ein n ^ n0; dann 
folgt sie für n + 1 so: 

Es gibt On Intervalle ftter Ordnung, die von der Vereinigungs-

menge aller Intervalle aller Stufen t mit . 3 a _ 1 . ^ 2 ' < 2 w
a nicht ge

schnitten werden; diese Intervalle nteT Ordnung enthalten aber nach 
(23) mehr als 

o ZnJrX n 
L/19 ^ _ L / n 4 2 log ^ + i 

Intervalle (ra+l) t e r Ordnung; von diesen Intervallen (n+ l ) t e r Ordnung 
werden aber höchstens Bn+i Intervalle von den Intervallen ^er Stufe 

«2 a 2 

mit za^2t<za geschnitten. Also ist nach (52) und n^ch der 
Behauptung 5 

2 

Cn-f 1 ^> C\ 9 —— O n i>n-fl 
0 n

2 l O g ^ + i 

>(JL L \ ^ ( ^ — ^ ) 2 i ,w „ b w 
^ \ 2 - 2W+V 2 (% * 2 . . . *.»)«- log zx log *a . . . log zn+1 * z ' ' * 

Ffär jedes #aw2e n^n0 ist also Cn > 0. 

Der Schluß des Beweises ist jetzt in wenigen Zeile^ fertig. 
Gesetzt, die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufig t mit 

2i^za_l überdecke die Menge 9i 
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Da 9? beschränkt und abgeschlossen ist, könnte man nach 
dem Boreischen Überdeckungssatz eine ganze Zahl nx > n0 wählen, 
so daß bereits die Vereinigungsmenge 9t aller Intervalle aller 
Stufen t mit 

«2 q2 

Za < 2 ' < £ a 

n0—1 ^ nt 

die Menge 9? überdecken würde. Da aber jedes Intervall n^** Ordnung 
mindestens einen Punkt von 9? enthält, so müßte die Menge 9t alle 
Intervalle nx

teT Ordnung schneiden, also müßte 

OH = 0 

sein, was nicht der Fall ist. 

§ 4. Beweis des Satzes 3. 

Wir führen auch hier den Beweis in mehreren Schritten, und 
zwar hier in zwei Schritten: erstens für 2 ;§ a2 ̂  ax = oo (leicht), 
zweitens für 2 ^ a 2 ^ a 1 < G o (schwieriger). 

Satz da. Es sei 2 ^ a 2 < a c . Dann gibt es ein eigentliches 
Zahlenpaar 6X, G2, 50 daß 

-5(60 = 00, E(90==«2, E(9i, %) = «*. 

Beweis. Wir definieren 62 durch ihren regelmäßigen Kettenbruch 

A _ J _ 1 2 — bx +4~ Q>n>0, ganz); 
#2 + • . m 

die Näherungszähler und Näherungsnenner mögen pn, <?n heißen. 
Und die bn seien sukzessive so gewählt, daß (w = 0, 1, 2, . . .) 

bn+i = [?n2~2] für a 2 < o o , bn+1 = [e?n] für a2 = oo. 

Nach (2) und -4(§1) ist also JS(62) = a2 und 02 läßt nicht 

die Approximation zu. Wir wählen nun aus der Folge qt, q2,... 

eine Teilfolge qül, qa^ ... und setzen zur Abkürzung qan = sn') Pan = rn. 
Diese Teilfolge wählen wir so, daß 

2 
Sn+1 > esn ? Sn+1 > 2 8n . 

Dann bestimmen wir eine Folge ganzer Zahlen ru r2, . . . , so daß 

8n-f-l 8n 8n4-l 
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(das geht offenbar). Dann setzen wir 

e ^ l i m —; 
n=. oo 8n 

offenbar ist 
r i i 9 9 

(53) 0 < 6 1 - ^ ^ T L - + V
l - + . . . < - - - - - < - - - - -

433 

8n-fl 8n-f2 bn+l e'n 

Daher ist erstens Qx irrational20); zweitens ist nach (53) 
-#(öi)=°°; drittens ist (6X, 02) ein eigentliches Zahlenpaar. Denn 
sonst wäre tx §x + £292 + t0=Q, wo t^t^tQ geeignete ganze Zahlen 
sind, ^ # - 0 , *24-021). 

Daher wäre 

ä + 
to Sn + ti V 

Г2 Sn 

tl V ^ - . . . ,2 ^ 

I * 2 I Є n 

<ye-i'*'MKI<r2 

für hinreichend große w, im Widerspruch dazu, daß 92 nicht die 

Approximation —e~xx-* zuläßt. Endlich ist trivialerweise 

und zweitens 
.адл)̂ -m)=*. 

.— 

< 

< 

i 

8n [8n J 

1 

fiir a 2 < o o , 

fiir a2 = oo ; 
8n[^] 

daraus und aus (53) folgt aber E(QX, ö2)^ra2; w. z. b. w. 

Satz 3&. i?$ sei 2 ^ a2 ^ ax < oo. Dann #ib£ es eiw eigentliches 
Zahlenpaar 01? Ö2, 50 tfq/? 

-5(6.)=-*., B(e2)=«2, - m , e-)=a.. 
Wir beweisen zunächst zwei Hilfssätze; diesen Hilfssätzen 

schicken wir noch einige Definitionen voraus. Es seien drei (endliche) 
Zahlen a, a, T gegeben, a ^ 2 , a ^ 3 , T ^ 3 a . Mit e56 bis c69 be-

/-
20) Denn aus ®t = — (k, Z ganz, l>0) würde folgen entweder Oj—-IL--=0 

J Sn 

oder 0j 2: -—, was mit (53) im Widerspruch steht. 

") Man beachte, daß St und 62 irrational sind. 
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zeichnen wir positive Zahlen, die nur von a, a, T abhängen. Weiter 
setzen wir für jedes Paar ganzer Zahlen r, s mit 8 ig 3 

/ V 1 r 1 \ 
J«>*(ri8) — \ s + 2s«\oz*s ' s + 8« log« 8 /" jt> 

T. , . / r 1 r 1 
K„>(l(r, s) = < — - - 5 T — r — — , — + 8 3 sa log" 8 ' 5 3 sa loga 8 / 

(das sind also abgeschlossene Intervalle; wenn kein Mißverständnis 
zu befürchten ist, so werde ich gelegentlich die Indizes a, a weg
lassen). Es seien noch drei ganze Zahlen p, <?, k gegeben, wo 

q Primzahl, 2 ^ 3 , 0 < p < q, q2a<2k<qT. 

Dann teilen wir alle Primzahlen w, welche die Ungleichung 
2k<w<2k+1 erfüllen, in zwei Klassen: 

Eine Primzahl w mit 2k<w<2k+1 heiße „erlaubt" (ausführ
licher: erlaubt in bezug auf a, a, I7, p, j , &), wenn es eine ganze 
Zahl v gibt, so daß: 

v 
(54) J(#, w)czj(p, j ) , — liegt in J (p , <?) (also 0 < ^ < w ) , 

(55) J(v, w)K(r, s) = 0 für alle ganzen r, 8 mit q<s<w. 

Eine Primzahl w mit 2* < w < 2k+1, die nicht erlaubt ist, heiße 
„verboten" (in bezug auf a, a, T, ^), <?, k). 

Hilfssatz 1. jB8 seien a, a, I7 gegeben; a ^ 2 , a ^ 3 , T ^ 3 a . 
Danw #ib£ es zwei Zahlen c5ß, c57 mi< folgender Eigenschaft: wenn 
p ganz, q Primzahl, q> cu, k ganz, q2 a < 2k < gT, 0 < P < ?, so 
ist die Anzahl der (in bezug auf a, a, T, P, j , &) verbotenen Prim
zahlen kleiner als 

2k 

%1W 
Beweis22), a, a, T7,p, #, & seien gegeben. Wir definieren die 

ganze Zahl &0 durch 2*° 5 i £ < 2*<>+-; für ganzes * mit h^t%k 
sei SR(0 die Menge aller Intervalle K(r,s) mit 2 < ^ 5 < 2 ' + 1 (r, 8 
ganz). (Die Elemente von 2R(*) sind also Intervalle.) Weiter sei 
ikf(^) die Anzahl derjenigen Intervalle J(v, w), für welche gilt 

| 2* < w < 2k+\ J(v, w) c= J ( p , j ) , — liegt in J(P , 2), 
(56) { w 

\ v ganz, w Primzahl, also 0 < v < w, 
22) Im Beweis wird stets q>c6H vorausgesetzt. 
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und die von mindestens einem der Intervalle aus %R(t) geschnitten 
werden. 

Es sei M die Anzahl derjenigen Intervalle J(v, w) mit (56), 
die von mindestens einem Intervall Z( r , s) mit q^s <C2k+l ge
schnitten werden; es ist offenbar 

(57) M< S M(t). 
t=k0 

Wenn nun w0 eine Primzahl mit 2k < to0 < 2kJrl ist, so gibt 
2k 

es mindestens c59 —-.—— ganze Zahlen «?, so daß für -/(Ü, U?0) die 

Beziehungen (56) (mit w0 statt w) gelten. Soll nun w0 verboten sein, 
so müssen alle diese «/(«?, u?0) von den Intervallen K(r, 5) mit 
(?:Ss<2 f e+1 geschnitten werden; wenn also N die Anzahl der ver
botenen Primzahlen ist, so ist sicher 

(58) M> N. c59 — ^ . 
v ' ~ 59 qa loga q 
Wir sollen nun M(t) abschätzen. Wir nehmen also ein festes t und 
ein festes R(r, s) mit 2 ^ 8 < 2 ' + 1 und wollen untersuchen, wieviele 
Intervalle J(v, w) mit (56) von K(r, s) geschnitten werden. 

r v 
Soll K(r, s)J(v. w) 4= 0 sein, so muß erstens — 4= — s ^ n i 

s w 
i r v . 
denn sonst wäre — = — , also s>w, 

s w' — 

K(r, s)J(v, w)cK(v, w)J(v, w) = 0. 

Weiter muß sein 

(59) 
r V 
S W 

x +-^Л-< Cв0 

3 sa log* s wa loga w sa loga s 

(man beachte 8<2fe+1<2w); 

dies gibt also (da der Abstand je zweier Punkte — größer als 

22k 

2-2Ä-3 isA höchstens l+c^-r——-- Möglichkeiten für v, w. Das 

22k 

Intervall K(r, s) kann daher höchstens 1 + cel 9at Intervalle 

J(i>, «?) mit (56) schneiden. Weiter soll sein 

nach (59) 

r V 

S W 
, also 

siv 

w > c62 s"-1 loga 5 ^ c62 8 loga S, 
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also23) 

(60) 2t<c-wW)<c^-
Wenn also (60) nicht gilt, so ist notwendig M(i)=0. 
Wenn nun i£(r, 8) ein Intervall J(v, w) mit (56) schneiden soll, 

so muß um so mehr K(r,s) J(p;q)^0 sein. Dazu muß notwendig 

^ 4= | sein (sonstwäre~=^ s^q, K(r,s) J(p,q) c= K(p,q)J(p,q)=0). 
o (J o (£ 

Wir nehmen nun ein festes ganzes t mit k0^t<^k und unter
suchen, wie viele ganze r, 8 mit 2*<ls<2*+1 es gibt, so daß 
K(r,s) J(p,q)^0. Dazu muß sein 

o < I -ü-_2-1< 1 i 1 < c«5 

\ 8 q I — 3 8a loga8 2a loga q qa loga j ' 

(denn 8^2*<>> J-) 

also (61) rg — sp = b, 
wo 

' ' loga q * 

Nun hat die Gleichung (61) für jedes b genau eine Lösung 8 
modulo q (durch 8 ist dann r bestimmt); dies gibt also höchstens 

2* 
c66 — Lösungen 8 mit 2*<^*<2*+1; daher ist 

9* o-~a 2* / 92& \ 

wenn (60) gilt; wenn aber (60) nicht gilt, so ist M(t) = 0. 
Nach (57), (58) ist also (es wird über die t^k0 summiert, 

die (60) erfüllen) 

<c, 69 

1 /22* 2 2Ҷ 
2* ІЉ^^ÆГ 1/ 

(man beachte 2—*<^0); daraus folgt aber die Behauptung, denn 

log q T % 
3) Man beachte log s Z t log 2 I> k0 log 2, k0 + 1 > l ^ " ' f c < log 2 o g -*• 
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Hilfssatz 2. Es sei 2<OL2<OL1< OO; dann gibt es eine Zahl 
C70 (c70 bis c74 sollen positive Zahlen bedeuten, die nur von a1? a2 

abhängen) mit folgender Eigenschaft: ^venn p,p\ q drei ganze Zahlen 
sind, q Primzahl, q > c70, 0<p<q, 0<p'<q, so gibt es drei 
ganze Zahlen v, v\ w\ mit 0 < v < w, 0 < v' < w, ^v > q ( > c70), w 
Primzahl, so daß 

J«1,4(v,w)cJaiii(P,q)- Ja2,z(v\w)czJai,s(p\ q\ 

Jau 4 (V, W) Kav 4 (r, s) = J a „ 3 (v\ w) Ka^ 3 (r, 8) = 0 

für alle ganzen r, s mit q<s <w. 

Beweis24). Wir wählen eine ganze Zahl x. so, daß 

2 - a -<2 2 a t<2*<2 3 t X l 

ist (das geht für q > c71). Die Anzahl der Primzahlen w mit 

2 v - < w < 2 * + 1 ist größer (wegen K(X)~- 1 als 

1 2X 2X 

Wir wenden nun den Hilfssatz 1 zweimal an: erstens mit 
a1? 4, 3a n p, q, x, zweitens mit a2, 3, 3a2, p\ g, x. statt a, a, T, f}q,k\ 
beidemal finden wir für die Anzahl der verbotenen Primzahlen 

^73 
2* 

^ 2 " 

als eine obere Schranke. Nach (62) gibt es also für q > c74t mindestens 
eine Primzahl w, die sowohl in bezug auf al9 4, 3a,, j), 2, x. wie auch 
in bezug auf a2, 3, 3ax, p\ q, x. erlaubt ist. Das heißt aber: es gibt 
zwei ganze Zahlen v, v\ welche die im Hilfssatz 2 geforderten 
Eigenschaften haben. 

Beweis des Satzes 3&. Es sei 2 < ^ a 2 < a t < o o . Wir wählen 
eine Folge von Zahlentripeln 

PuP'n 2i5 P^P\,&\ Vz,P'i, 2«; • • • 
folgendermaßen (c70 ist die Konstante aus dem Hilfssatz 2): qx Prim
zahl, qx>c70, Pi,p\ ganz; 0<px<qx, 0 <p\<qi- Wenn weiter 
die ganzen Zahlen jDn, p'n, qn für ein ganzes n § : 1 bereits gewählt 
sind, so daß 0<pn<qn, 0<p'n<qn, pn)p

f
n ganz, qn Primzahl, 

#n>c 7 0 , so setzen wir im Hilfssatz 2 p=Pn-> pf:=p'n, q = qn und 
24) Im Beweis wird q>cn vorausgesetzt. 
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nehmen dann für jpw+i, p'n+i-, gn-fi die durch den Hilfssatz 2 ge
lieferten Zahlen v, v\ w. Der Durchschnitt der Intervalle 

J«r,*(Pn,qn) ( » = 1 , 2, 3, . . .) 

ist ein Punkt, er möge 0X heißen; ebenso werde der Durchschnitt 
oo 

n Jtt2, s (Fn, qn) 
n=l 

mit ö9 bezeichnet. Nach der Konstruktion ist 

= f 7 für я = 1,2,3, . . . ; (I) 
î» í 

(II) ».-т 
(III) ^2 

?n 

(IV) '•-тl 

> 

< 

-ь Ъ 

1 
3 sa» log4 s 

1 

- C Ì0SS 2" 

für alle ganzen r, 8 mit s^qx\ 

für n = l- 2, 3, . . .; 

für alle ganzen r, 8 mit s^qx. 
3 8a2 log8 8 

Aus (I), (II) folgt E (%) = *,; aus (III), (IV) folgt #(92) = a2; 
aus (I), (III) folgt (da a , ^ a 2 ) # ( 0 ^ 0 , ) ^ , also E(%, 62) = a2. 
Endlich ist ö^ 02 ein eigentliches Zahlenpaar. Denn sonst müßte eine 
Gleichung t1B1 + £262 + t0 = 0 mit ganzen £0, ̂ , £2 bestehen, wo 
tx 4= 0, ^ 4= 0 (denn ö2, 02 sind irrational wegenE (02)< oo, E{%)< oo). 
Dann wäre aber nach (I) 

*i I 1 0 + ŕ° g" + *- ff" 
2 *2 ?n 

Pn 
2n 

< 
*2 C І 0 s 4 ?» ' 

was wegen ajgrag, 4 > 3 für hinreichend große n mit (IV) im 
Widerspruch steht. 

Prag, den 5. November 1931. 

(Eingegangen: 2. II. 1932.) 
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