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Zur Theorie der diophantischen Approximationen.

Von Vojtéch Jarnik in Prag.

§ 1. Einleitung.

Wenn 6,, 0,,..., 6, ein System reeller Zahlen?) ist (s=1)
und wenn f(x) eine fiir hinreichend grofe x definierte und positive
Funktion ist, so wollen wir sagen, dal das System 0,, 0,,...,6,
die Approximation f(z) zuléift, wenn es zu jeder reellen Zahl A ein
System von s+ 1 ganzen Zahlen p,, p,,...,ps, ¢ gibt, so daB

0> A, [ = <A =1, 2 ),
Bekanntlich lift jedes System von s reellen Zahlen die Appro-
_si1
ximation « * zu. Die obere Grenze derjenigen reellen Zahlen a,
fir welche das System 6,, 6,, ..., 0, die Approximation z~“ zu-
liBt, soll in dieser Abhandlung stets mit E(0,, 0,,..., 6;) be-

zeichnet werden. Nach dem eben Gesagten ist also stets

E_*'S}LSE(OU 0‘11 RS O’)S_*- ®.

Im Falle s=1 gibt die regelmiifige Kettenbruchentwickelung
der Zahl 0, eine recht vollstindige Ubersicht iiber die Appro-
ximationen der Zahl 0, durch rationale Zahlen; wesentlich schwie-
riger sind die Verhiiltnisse bei s > 1. In dieser Abhandlung will ich
eine Frage beantworten, die mit dem Fall s=—2 zusammenhiingt;
wir wollen nimlich fragen: was Lifit sich iiber K (0, 9,) sagen,
wenn wir E(0;) und E(0,) kennen? Diese Frage wollen wir be-
antworten. Zunichst aber noch eine kleine Bemerkung: unter den
Zahlenpaaren 0,, 0, verdienen offenbar diejenigen Zahlenpaare

eine besondere Beachtung, die keine Relation
O,ky + 0y ky +ko=0(ky, ky, k, ganz, ki + %> 0)

1) Alle Zahlen in dieser Abhandlung sind reell.
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erfilllen; solche Zahlenpaare wollen wir ,eigentliche Zahlenpaare“
(sonst ,uneigentliche Zahlénpaare“) nennen.
Wir werden folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Wenn E(9)=u2,, E(0,) =0y, so ist?)

3 2 2, ) - <M
Max (2 Py iy =< E(%,, 9)=Min(z,, «).

Und wir werden zeigen, da8 diese Schranken fiir jedes
o, =2, %, =2 scharf sind; dies wird durch die beiden folgenden
Sitze geliefert (in welchen man noch ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit «, = «, voraussetzt):

Satz 2. Es sei 2=2, =, = + o; dann gibt es ein eigent-
liches Zahlenpaar 9, 6,, so daf

3 2«

BO) =2, Bl =, EQ, ) =MNax (& 2o, ).

Satz 8. Es sei 2=o, =o, = + o0; dann gibt es ein eigent-
liches Zahlenpaar 9, 6,, so daf

E(el)zal’ E(ez)zzg, E(F)l, 02)=7_2_

Der Satz 1 ist sehr leicht zu beweisen. Auch die Schwierig-
keiten, die im Beweis des Satzes 3 auftreten, sind mehr formaler
Natur. Der Kern der Untersuchung, der mich ermutigt, diese Arbeit
zu publizieren, liegt im Beweis des Satzes 2 der zwar elementar,
aber gar nicht einfach ist und auch nicht aus einer blofen Rechnerei
besteht, wie der Beweis des Satzes 39).

Ehe ich zum Beweis meiner Behauptungen tibergehe, will ich
einige Kleinigkeiten aus der Theorie der Kettenbriiche zusammen-
stellen*).

2
?) Fir a= 40 soll —;—f—l— stets 2 bedeuten.

3) Als Nebenprodukt der Beweismethode des Satzes 2 ergab sich ein
s+1

neuer Beweis des Satzes: Es sei s>1, s ganz, a> Dann gibt es ein

eigentliches System 0,, 0,,..., 0s mit E(0,, 0,,..., 0s)=a; dieser Beweis
ist in meiner Arbeit ,Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen
Approximationen, Prace matematyczno-fizyczne (in Druck), durchgefithrt.

4) Den Beweis der wohlbekannten Eigenschaften der Kettenbriiche, die
dabei benutzt werden, kann man z. B. bei O. Perron, Die Lehre von den Ketten-
briichen (2. Aufl,, 1929; B. G. Teubner), finden.
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Die irrationalen Zahlen 6§ mit 0 <6 <1 lassen sich einein-
deutig den unendlichen regelmifiigen Kettenbriichen

1
-+ 1
bl 72‘ + *
(bn >0 und ganz) durch die Gleichung
1
Tt e
2 bs + .

zuordnen; die Niherungszihler und Naherungsnenner p., ¢, sind
durch

) Po=0, pi=1, Pap1=but1 Pu+pu (0=1)

=1 q1=by, Gat1=bnt1 gnt ga—1 (n=1)

definiert; es ist (pn, gn)=1.
Wenn fiir zwei ganze Zahlen p, ¢ (g >0) die Ungleichung

besteht, so ist notwendig lq)—= 5:— fiir irgend ein (=0, 1, 2,...).

Die Niherungsbriiche P Jiefern aber folgende Anniherung

n

1 2)"
— §—— < -
qn (Qn +1 + Qn) ’ qn In Qn+1 (n = 0),
also nach (1)
1 P
<0 _(n=0)
® 3bnt q?; l qn - bn 41 gfl( =0)

Daraus sieht man:
A. Wenn fiir zwei ganze Zahlen p, q (¢ > 0) die Ungleichung

1 —
3q2

=
q|=

‘ P

bestehen soll, so muf? %—f-gl sein, 10 b,y >1.

n
Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXIX. Band. 27
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B. Zu jeder Zahl a =2 (x < o) gibt es eine irrationale Zahl 6
(0<0<1), welche zwar die Approximation z * 2uldft, fir jedes
Paar ganzer Zahlen p, q (@ > 0) aber die Ungleichung

1
6 q°

l H *_8_ ‘ >
q
erfillt.

(Man wiihle sukzessive b1 = [gn 2] + 1 und benutze (2)).

C. Es gibt auch irrationale Zahlen 6 mit 0 < 0 <1, fiir welche
E(®)= + o ist (man wihle z. B. sukzessive bn41=gn).

D. Zu jedem 2 mit 2==a =0 gibt es eine irrationale Zahl 0,
so daf} 0<0<1, E()=0a (folgt aus B und O).

§ 2. Beweis des Satzes 1.
Dag E (5, 9)=Min (E®,), E@®)) ist, ist trivial. Dab

E @, 6)= g ist, ist wohlbekannt und leicht durch das Dirich-
letsche Fécherprinzip zu beweisen.

Wir haben daher (aus Symmetriegriinden) nur zm beweisen:
wenn 2 <o, <o, <o, E())=2,, E(ly)=uq, ist, so ist

20,
a4+ 17

E®,, 0,)=

Beweis: es sei 1 <a <« ; wir werden zeigen, dafl

2

E(Bl, 92)27_}—_‘1—5

damit wird offenbar alles bewiesen werden (den oy} ist fiir «>1

stetig und hat fiir «— oo den Grenzwert 2).
Es sei A>1; da a <E(9), so gibt es ganze Zahlen p, g,
so daB

1
6—L < — 4> a
q q* 1
Nach dem Dirichletschen F#cherprinzip gibt es zwei ganze
Zahlen v, w, so daB

a—1

O<w§q7,,wg62—~v

<

o—1

q 2
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Also ist
pw 1 v | 1
g | < || <=
VR

a—1
Es ist aber (man beachte ngT)

.—_ﬂ;a_ a——l 2a
¢ =qoati.q =z a+1>(qw)a+x
«t1 2o (=) Za
gz w=w.qu+1.\q = )a+1

Z2u 2a

2a
=Zw.ga+1 wa+1—l=((_] w)a+1;

also
1 v
,el'—‘ p;z 2a 92'— w < 1‘_“1 )
L (e TP (quyan
also
2
E 0, 0,)= il W b. w.

§ 3. Beweis des Satzes 2.

Wir beweisen den Satz 2 in drei Schritten: erstens fiir
% =0, 2= 2, = co; zweitens fiir 2=u, =, < oo; drittens fiir
2y = < oo.

Es wire zweifellos moglich, alle diese drei Fille auch aunf
einmal zu beweisen; man miilite aber die Normierungen komplizierter
gestalten, wodurch die Ubersichtlichkeit wesentlich leiden wiirde,
Auflerdem ist der erste Fall ganz leicht und der zweite Fall, der
auch nicht sehr kompliziert ist, li6t den Grundgedanken des
(schwierigsten) dritten Falles in vereinfachter Form deutlich hervor-
treten. Wir beweisen nun erstens den

Satz 2a: Es sei 2=a,=o0. Dann gibt es ein eigentliches
Zahlenpaar 0,, 0, mit

E6)=ow, E@)=u, E(, 6)=2.
Beweis: Wir stellen 6, und 6, in der Form regelm#Biger
Kettenbriiche dar:

6, —

Ly —
bl +—b—2—+ cl+62 4+ =

27%
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die N#herungszihler und N#berungsnenner von 6, sollen pa, ¢, die-
jenigen von 6, sollen r,, s, heifien. Die ganzen positiven Zahlen
bn, ¢, wollen wir folgendermafien wihlen: wir wéhlen eine Folge
ganzer, positiver Zahlen

(3) ny <y <y <y <y <y <

wobei #, >2 und fiir «, << auch n, > —2 sein soll. Dann
setzen wir alle b,, ¢, gleich 1, auler den b, 1, Cmy+1 (K, 1=1,2,.. ),
die wir folgendermafien wihlen:

4) b1 = gk,
- . -—9
(B) Cmpyr =157, WeIN oty =005 Cmyy1 = i ] wenn' 2, < oo.
Dazu sei noch
(6) Smye > Qs Gy > Sk

(das 148t sich offenbar erreichen, wenn wir n,, m, n,, . . . sukzessive
so wihlen, daB die Folge (3) hinreichend ,diinn® ist).
Nach (2), (4), (5) ist dann offenbar
E0)=00, E(hy)=2,.
Gesetzt nun, es gibe drei ganze Zahlen p, p’, ¢ (9> 0), so daB

, ) .
7 A
@ Yog T 3¢

Nach 4(§ 1) wire dann notwendig

S
I E e

g=b Iny, == C Smy, p=bp‘nk’ plzcrm,
(k, 1, b, ¢ ganz und positiv). Wegen (2), (7) wire algo

1 1 1 1

4 = q 9 4 = 9 .
3bnk+l QMk 5q 3 cmA-I-l S:nl 392 ’
2 2 2
alSO b’nk—*-l an g 92 2 smlq cml+l Sml Z 92 g 9’2'1‘ ;

wegen (5) wire dann (man beachte m, > 2, —2 fiiy % < o)
Gt TR =y, s TP = s

das ist aber unmoglich; denn filr I=% ist nach (6)
Sy == Sy > k= g t?

(man beachte 7, > 2) und fiir / <% ist analog

2 2 2my my 42
Qoo = Gy > Sy =Sy -
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Also ist E(9,, 0,)=2, also (nach Satz 1) E(5,, 9,)=2.

Endlich ist 0,, 0, ein eigentliches Zahlenpaar. Denn sonst miilite
eine Relation 0, ¢, 4 0, ¢, + £, =0 gelten, wo ¢,, ¢, ,f, ganz sind, t, +0,
t, 30 (denn 0, 6, sind irrational). Dann wire also fiir jedes
ganze k>0

b 4 e TP b
: lo qny, 2

bo Qny, + by P, t ( Py, 0 )
— 1]y

also nach (4), (2)

9 . t2 Pnk 1 9 + tO an + tlpnk |t1 |
! ty Gy g:’;"'g | 2 Qny | t, | q:f’,jﬂ ’

woraus E (9, 6,) = folgen wiirde; damit ist Satz 2a bewiesen.

Zu den beiden folgenden Fillen eine kleine Vorbemerkung:
wenn 0,, 6, ein uneigentliches Zahlenpaar ist, so ist E(9,, 0,) =2.
Denn in diesem Fall gilt eine Beziehung ¢, 0, 4+ ¢,0, +{, =0 mit
ganzen f,, t,, f,, wo t; + #3>0; ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit sei f, 3 0. Dann gibt es eine Folge von Paaren ganzer
Zahlen p,., g, (n=1, 2, 3,..., g.— ), so dab

| n 1
b= <
qn Gn
also (wie am Schlub des Beweises des Satzes 2 a)
ts Pn 1 Yo Qn+1t, Pn |t |
— s — 0, 4+ 24 << —.
Vg | thgn |~ |hlga’

daraus folgt aber E(9,, 0;,) =2.
Um also den Satz 2 vollstindig zu beweisen, haben wir noch
die beiden folgenden Sitze zu beweisen:

Satz 2b. Es sei 2<a, < », @, =2; dann gibt es zwei Zahlen
0, 0,, so daf
3 29

E@)=2,, E@)=2, E(,, 62)§Max(?,m).

Satz 2¢. Es sei 2<ay=o; < o; dann gibt es 2wei Zahlen
b,, 0, so dafs

E®)=a, E()=12, EO,, 62)_5__Max(

3 2n)

2, +1/°
Durch diese beiden Siitze (und durch den bereits bewiesenen

Satz 2a) wird der Satz 2 bewiesen sein; denn aus Satz 1 folgt dann
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rs, b0 (3. 22)

und aus der eben gemachten Vorbemerkung folgt noch, daf

die im Satz 26 und 2c auftretenden Zahlenpaare eigentlich sind
2 a, )

(denn Py <2).

Beweis des Satzes 2b. Es sei eine Zahl «, gegeben,
2=, < w,

~ Wir setzen noch

— 3 24 )
.a“MaX(Q Ty 41
und bemerken, daf
3—24=3—2. i———0 20—t <9 2% (1—}——-1——):0
% % +1 %y
ist; daher sind die Reihen
oo 2(3 20)t e 2( —'“—_ t
1= log2(2Y) ’;=; log? (J')
konvergent; wir wihlen eine ganze Zahl T so, daf
. o 9(B—2o0)t 1 oo 2<2—-u—-—
8) T=2, 2T@—>9 975 2 a%2 e 1
( ) t= Tlog (21) +2%-6 t=T 100’2 (2‘) 2

Diese Zahl T wollen wir im ganzen Beweis des Satzes 2b

festhalten. Wir wiihlen nun eine Zahl 6,, welche folgende Eigen-
schaften hat:

1. 6, 146t die Approximation =% zu;
2. fiir jedes Paar ganzer Zahlen p, ¢ mit ¢ > 0 gilt

1
6 g™

>

5, — L

(das geht nach B, § 1). Auch diese Zahl 6, wollen wir bis zum
Ende des Beweises festhalten (offenbar ist E(6,) =«,).

Wir fithren folgende Bezeichnung ein: es sei ¢ eine ganze Zahl,
t=1T. Unter einer ,ausgezeichneten Zahl #ter Stufe® verstehen wir
jede ganze Zahl ¢, welche folgende Eigenschaften hat:

1. =g <2ttty

2. es gibt eine ganze Zahl p,, so daB
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P 1Y)
" g ¢
Die Anzahl aller ausgezeichneten Zahlen #ter Stufe heille N (t).
Mit dem Namen ,Intervall i-ter Stufe“ wollen wir nun jedes
offene Intervall

Po

<

O

g g¢*log*q’ g = g°logig

bezeichnen, wo ¢ eine ausgezeichnete Zahl ¢-ter Stufe und p eine
ganze Zahl ist, fiir welche 0 =p=g¢ gilt. Die Anzahl M(¢) aller
Intervalle ¢-ter Stufe geniigt offenbar der Ungleichung

MEH=N(). 2+,

die Léngensumme S(f) aller Intervalle ¢-ter Stufe geniigt also der
Ungleichung

) SO=N@) .24 . ——2

2te Jog2 (2 °
Und ich behaupte: wenn wir die Ungleichung

(10) S S () < —

t="T
beweisen, so wird damit der Satz 25 bewiesen sein. Setzen wir also
fiir einen Augenblick voraus, daf (10) gilt. Wir wahlen noch eine
ganze Zahl @ >3, so daf
2 n+1 2 1

an ,.EQ n? 'log2n<_2—'

Es sei M die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufen
t=T; N sei die Vereinigungsmenge aller Intervalle

m 1 m 1

A(m, n)=(7 " mtlogn’ m ' n?log? n)’
wo m, n alle Paare ganzer Zahlen mit n = @, 0 = m = » durchliuft.

Es gibt dann mindestens eine Zahl 0,, fiir welche 0 =<6, =1
gilt und die weder in MM noch in N enthalten ist (denn sonst miiBten
die Intervalle aller Stufen ¢= 7T zusammen mit den Intervallen
A (m, n) das ganze abgeschlossene Intervall {0, 1) tiberdecken, nach
dem Borelschen Uberdeckungssatz wiirden also auch endlich viele

1 2
f) Es ist—q—> ey wegen ge—12>2T(a—1)>2; also ist dieses p, durch ¢

eindeutig bestimmt.
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von diesen Intervallen das Intervall (0, 1) iberdecken; das geht
aber nicht, da ihre Lingensumme nach (10), (11) kleiner als 1 ist).
Diese Zahl §, leistet aber das Gewiinschte; denn fiir alle ganzen
Zahlen m, n mit n= @ ist (da 0, auBerhalb N liegt)

m 1
—_—— =
g n | = n2log?n’

also E(0,) =<2, also E(8;,)=2. Zweitens kann fiir keine ganze
P, Py ¢ mit =27 gelten

4

o Pl 1 _ri_ 1 .
ogl Tetlegrg’ | g | T gtlogtg’

denn nach der ersten Ungleichung wiire ¢ eine ausgezeichnete Zahl
irgendeiner Stufe ¢, also wire das Intervall

T .

g g*log*q’ ¢ = ¢*log*g
ein Intervall ¢-ter Stufe®), in welchem nach der zweiten Ungleichung
0, enthalten wire — Widerspruch, da 0, nicht in I enthalten ist.
Also ist notwendig E(0;, 6,) =<=«, w. z. b. w.

Es bleibt uns also nur iibrig, die Ungleichung (10) zu beweisen.
Zu diesem Zweck nehmen wir ein festes ganzes ¢ = 7' und wir werden
N (t) nach oben abschitzen.

Zu jeder ausgezeichneter Zahl ¢-ter Stufe ¢ gibt es genau eine

ganze Zahl p, so daB |0, — P —g};; also gibt es genau ein Paar
von ganzen Zahlen v, w, so daf %=%, (v, w)=1, w>0; dann ist
auch
v 1 1
w < 2t ‘ 91“_“7 < E{§'{2‘iﬁ

Umgekehrt, zu jedem Paar v, w von ganzen Zahlen mit

(v, w)=1, w>0, w < 2t+1,

9t+1
hichstens > ausgezeichnete Zahlen ¢ #-ter Stufe zugeordnet

< ‘2‘17« werden auf diese Art

v
6, —
w

9t 9t41
(denn es soll g=aw sein, a ganz, E§a< ” )

Wir bezeichnen nun, fiir jedes ganze w=¢, mit N(¢, ») die
Anzahl derjenigen Paare ganzer Zahlen v, w, fiir welche gilt

%) Denn aus der zweiten Ungleichung wiirde folgen 0<p'<gq.
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1
9tal

v

12) (o w)=1, 2=w<2, ]e,—; <

dann ist also

2b+1
u=t

Wir behaupten nun: wird die ganze Zahl %, durch
o 1
gu=2'a 6 u . Quett
definiert, so ist N (¢, u)=0 fiir » < u,.
Denn aus (12) folgt

L
6 w™

<

2ta
a 1

(nach der Wahl von 9,); also w > o' 6 @, also u= u,. Bei festem
ganzem  haben je zwei verschiedene Punkte —5—, fir welche (12)
gilt, voneinander einen Abstand, der grofer als 2—2®+D jst7). Im

Intervall (61— 1 h, +

Sra ) konnen also hochstens

2!42
2.2-te Quute 4 |
solche Punkte liegen. Wir haben also N (¢, u)=0 fiir u < u,,
N uy=23.20vtep 1 fir y,=u=t.
Daraus folgt
NE= I (2t+2u—te 4 1)2H1—u

Up=Sust

=96, 20— 4 9290~

1 a
<25, 20— 4 93 G, 2'(1" u:);
nach (9) ist also

i so=o £ 20700 g5, 6m T "
rlo 0"(2‘) =7 log? (2) ;
damit ist aber (10) wegen (8) bewiesen.
") Hier und oft im Folgenden benutzen wir die triviale Ungleichung: far
ganze r, 8, ', 8' (8 >0, ' >0) gilt stets entweder

s |=
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Bemerkung. (Zum Verstindnis dieser Abhandlung ist die Lek-
tiire dieser Bemerkung nicht notwendig.) Wir wollen noch zusehen,
wodurch der Erfolg unseres Beweises ermoglicht war. Wir haben
gezeigt, daB die Lingensumme aller Intervalle aller Stufen =T
kleiner als % ist. Statt —;— konnten wir freilich iiberhaupt jede posi-
tive Zahl ¢ setzen, nur miiften wir die Zahl 7T eventuell entsprechend
vergrofern. Also hat die Menge M. derjenigen Zahlen, die in un-
endlichvielen Intervallen irgendwelcher Stufen enthalten sind, das
Lebesguesche MaB gleich Null. Wir haben gezeigt, daff jede Zahl
6, mit 0 =0,=1, die in keinem Intervall keiner Stufe =T liegt,
die Ungleichung
(13) B, 0)=Maa( 2, 25)

= 27 o +1

erfiillt. Ebenso Lkonnte man beweisen, daB jede Zahl 6, mit
0=6,=1, die nicht in M. liegt, die Ungleichung (13) erfiillt.
Nun sei P, die Menge derjenigen Zahlen 6, mit 0=0,=1,
fir welche E (0,)=x, ist. Bekanntlich ist das Lebesguesche MaB
von B,, gleich Eins oder gleich Null, je nachdem x,==2 oder «, >2
ist®). Da M., das Mal Null, 8, das MaB Eins hat, so gibt es sicher
eine Zahl 0,, die zwar in PB,, nicht aber in IN. liegt; und fiir
diese Zahl gilt dann (13) und E(9,)=2. Das war im wesentlichen
der Gedankengang unseres Beweises ?); man sieht, daB er fiir «, > 2
vollig versagt, da dann das Maf von P, gleich Null ist. Trotzdem
wird uns der Grundgedanke des vorigen Beweises (d. h. die Betrach-
tung der Intervalle #ter Stufe) auch bei dem Satz 2¢ zum Ziel
fithren; es sind freilich noch mehrere akzessorische Betrachtungen
votwendig, die den Beweis wesentlich komplizieren.

Beweis des Satzes 2¢. Es seien zwei Zahlen «,, o, gegeben,
2 <L 2, =<x, < co; wir setzen noch

3 24 )

27 oy +1

und sollen die Existenz zweier Zahlen 0,, 0, beweisen, fiir welche
E(el)=71a E(92)=12, E(elv 62)"_‘1

oc———Max(

ist.

8) Dies ist sehr leicht durch die Betrachtung der Intervalle A4(m, n) zu
beweisen.

%) Freilich mit einigen formalen Abénderungen; z. B. statt der Lebesgue-
schen MaBtheorie haben wir den Borelschen Uberdeckungssatz benutzt.



Zur Theorie der diophantischen Approximatioren 415

Wir, fithren. folgende Bezeichnung fiir drei Sorten von offenen
Intervallen ein: wenn p, ¢ ganz, ¢ >0, so sei

1 P 1
J =(£+ , _+_)-
(», 9 ;T gt
_(p_ 1 p_ 1 )
K(p, 9 (g 5 g T agn)

I p
L =(£,_ E+H)
(», 9 AT

(man beachte die Unsymmetrie von J (p, q)). Wir bemerken zuniichst:
wenn ein Intervall (e, b) vorliegt und wenn es bekannt ist, daf
(a, b)=J(p, q) fiir irgendwelche p, g, so sind dadurch p, ¢ bereits
eindeutig bestimmt; denn es ist

P _1
?~=-—a-—(b—a)7 g=2(—a))” a.

Also sind die Intervalle J(p, q) den Zahlenpaaren p, g (p,q
ganz, ¢ > 0) umkehrbar eindeutig zugeordnet. Dieselbe Bemerkung
gilt auch fiir die K(p, ¢) und L (p, 9).

Wenn der Durchschnitt zweier Mengen M,, M, nicht leer ist
(Bezeichnung M, M, +0), so will ich sagen, daB 3, und M, sich
schneiden oder auch daB M, die Menge M, schneidet oder auch daf
M, von M, geschnitten wird.

Wir wihlen nun eine Folge von wachsenden positiven Zahlen

(14) 7 <2<z< ... (2. ganz, 2, > 3),
so daB
(15) €8 2ty < 2608

ist. Wir wollen noch die Zahl 2; ,hinreichend groB“ wihlen; wie
diese Wahl zu treffen ist, werden wir aber erst spiter feststellen.
Die Zahlen ¢, bis ¢;, sollen positive Zahlen bedeuten, die nur von
,, %y abhingen.

Wenn eine Folge (14) mit der Eigenschaft (15) vorliegt, so
definieren wir ,Intervalle n-ter Ordnung® fir n=1,2,3,...
folgendermafien:

1. Als ,Intervalle erster Ordnung“ bezeichnen wir genau alle
Intervalle J(p, 9), wo ¢ Primzahl, p ganz, 0 <p <gq, 2 <qg<22.

2. Es seien die Intervalle n-ter Ordnung fiir ein bestimmtes
ganzes n =1 bereits definiert. Dann bezeichnen wir als ,Intervalle
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(m+ 1)-ter Ordnung“ genau alle diejenigen Intervalle J(p, ¢), die
folgenden Bedingungen geniigen:

a) J(p, q) ist samt seinen Endpunkten in einem Intervall n-
ter Ordnung enthalten.

b) p ganz, q Primzahl, 2,4, < ¢ <22ny,.
¢) J(p, q). K(r, s)=0 fiir alle ganzen Zahlen r, s mit

2 =5 < Zpt1.

Fiir 2, > ¢, gilt offenbar folgendes: jedes Intervall J (p, q) jeder
Ordnung 7 =1 ist samt seinen Endpunkten im offenen Intervall
(0, 1) enthalten und es ist auch 0 <p < ¢ (also (p, g9)=1); je zwei
Intervalle derselben Ordnung, die nicht identisch sind, haben einen
leeren Durchschnitt; von nun an sei stets 2, > ¢;.

Es sei D,, die Anzahl der Intervalle »-ter Ordnung; wenn J(p, )
ein Intervall n-ter Ordnung ist, so sei D,41(p, ¢) die Anzahl der-
jenigen Intervalle (% + 1)-ter Ordnung, die samt ihren Endpunkten
in J(p, g) enthalten sind. Zur Abschitzung von D,, Dnt:(p, q) be-
nutzen wir die Tatsache, daB =(x) (=Anzahl der Primzahlen von
1 bis x) die Beziehung

lim = () g.vlog z_4
erfiillt10). T

Nach dieser Beziehung ist
1
2 logz,

(16) D, >

2}
log 2,
jedem ¢ hat man ¢g—1 > 2, —1 Moglichkeiten fiir p).

Wir nehmen nun ein Intervall J(p, q) n-ter Ordnung und
wollen D, (p, q) abschiitzen. Alle Intervalle J (k, ) (k ganz, ! Prim-
zahl) mit 2,4, <?<22.4,, die samt ihren Endpunkten in J(p, 9)
liegen, wollen wir ,vorldufige Intervalle® nennen. Ihre Anzahl ist
fir 2, > ¢; grober als

fir 2, >¢, (denn fiir ¢ hat man fast

Moglichkeiten und bei

19) Auch die elementar beweisbaren Abschitzungen
0< lim inf =& 182 iy gup @ 1082
F=o0 z Tz=o0 x

(vgl. z. B. Landau, Vorlesungen tber Zahlentheorie, I. Band, Satz 112) wiirden
geniigen, mit kleinen Anderungen der spiter auftretenden Konstanten.
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‘L Snt1 2nt1 —1
2 logz,._H -\ z;’."’ ?

also grofier als
2
(17) Cg "—‘E—zji}‘-—’—.
Zn log 2n g

Lift man noch von den vorldufigen Intervallen diejenigen weg,
die von irgendeinem K (r,s) mit 2, =s <2.41 gesehnitten werden,
so bleiben von den vorldufigen Intervallen genau die in J(p, ) ent-
haltenen Intervalle (n + 1)-ter Ordnung iibrig. Wenn nun irgendein
K(rys) mit 2,=s < 2,4, irgendein vorldufiges .J(k, /) schneiden

soll, so muf % + %, —Z— + % sein, wenn 2, > cg11). Weiter soll

sein K(r,s)J(k, 1) 0, also umsomehr K(r,s)J(p, q)+ 0, also
einerseits

1 k r 1 1 ¢
<< - 7
ls:‘ l s <2s“=+ 1% < 8%
andererseits
1 P 1 ¢
1 —_— = - =
{8) sq‘—‘q i<28"'+9“*<q“"
also
___1
(19) 2w <s<coza s

alles fiir 2, > ¢4 (man beachte s < 2,41 <!, ¢ <22, <25, I < 22n4y,
g>z,; von nun an sei stets 2, > ¢, 2 > ¢, 2, > ).
Aus (18) folgt noch

(20) <A

S 2n

Wir wollen nun alle Paare r, s (r, s ganz, s>0) mit (19),
(20) betrachten und untersuchen, wieviele vorldufige Intervalle von
der Vereinigungsmenge B aller zugehorigen Intervalle K (r, s) ge-
schnitten werden. Wenn dabei fiir mehrere Paare », s; 4/, s; ", 8”5 ...

(s<s <s" < ...) die Gleichungen —:—=—,=—,,= ... gelten, so
diirfen und wollen wir bei dieser Untersuchung K (+', s'), K (", s”), . ..

1) Denn fir 2, >e¢; ist 0<<k<1, also (k, I)=1, andererseits aber
s<lznt1 <1, also T:—* ch Andererseits ist auch 0 <p<g, also (p, ¢9)==1; aus

%=% witrde also folgen: s>g¢, K(r, s)<= K(p, ¢), also
K(r,8)J (k, ) = K(p, q) J (0, =0.
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weglassen und nur K(r, s) beibehalten (denn K(r, s)=> K(r', )=
a2K(@",s")> ...).
Nach dieser Verabredung ist also fiir je zwei verschiedene

4

r o, r o .
betrachtete Paare r, s; #/, s’ auch —;—:{: ' Wir wihlen nun eine

ganze Zahl g, so dafl

1
(21) 20+ > g2, 29 < ey 20ty

und wir wollen die Anzahl derjenigen Zahlen abschitzen, die sich

. r .
in der Form - schreiben lassen, wo

Cg

r ganz, s gams, P=s<I2H, lg*‘ﬂ< >
n

Diese Anzahl ist offenbar kleiner als

2_:?_ 22@+1 4 1
Zn

(denn je zwei solche Punkte -;; haben untereinander einen Abstand,

der groBer als 226+ ist). Jedes K(r, s), welches zu einem solchen
Paar r, s gehort, kann hochstens

€11 2nta 2749 + 1

vorldufige Intervalle schneiden, wenn 2, > ¢;, (denn der Abstand je
zweier vorliufiger Intervalle ist dann grofer als c,;2,11); um also
fir 2, >¢;3 (von nun an sei stets 2, > ¢,,) die Gesamtanzahl der
von P geschnittenen vorldufigen Intervalle nach oben abzuschitzen,
geniigt es (wegen (19)), den Ausdruck

9
(‘_fs_ 92g41) 4. 1) (cu Ay 2t 4 1)
2n

iiber alle ganzen'g mit (21) zu summieren; das ergibt hichstens

2 P

also hochstens

o - 3
(22) C15 Znt1 P

ag
2n

fir 2, > ¢;; (man beachte 2,4, >z, > 8, log2z,,, <log 2+ log3z,
(nach (1B)), a, > 2).

2
2 ) ( ) | Pna
1 2— ap—1 2 — —1 1
C1e n41 25‘ ag) (g )+ 2ni12m ag(ay + ntl + IOg Znt1
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Nach (17) ist aber die Anzahl aller vorldufigen Intervalle
groBer als

2
Znt1
(17) I L "3
2’ 10g 2n 1

aus (17) und (22) folgt aber: fiir 2, > c5 ist
2
n
(23) Drga (P, ) > 1o g (n = 1),

20t 10g 2011
also insbesondere

(24) Dnyr(p, 9) > 0.
Es sei von nun an stets 2, > c¢;5. Aus (16), (23) folgt noch

(21 .25 .. 2)2
(21.25... 2n—1)™ log 2, log 2, ... log 2,

(mn=1).

1 .
(25) D> 9 C19 !

Fiir 2, > ¢,y ist noch
(26) 2. (28 mmyu—1 L elog? ent1 (n=1).

Wir konnen und wollen also die Folge (14) so wihlen, daB
(15), (23), (24), (25), (26) stets%) gelten, dab alle Intervalle n-ter
Ordnung J (p, ¢) samt ihren Endpunkten und samt des zugehorigen

Punktes % in (0,1) liegen und dab je zwei verschiedene Intervalle

derselben Ordnung fremd sind (fiir alle »=1). Wir wihlen so die
Folge (14) und halten sie bis zum Ende des Beweises fest.

Es sei V, die Vereinigungsmenge aller Intervalle »-ter Ordnung,
V. die abgeschlossene Hiille von V,. Es sei

NR=TV,V, Vy ...
wegen Vi =V, ist auch
NR=V,V,V;.
N ist also eine abgeschlossene, in (0, 1) enthaltene Menge, die

wegen (25) nicht leer ist. Wegen (24) liegt sogar in jedem Intervall
n-ter Ordnung mindestens ein Punkt von .

Ich behaupte: wenn ein Punkt 6 in 9 liegt, so ist £ (0)==ux,.
Denn es seien erstens », s zwei ganze Zahlen, s =2,; wir wihlen »
80, daB 2, = < 2u41. Der Punkt 0 liegt in einem Intervall (n+ 1)-ter

%) D. h. (15), (25), (26) sollen fiir alle ganzen n>1 gelten; (23), (24)
fiir alle ganzen #>1 und fiir alle p, ¢, fir welche J(p,g) ein Intervall n-ter
Ordnung ist.
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r

| =1

= 2’
also K (0) <«,. Zweitens: Fiir jedes » =1 liegt 6 in einem
Intervall n-ter Ordnung J(p,q) (wo also ¢>2,) und dann ist
b
q
Wir wollen noch cine Zahl 6, einfiihren, und zwar auf fol-
gende Weise: Wir setzen

1

1
by + . + i (b, ganz, b, > 0);
s + - -

Ordnung J (%, 7), also ist J (k1) K (r, ‘s)=0, also

[V

<g_t;’ also E (0) = «,.

0, =

die Niherungszihler von 6, mogen mit p,, die Ndherungsnenner mit ¢,
bezeichnet werden. Wegen ¢, =1, ¢; =0, gnt1=0nt1 gn+ a1 (n=1)
ist qnt1=2¢n, wenn b,,;=1. Wir wihlen nun die Zahlen b, suk-
zessive folgendermafen (man beachte, daB ¢, nur von b, by, ..., bn
abhingt):

by=by=...=b, =1, bis zuerst g,, > e (a, >1);

dann setzen Wwir b, i1=[g3"%]; es ist also g, =!8’ %, also
Qa, S 9 glog? :,’ also Jort1 = << qu,——l + Gap—1 = < 2 (2 elog? z,)al—-l < elog?sy
(nach (26)). Dann setzen wir wieder bojro="bot3=...=bg, =1,
bis zuerst g,,> €8’ (also @,—1 = €8 %, ¢,,=2e'¢*4); dann
setzen wir by, =| :;-2_] (als0 g, 1 = 2901 2(2 €108 )t el %)
dann sei wieder b,,49=bg4s="...=bs,=1, bis zuerst g, > ¢€'&"%
(also ¢u,= 28" %); dann setzen wir ba,+1=[qg;‘2] usw.

Dadurch ist 0, definiert. c;; bis cz; sollen nun positive Zahlen
bezeichnen, die nur von o, «, und von der Folge (14) abhingen
(sie diirfen auch von 6, abhingen, da 6, durch «, und (14) be-
stimmt ist). Nach (2) und 4 (§ 1) gilt: Fiir alle Paare ganzer
Zahlen p, g (9 > 0) ist

1
'.5?2’
auller wenn
P=%Pa,, §=2q,, (@>0 ganz, n=1,2,...);
dann ist .

1

p“n
@7 3

2
[q -] g"‘n = o’

an

17

also
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2 ™

| <2

™
3q™

<

(28)

daraus folgt insbesondere E (0,)=2,.
Wir setzen nun, fiir jedes reelle 2 > e

log 2
?(2’)=el°g log 2 ;

fiir 2> ¢,, ist ¢ (¢) wachsend und erfiillt die Ungleichung

2
29 (2)"
Es sei ¢ ganz, {=2. Unter einer ,ausgezeichneten Zahl ¢-ter
Stufe“ verstehen wir jede ganze Zahl ¢, die folgende Eigenschaften hat:
1. 2t=gq < 2t+1;
2. es gibt ein1%) ganzes p, so dab
1
T <Few
Die Anzahl aller ausgezeichneten Zahlen ¢-ter Stufe sei N (¢);
wir wollen N (¢) nach oben abschitzen.

(29) - >

(30) P«

Zu jeder ausgezeichneten Zahl ¢ ¢-ter Stufe gibt es genau ein
ganzes p mit (30)1¢), also auch genau ein Paar von ganzen Zahlen
. v
v, w mit ﬂz;,
1
2%9(29
Umgekehrt, jedem Paar », w mit (31) werden auf diese Art
41
hochstens 2—1;— ausgezeichnete Zahlen ¢ ¢-ter Stufe zugeordnet (es

ot ot+1
mub némlich g=—aw sein, a ganz, —u7<a< 7)

v

<

(81) v ganz, w ganz, (v, w)=1,0< w2+ | 6, —

Wenn fiir ein Paar v, w die Beziehungen (31) gelten sollen,
so mub sein [nach (28)]

1 1
S < g ()]

also

13) Also wegen (29) genau ein (wenn > c,,).
) Bis zur Formel (39) wird ¢>¢,, vorausgesetzt.
Monatsh, fiir Mathematik und Physik. XXXIX. Band. 28
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o

1
(32) w> ey 20 go (21)
Wenn aber mit einem ganzen n >0

2n < 2t < elo8s,
gilt, so muf sogar

1 2 1
33 w>——2" g3 (2
(33) T (29
sein. Denn, wire (33) nicht erfiillt, so wire nach (31)
1 .
w 3w?’

nach (27) wire dann [man beachte (v, w)=1] wit irgend einem %
V=Pa);y, W=Ga,,

1 1
3qn S g @)

G > 2'ex > 200 > 6 F > 3 08 et S g,
also k>n—1, k=n; also
Gaj, = Qa, > €187 n > 241
was unmoglich ist, da w=gq,, < 2'7'.

Es sei nun « eine ganze Zahl, u = t; N (¢, «) sei die Anzahl
derjenigen Zahlenpaare v, w, fiir welche (31) und

’ Qu § w < 2u+1
gilt; offenbar ist

(34) N(t) =L N (¢ u) 201,
u=t
Nach (32), (33) ist

a 1
(35) N(t,u)=0 fiir 2v= 52?- % pa (20
und fiir
2 < 20 < elo8 Mo
ist.sogar
rx 1

Endlich ist oﬁenbar [siche (31)] stets

22(u+1)
) I
37) NbWS2 g +1



Zur Theorie der diophantischen Approximationen. 423
Aus (34), (3D), (36), (37) folgt aber sofort:

1 1

(38)  N(t) < ey (2<2~a>t : +20-a) . ;
25 \ 1 l_
- (29 g (29)
ur
2, <20 61033/2”71,
ist sogar

NO<anpemor . Lt
? 73 (2)

also (man beachte 2—a > 1——%, o(x)=0 () fiir jedes ¢>0)

1
Te(29)

Die Formeln (38), (39) wurden zwar nur fiir £ > ¢,y abgeleitet,
sie gelten aber offenbar fiir alle ganzen {=2 (man braucht nur
Co5, Coy geeignet zu vergrobern).

Wenn nun ¢ ganz, ¢£=2 ist, so wollen wir als ,Intervalle
t-ter Stufe“ genaun alle diejenigen Intervalle L(p,q) bezeichnen, wo ¢
eine ausgezeichnete Zahl ¢-ter Stufe und p eine ganz beliebige ganze
Zahl ist. Alle Intervalle aller Stufen =2 wollen wir ,verbotene
Intervalle“ nennen. Und wir behaupten: wenn eine Zahl 0, erstens
in N liegt und zweitens nicht in unendlichvielen verbotenen Inter-
vallen liegt, so ist E(0,))=0,, E(0,)=2a,, E(0,,0,) =« Denn
wir wissen schon, daB E(0,)=o,. Weil 0, in RN liegt, so ist
E (,)=ua,. Endlich gibt es nach Voraussetzung eine ganze Zahl
t,=2 so, dab 0, in keinem Intervall Z-ter Stufe mit ¢=¢, liegt.
Wenn dann ¢ ganz, ¢ =2% ist, so definieren wir die ganze Zahl ¢
durch 2!=¢ <241 Dann ist entweder '

(39) N () <eyy 2071

q 9°¢(9)
fiir alle ganzen p; oder es ist
1
0 _Pr < —
b "9 (9)

fiir ein ganzes p; dann ist ¢ eine ausgezeichnete Zahl ¢-ter Stufe
(t=1t,); also kann fiir kein ganzes p’

ez—z—

1
<-—=
q
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sein; denn L (p’, q) ist ein Intervall ¢-ter Stufe, also liegt 6, (nach
der Voraussetzung) nicht in L (p/, ¢). Wegen ¢ (x)=0(x*) (fiir
jedes ¢ > 0) folgt daraus E (b;, 0,) = «.

Um den Satz 2¢ zu beweisen, geniigt es also zu zeigen: es
gibt eine Zahl 0,, die in 9, liegt, die aber nicht in unendlichvielen
verbotenen Intervallen liegt; oder auch:

Es gibt eine ganze Zahl t,—c,s, so daf} die Vereinigungsmenge
aller Intervalle aller Stufen t=1t, nicht die Menge N idiberdeckt.

Zu diesem Zweck nehmen wir eine ganze Zahl £, welche die

Ungleichung 2‘3215 erfiillt (wegen 2, >3 ist dann von selbst
t=2), bestimmen die ganze Zahl »=2 durch die Ungleichungen

%2 il
2 =20 2
n—1 " n

und bezeichnen mit 4(f) die Anzahl derjenigen Intervalle n-ter
Ordnung, die von mindestens einem Intervall i-ter Stufe geschnitten
werden. Und wir beweisen zunichst folgende drei Behauptungen.

Behauptung 1. Fiir 2 ‘i = 2t < elos’renq st

2—og

2 1
A()=cyy N(8)22 (2(1—a)¢ Tl L 9—at 5 log? z"_l).
log 2n—1
Beweis 15). Jedes Intervall ¢-ter Stufe schneidet offenbar
hochstens
31 2. 270 4 1 L gy 2 20

Intervalle n-ter Ordnung (man beachte
22> e2log 1 > eolog”rz, 1~ 2at),

Jedes Intervall n-ter Ordnung ist Teilmenge eines Intervalls
(n-1)-ter Ordnung; jedes Intervall ¢-ter Stufe, welches mindestens
ein Intervall n-ter Ordnung schneiden soll, muf also auch mindestens
ein Intervall (n-1)-ter Ordnung schneiden. Wenn also R die Anzahl
derjenigen Intervalle ¢-ter Stufe bedeutet, die mindestens ein Inter-
vall (n-1)-ter Ordnung schneiden, so ist

(40) A(H) =Ry, 23 2.

Wir nehmen, - um R abzuschitzen, eine feste ausgezeichnete
Zahl t-ter Stufe ¢ (also 2!=¢ < 2!+') und eine feste Primzahl w

%) Im Beweise wird ¢>c,, vorausgesetzt, das Resultat gilt aber offenbar
stets (bei geeigneter VergroSerung von c,).
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mit 2,1 <w<22,_, und wir fragen, wie viele ganze Zahlen p
es gibt, fiir welche die Beziehung

41) L(p,q)J (v,0) F0

fir mindestens ein ganzes v mit 0 <v <<w gilt'®). Soll nun (41)
gelten, so mufl notwendig

lp v

l[g w

R

wo W

<ls
9

sein (man beachte ¢ =2¢t=z% > (%}—) ,)’ also

(42) | pw—qv | < g3 qu'™.

Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1. (w,q)=1. (Das gibt also N (¢) Moglichkeiten fiir ¢ und bei
Sn—1 Mo oli . . ~

Tog 2y Méglichkeiten fiir w, da = () fog x)

In diesem Fall besagt also (42): es soll

jedem ¢ hochstens 2

(43) pw—qv=a
sein, wo

p ganz, 0 <v<w [also (v, w)=1], |a|<cs qu'—o.

Fir a=0 (modw) (also insbesondere fiir a=—0) hat (43)
iiberhaupt keine solche Lisung, fir a==0 (modw) genau eine
Losung (man bestimmt v aus —gv=a (modw) und dann bestimmt

man p aus (43)). Also hat (man beachte, daf a =0 wegfillt!) die
Ungleichung (42) hochstens

2 ¢y qul—c2

Losungen p,» mit verlangten Eigenschaften.
2. ¢ ist durch w teilbar, g=bw (b ganz, b>0). (Das gibt
also N () Moglichkeiten fir ¢ und bei jedem ¢ hichstens

lo 1
Toggzil < ¢y log's 2,y Moglichkeiten fiir w).
Dann besagt (42)
(44) | p—bv | <eggqu—esy

und fiir jedes v (fiir » haben wir w—1 < 2 2,_, Moglichkeiten) hat
(44) hochstens 2 ¢ gw—"+4 1 Losungen in p. Also ist

%) J (v, w) braucht darum noch kein Intervall (n-1)-ter Ordnung zu sein;
das wird uns aber nicht schaden, da wir nur eine obere Schranke fiir B suchen.
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n—1

R=cy N(t) (—~_10g e 2aTe Tt
(45) +1logt 2,y . 2ug 2 2% + log¥ 2,1 - Zn~1)
- . 2 1 )
=3¢ N(t) 2 l-(;g—g;: + 2.1 lOg2 Zn—1].

Aus (40), (45) folgt aber die Behauptung.
2
Behauptung 2. Fir elos™ o1 =<2t < 2% ist
A(H)= 5y N(t) 22 20—,

Beweis1?), Wenn ein Intervall #-ter Stufe L (p,9) ein Intervall
n-ter Ordnung schneiden soll, so mub — g < p < 2¢q sein; das gibt
also 3¢9—1<3.2t0 Miglichkeiten fiir p. Jedes Intervall i¢-ter
Stufe schneidet aber hichstens

€35 222710 - 1 < cgy 22 2710

Intervalle n-ter Ordnung (denn 22 > 2%). Daraus folgt aber die
Behauptung.

2 og
Behauptung 8. Fiir 22 < 2t <z* ist
22

A()=ce N (8) (mg“z 90— 4 2)

Beweis1’). Wir nehmen eine feste ausgezeichnete Zahl ¢-ter
Stufe ¢ [das gibt N(¢) Moglichkeiten fiir ¢), dann noch eine Prim-
zahl w mit 2, <<w <22, und untersuchen die Anzahl derjenigen
ganzen Zallen » mit 0 <v<w, zu welchen es mindestens ein
ganzes p gibt, so dal

(46) L(p, J(v,w) F 0.
Wenn (46) gelten soll, so muB

1 1 c
L _Clam+<

_4_1
i w q we g

scin (denn w® >z%>2%!> ¢ 2-%), also
€Y)) ] po—qv | <cywgre
Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Dieselbe Bemerkung wie in 1%),
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1. (¢, w)=1 (dies gibt, bei gegebenem ¢, hichstens 2 lo:lz,_,
Moglichkeiten fiir »); dann folgt aus (47) qv=a (modw), wo
|a| < ¢y wg—. Diese Kongruenz hat fiir a==0 (modw) gar keine,
fir a=|=0 (modw) genau eine Losung » mit 0 <v <w; also hat
(47) hochstens 2 ¢,; wq'—* Losungen in » mit 0 <v<w (man be-
achte, dal a—=0 wegfillt).

2. q ist durch w teilbar (dies gibt, bei gegebenem ¢, hichstens

log q ]Og 2 z“
log 2, Wzn
nur die triviale Tatsache, dal die Anzahl der » mit 0 <v <<w,
welche bei geeigneter Wahl von p die Ungleichung (47) erfiillen,
hochstens gleich w—1 < 2 2, ist.

Daraus folgt aber schon

< ¢;s Moglichkeiten fiir w). Dann benutzen wir

A(t) =, N(2) ( . Bp . 20O zn),

log 2.,
w.z. b.w.

Wir setzen nun
(48) B, =XA(@) (n=2,3,..)

%2 %
z:—l =2t 22
und werden folgendes beweisen:
Behauptung 4. B T
© aup ung 4. n < Cygg — < ?(Z"—‘l) 2” 1 100- fn—1.

Beweis?¢), Wir fiihren zunichst folgende Abkiirzungen fiir
Summen ein:

S - % % - 3 %3
:__l<"‘<e‘°8/“n 1 101033/“n—1§__2’<zf: i .zi:§2'<zEl

«

Nach der Behauptung 1 ist

z‘_“2
I AW <cy 2, logzn_ PSR Z N() 20—ot 4
+ ¢y Zi Zn—1 log% Zp1 ¥ N(t) 2___M;
I

18) Im Beweis wird n>¢,, vorausgesetzt; das Resultat gilt dann aber
offenbar fiir alle #=2 (man braucht nur ¢;; geeignet zu vergréBern).
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a
Da zn_1<z721.§2‘<e’°83/“n—1‘, so diirfen wir die Formel
n—
(39) benutzen und es ergibt sich

1
a—a)t E—20) ¢
‘?‘.N(t)2 <cg7§2 2@
1
Z N2+ <L Car X X 2e-2at, 2@

Nun ist 3—22=0; 9(2‘)2@(z%1)§@(z%1); die Anzahl

der ¢, iiber welche summiert wird, ist kleiner als c,5 log”:2,_;; end-
lich ist (wegen o, =12,)

o(22(01—1)>2°(21+ocl u—1

(m—1)=a,—1;

o = 20, "y, +1 2
daher ist
1
(S—Qu)t 3/, .
12 2 (2t) < 46 ? (zm—l) log zn—l,
1 2 31-a) 1 1—a
z 22(1—a)t < 1 2,
1 (2') < s ¢ (2n—1) Znt e (em) "L
also
(49) z A(t) < Cyg—— ! Z: zf._‘? lOg% n—1.
1 9 (2n-1)

Nach der Behauptung 2 ist weiter [fir N(f) benutzen wir
jetzt (38)]

I A(f) <cgenl (2@-2“)‘ +2 ( a—— :
bid e 2')
a1(21)
es ist aber
<
83—20=<0, 2_1(1+L)§2_£°‘;(1+_1_)=0
oy o, +1 oy

und die Anzahl der ¢, iiber welche summiert wird, ist kleiner als
i log 2,; also ist

1

2 A(t) < 5 2 log 2 —————
o (e o)

Nun ist aber fiir »— o
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€ log 32 2,1

Zp—y = 0(9 m) 0 ('P (608 "2 e 1))
log 2, = 0(log?zn—1) =0 <<Pe(elog ¥y zn_1)> :

9 (2n-1) — O (2at) = O (g (68 " 20)

fiir jedes ¢ > 0; daher ist
H S A(t) < g0 2n2ns 1o _;"z 1
(OO) ; 50 “n “n—1 g n—1 ?(Zn_1)
Endlich ist nach der Behauptung 3, wo N(f) nach (39) abge-
2
schitzt wird (man beachte > > 1)

2

1 1
Yoe—2myt,__— Cy12m 2(2 at. .
1002 o 9 (2 + 1 (29

Es ist 3—2«=0, die Anzahl der ¢, iiber welche summiert
wird, ist O (log 2a); also ist

LA <en
1T

1

lo 2 log 2
}:2(3—2a)t o n <C g n
111 P (2t) o ( z—~> o ©(2n)
%y 2— uﬁ—‘;-‘l %y
Weiter ist — (2 — )= —T‘— =—==1, also
x oy —lil . .l
—2@e-a 1 1
¥ 2@—a)t. <ec 22 — =gy B ———-
11 ¢ (2t) v P (53‘) ”  (2n)
Also ist

o 1
YAt e 2 e s
I ( ) < de ? (Zn)
Nun ist aber fiir #— o

elogd ey, 4
p1— o(em = 0 (g* (8" 1)) = 0 (9%(2n) )
¢ (z'n—-l) =0 (Zn-—l) =0 <VP8 (211))
fiir jedes ¢ > 0; also ist

1
—~ 1
YA <o logi, L.
(51) bl ( ) < Cry n—1 D * 2p—1 ? (zn_l)
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Aus (49), (50), (51) folgt aber die Behauptung 4.
Behauptung 5. Fiir n > cys > 1 ist

1 C’;Lg_l' (2125 . . . 2n)? 1
2" 2 (2125...2,—1)% logz logz, .. . logz,

B. <

(clg ist die Konstante aus (23), (25)).

Beweis: Nach der Behauptung 4 geniigt es, zu zeigen: fiir
jedes a >0 ist fir n— o0
1 l
o(zn_l)

Und das ist wahr; denn fiir jedes ¢ > O ist

1 )
(12 ...2,—9)"2logz logz, ...logz,

2'",_1 = 0 (

log 2, 4

log 2,1 =0 <eem> =0 (qaf(zn—O) ;

log 2, = 0 (log? 2n_1) = O (¢* (zn_1)> :
1\» 1 log 2y,
(_) — 8ﬂ log™~ = (O g log log znl 1 )— 0<(p Zn— ‘))

a

21 22 e Bn—s é (zn_2)'n—-2 R e(n——?) loge, o_—— 0(61032 z”_2)
= 0 (5™ =) = 0 (¢ (2n))
logz .logz,...logzn=10(2,2,...20—3.10g 2,1 .l0g 2,)
=0 ('f‘s (zn—l)) )

damit ist die Behauptung 5 bewiesen.

Wir wihlen nun n,=[c;;] + 1 (also %, ganz, n, > ¢;) und
behaupten :
Die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufen # mit

3

2t>2a

= "my—1
iiberdeckt nicht die Menge M. Damit wird Satz 2¢ bewiesen sein.

) Man beachte log zn > log® zn—1, also log za 2 (log )33, also
n==0 (log log zn).
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Zu diesem Zweck bezeichnen wir fiir jedes ganze n=%, mit
C» die Anzahl derjenigen Intervalle nter Ordnung, die von Kkeinem
Intervall #ter Stufe mit

Q2 ]
o < 9t a
z‘rn—l_"2 <zn

geschnitten werden. Und wir bchaupten zundchst: fiir jedes ganze
n=mn, ist

- 1 019 (212 ... 2n)" 1
79 :
(62 C > on 2® 2 (212...20-1)" log 2 logz, . . . log 2,

Beweis: Fiir n=mn, ist die Behauptung richtig, da nach (25)
und nach der Behauptung 5 [man vergleiche die Definition von
B, in (48)]

1 )c;'g (e 2. 2)? 1
2] 2 (24125...2n,—1)" logzl0g2,...108 2n,

Cno ;Dno_Bn0>(1_

Gesetzt nun, die Behauptung sei richtig fiir ein n =n,; dann
folgt sie fiir 2+ 1 so:

Es gibt C, Intervalle ntr Ordnung, die von der Vereinigungs-
menge aller Intervalle aller Stufen ¢ mit z“ 1<2‘<z“ nicht ge-
schnitten werden; diese Intervalle snter Ordnung enthalten aber nach

(23) mehr als

2
019 2n+1 Cn
22108 Zng1
Intervalle (n+ 1)tr Ordnung; von diesen Intervallen (74 1)** Qrdnung
werden aber hochstens B,y: Intervalle von den Intervallen ¢ter Stufe
Oy oy
mit 22 =2z geschnitten. Also ist nach (52) und nach der
Behauptung )
2
zn
Coy1> 1o T‘*:H—“ Cn— Bnys
2, 10g 2041
> ( 1 1 )cm(zl 2y .. Znp)? 1
on T 9t 9 (2, 2,...2,)% logz, logz, ... log 2uy,

Fiir jedes ganze ngno ist also C, > 0.

'W, 4, b.w.

Der Schlufl des Beweises ist jetzt in wenigen Zeiley fertig.
Gesetzt, die Vereinigungsmenge aller Intervalle aller Stufe, ¢ mit

Og

2‘_22}:_1 iiberdecke die Menge .
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Da 9 beschrinkt und abgeschlossen ist, konnte man nach
dem Borelschen Uberdeckungssatz eine ganze Zahl n, > n, wihlen,
so daB Dbereits die Vereinigungsmenge N aller Intervalle aller
Stufen ¢ mit

Ug

s <2t<za

_1—-

die Menge N iiberdecken wiirde. Da aber jedes Intervall n,*** Ordnung
mindestens einen Punkt von 0 enthiilt, so miilte die Menge R alle
Intervalle #;tr Ordnung schneiden, also miiBte

Cn, =0
sein, was nicht der Fall ist.

§ 4. Beweis des Satzes 3.

Wir filhren auch hier den Beweis in mehreren Schritten, und
zwar hier in zwei Schritten: erstens fiir 2 <2, <%, =00 (leicht),
zweitens fiir 2 =a, =<2, < » (schwieriger).

Satz3a. Es sei 2<a,=o. Dann gibt es ein eigentliches
Zahlenpaar 9,, 0,, so daf
E@®) =, E()=0, E®, U)=x,
Beweis. Wir definieren 6, durch ihren regelmiifigen Kettenbruch

1
BUES SRS

die Niherungsziihler und N#herungsnenner mogen p,., ¢. heilen.
Und die b, seien sukzessive so gewihlt, da (=0, 1, 2,...)

b1 =[gw "] fiir ¢y < 00, bpy1=/[em] fiir oy =o0o.
Nach (2) und A4 (§1) ist also E(9,)=2, und 0, libt nicht

die Approximation ———— zu. Wir wihlen nun aus der Folge ¢, g, . . .

3 Z
eine Teilfolge 9., ¢a,, - - und setzen zur Abkiirzung g,, = $n, Pa, = n.

Diese Teilfolge wihlen wir so, dab

2
Snp1>€ny  Spp1 > 28,

Dann bestimmen wir eine Folge ganzer Zahlen 7y, 7y, . .., so daBl

2 ’

0< it o 1,9,.
< Snt1 —? Sn+1 (n-— )
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(das geht offenbar). Dann setzen wir

offenbar ist
1 1 2 2

Snt1 Sni-2 Snd1 e‘?i ’

rl
(3) 0<b,—2

IA

Daher ist erstens 0, irrational20); zweitens ist nach (53)
E(0,)=o0; drittens ist (,,0,) ein eigentliches Zahlenpaar. Denn
sonst wire ¢, 0, + 4,0, +£,=0, wo {,, t,, {, geeignete ganze Zahlen
sind, ¢, 30, £, F=02).

Daher wiire

boSn + b 7

t2 Sn

’

rn
b, — =
Sn

_|u
ts |

2

bua)
)
Cb“
S

ettt 5)?
3
fiir hinreichend grofie n, im Widerspruch dazn, daB 0, nicht die

Approximation Fe"f‘x~2 zuléft. Endlich ist trivialerweise

E(0,,0,) = E(0;)=2,
und zweitens

Tn 1 . ,
g l < m——sﬁ [sﬁ’*“’] fiir o, < 00,
f,— I» < 1 fiir ¢y=—o00:
2 Sn S: [ea,n] 2 )

daraus und aus (53) folgt aber E(b;, 0;) =55 w. z. b. w.

Satz 3b. Es sei 2 =ay =2, < co. Dann gibt es ein eigentliches
Zahlenpaar 9y, 0y, so dafs

E@l)=x, E()=a, E(@®,0,)=a,.

Wir beweisen zunichst zwei Hilfssiitze; diesen Hilfssiitzen
schicken wir noch einige Definitionen voraus. Es seien drei (endliche)
Zahlen «, a, T' gegeben, « =2,a=3, T=3a«. Mit c; bis ¢;, be-

%) Denn aus 0, = % (k, ? ganz, 1>>0) wilrde folgen entweder 0, —_r_"_=0
Sn
r
o=

oder g—l—, was mit (53) im Widerspruch steht.

ls,
3) Man beachte, daB 8, und 6, irrational sind.
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zeichnen wir positive Zahlen, die nur von «, @, T' abhingen. Weiter
setzen wir fiir jedes Paar ganzer Zahlen r, s mit s=3

S 1 r 1 AN
Jaa (7, S)_\.s—+ 2s¢log*s ' s + s*loges
1 r 1 AN

K, . (r,s)= <§ —

bl

s 1 3s*logts /
(das sind also abgeschlossene Intervalle; wenn kein Miliverstéindnis

zu befiirchten ist, so werde ich gelegentlich die Indizes «, a weg-
lassen). Es seien noch drei ganze Zahlen p, ¢, k£ gegeben, wo

g Primzahl, ¢=3, 0<p<ygq, ¥ <<2x<qT.
Dann teilen wir alle Primzahlen w, welche die Ungleichung
ok L w < 21 erfiillen, in zwei Klassen:
Eine Primzahl w mit 2% < w < 2%+! heile ,erlaubt“ (ausfiihr-

licher: erlaubt in bezug auf «, a, T, p, ¢, k), wenn es eine ganze
Zahl v gibt, so daf:

3s%log" s

(54) J(v, wyeJ(p,q), -% liegt in J(p, ¢) (also 0 < v < w),

(35) J(v, w)K(r,s)=0 fiir alle ganzen 7, s mit ¢ <s < w.

Eine Primzahl w mit 2% < w < 2¥+1, die nicht erlaubt ist, heille
,verboten“ (in bezug auf « a, T, p, ¢, k).

Hilfssatz 1. Es scien o, a, T gegeben; « =2, a=3, T'=3x.
Dann gibt es zwei Zahlen cg, c5; mit folgender Eigenschaft: wenn
p ganz, q Primzahl, q> cs, k ganz, ¢**<2¥<q¢T,0<p<g, $0
ist die Anzahl der (in bezug auf «, a, T\ p, g, k) verbotenen Prim-
zahlen kleiner als

2k
Co7 F

Beweis??). a, a, T, p, q, k seien gegeben. Wir definieren die
ganze Zahl %, durch 2% =g < 2%+!; fiir ganzes ¢ mit k =t=F
sei M (t) die Menge aller Intervalle K(r, s) mit 2'=s<< 2! (r,s
ganz). (Die Elemente von 9t (¢) sind also Intervalle.) Weiter sei
M(¢) die Anzahl derjenigen Intervalle J(v, w), fiir welche gilt

v o, .
e+ —_
66 X <w <224 J(v, wyeJ(p, @), — liegt in J(p, 9),

v ganz, w Primzahl, also 0 <v < w,

22) Im Beweis wird stets g > ¢;, vorausgesetzt.
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und die von mindestens einem der Intervalle aus I (£) geschnitten
werden.

Es sei M die Anzahl derjenigen Intervalle J(v, w) mit (56),
die von mindestens einem Intervall K(r,s) mit ¢=s<C 21 ge-
schnitten werden; es ist offenbar

k
(GY)) M=X M(®).
t=k,
Wenn nun w, eine Primzahl mit 2% <w, < 2%+! ist, so gibt
Y
es mindestens ¢, ul;w ganze Zahlen v, so dab fiir J(v, w,) die
Lol

Beziehungen (56) (mit w, statt w) gelten. Soll nun w, verboteu sein,
s0 miissen alle diese J(v,w,) von den Intervallen K(r,s) mit
¢ =s < 2k geschnitten werden; wenn also N die Anzahl der ver-
botenen Primzahlen ist, so ist sicher

= 4 / . T
(?8) M=N.c - log" g
Wir sollen nun M (#) abschiitzen. Wir nehmen also ein festes ¢ und

ein festes K (r, s) mit 2= s < 2!+! und wollen untersuchen, wieviele
Intervalle J(v, w) mit (56) von K (r, s) geschnitten werden.

Soll K(r,s)J (v, w) 30 sein, so muf erstens % F —:j— sein,
denn sonst wiire §=—5;~, also s =w,
K(r,s)J (v, w)e K (v, w)J (v, w)=0.
Weiter mufl sein

1 1 < Coo
= 3s%log®s w® log® w s log® s
(man beachte s << 2¥1 < 2w);

r

(59)

v
w

dies gibt also (da der Abstand je zweier Punkte % grofer als

2k
2—2%-3 ist) hochstens 1+ ¢q —;)—(x?t—t; Moglichkeiten fiir », w. Das

2k
Intervall K(r,s) kann daher hochstens 1+031—2—u2t——t-; Intervalle

= —L, also

sw

J (v, w) mit (56) schneiden. Weiter soll sein
nach (59)

7
s

10> €gy %1 log™ § = ¢4 5 log® s,
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also 2%)
k c) I

(60) 2 < Cos T 7 o ]O"'“ (2k) < Coq 55— T

Wenn also (60) nicht gilt, so ist notwendig M (¢f)=0.

Wenn nun K (r,s) ein Intervall J(v,%) mit (56) schneiden soll,
50 muB um so mehr K(r,s) J(p,9) 3+ 0 sein. Dazu mub notwendig
g#:gsein (sonstwﬁre£=g,s§q,K(r,s)J(p,g):K(p,g)J(p,g)———O).

Wir nehmen nun ein festes ganzes ¢ mit k, <#<k und unter-
suchen, wie viele ganze »,s mit 2t<s< 21 es gibt, so dab
K(r,s) J(p,q) £ 0. Dazu mub sein

1 1 Ces
=3 s*log®s + g* log? ¢ < q* log® ¢

T
o<|i-4

(denn s =2k > %)

also (61) rqg—sp=120,
wo

0| <

1—a t+1
100‘1 7 g . 20,

Nun hat die Gleichung (61) fiir jedes b genau eine Losung s
modulo ¢ (durch s ist dann » bestimmt); dies gibt also hochstens

t
Cos 2? Losungen s mit 2¢<s << 2!*!; daher ist

2! gre 2t ( 92k )
M (t) < Cgr — log“ q 2at .

wenn (60) gilt; wenn aber (60) nicht gilt, so ist M (¢f)=
Nach (57), (58) ist also (es wird iiber die t=1#, summlert
die (60) erfiillen)

; 1 92k
N < ces o5 z (22'+2<?—“>‘ . t—u)

1 92k 92k
< s 3% (kza + ;0:)

(man beachte 2—«<0); daraus folgt aber die Behauptung, denn
a3, k +1>l°g9 k<

fog 2 log q.

OSQ
33) Man beachte log s >t log 2>k, log 2, k,+ 1> Tog 2 k<55 10g2 logg.
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Hilfssatz 2. Es sei 2<ay <oy < 003 dann gibt es eine Zahl
¢ro (€70 bis ¢;, sollen positive Zahlen bedeuten, die nur von «,, «,
abhiingen) mit folgender Eigenschaft: wenn p, p’, q drei ganze Zahlen
sind, q Primzahl, q¢>c,, 0<p<gq, 0<p' <q, so gibt es drei
ganze Zahlen v, v'; w, mit 0 <v <w, 0 <V <w, w>q(> ), w
Primzahl, so daf

Jas (0,0) € oy & (2, 9)5 T, 3 (0 0) & Jay s (9, 9),
Jay, 1 (0,0) Koy, 4 (7, 8) =g, s (v/,0) Koy, 5 (r,5)=0
Jiir alle ganzen r, s mit q<s < w.
Beweis?4), Wir wihlen eine ganze Zahl x so, daf
g2 < gt < 2% L @B
ist (das geht fiir ¢ >¢;). Die Anzahl der Primzahlen » mit

2" <w < 2%t st grober (Wegen w(2) ~ 5:_92) als

1 2 2%

(62) ? W >C727.

Wir wenden nun den Hilfssatz 1 zweimal an: erstens mit
%, 4, 3%, P, ¢, %, zweitens mit a,, 3, 3uy, p', ¢, % statt o, a, T, p, q, k;
beidemal finden wir fiir die Anzahl der verbotenen Primzahlen
2x
Cr3 Ty
als eine obere Schranke. Nach (62) gibt es also fiir ¢ > ¢;, mindestens
eine Primzahl w, die sowohl in bezug auf «,,4, 32,, p, q, » wie auch
in bezug auf a,, 3, 34, p’, ¢, » erlaubt ist. Das heibt aber: es gibt

zwei ganze Zahlen v, ¢, welche die im Hilfssatz 2 geforderten
Eigenschaften haben.

Beweis des Satzes 3. Es sei 2<a, <o, < . Wir wiihlen
eine Folge von Zahlentripeln

Prs Py @i Doy Doy 923 Py Psy s - - -
folgendermaBen (c;, ist die Konstante aus dem Hilfssatz 2): ¢, Prim-
zahl, ¢, > ¢, P1, P1 ga0Z; 0 <p, < gy, 0< Py <¢:- Wenn weiter
die ganzen Zahlen pn., p's, ¢» fiir ein ganzes n =1 bereits gewihlt
sind, so daB 0 <pn<¢my, 0<p'n<gny Pup'n ganz, g, Primzahl,
qn > €10, SO setzen wir im Hilfssatz 2 p=p,, p’=p'n, ¢=¢. und

*) Im Beweis wird ¢ > ¢, vorausgesetzt.
Monatsh. fir Mathematik und Physik. XXXIX. Band. 29
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nehmen dann fiir p,yi, p'nt1, goya die durch den Hilfssatz 2 ge-
lieferten Zahlen v, ¢, w. Der Durchschnitt der Intervalle

Jan“ (pn, gn) (n=1,2,3,..))
ist ein Punkt, er moge 0, heiflen; ebenso werde der Durchschnitt

0 Jey. s (pm 90)
mit 0, bezeichnet. Nach der Konstruktion ist

n 1
@ 1—% gm fir n—1,2,3,...;

7‘ oo .
(II) 91———8 > 5 logt s fiir alle ganzen », s mit s = ¢, ;
” 1
(III) 2-——1;“ < 9_—‘a, Tog® fir n=1, 2, 3, .
1
h — " L oo~
V) | by——1 > 5 Togt s fir alle ganzen r, s mit s = q,.

Aus (I), (II) folgt E (9,)=q,; aus (IIL), (IV) folgt E (0,) = 2,;
aus (I), (III) folgt (da «, ==,) E(4,,0,) =2, also E (0, 0,)=n2,.
Endlich ist ,, 0, ein eigentliches Zahlenpaar. Denn sonst miiite eine
Gleichung ¢, 0, + £,0, 4+ ¢{,=0 mit ganzen ¢, ¢,¢ bestehen, wo
t, F 0, ¢, 50 (denn 0,, 0, sind irrational wegen E (,) << oo, E(f,)< o).
Dann wire aber nach (I)

1
a | e

was wegen o, =a,, 4>3 fiir hinreichend grofie » mit (IV) im
Widerspruch steht.

to qn + t; Pu
t2 Qn

pn <

17

0, + —/———£°

Prag, den 5. November 1931.

(Eingegangen: 2. II. 1932.)
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