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Sur la dérivabilité des fonctions continues. 
Par Vojtëch Jarnlk (Praha). 

§ 1. Notations et résultats. 

Nous allons désigner par JJLM la mesure lebesguienne linéaire de 
l'ensemble M. Si E est un ensemble mesurable de nombres réels et t un 
nombre réel, nous allons appeler le nombre 

lim sup /u (E . (t,t + h)) . h~l 

la „densité supérieure droite de E au point V; on a une définition sym-
métrique pour le côté gauche. Le nombre 

lim sup JU(E . (t — h, t + h)) . (2h)~l 

sera appelé la ,.densité supérieure symmétrique de E au point t"; évi­
demment la densité sup. symmétrique ne surpasse pas la moyenne arith­
métique de la densité sup. droite et gauche. 

Dans la suite, nous allons envisager les nombres dérivés des fonctions 
continues par la méthode des catégories. Par C nous allons désigner 
l'ensemble de toutes les fonctions réelles x(t), définies et continues dans 
l'intervalle [0, 1], avec la définition usuelle de l'écart.1) En particulier, 
nous allons nous occuper de telles propriétés des nombres dérivés, qui 
sont satisfaites pour toutes les fonctions de C, excepté peut-être un 
ensemble de fonctions de lère catégorie. Notre but est de démontrer 
le théorème suivant: 

Théorème. Il existe, dans Vespace C, un résiduel A, tel que chaque 
fonction x(t) e A satisfait aux conditions suivantes: 

1. à chaque t e [0, 1) on peut faire correspondre un ensemble Ex
2) dont 

1) [0, 1] signifie l'intervalle 0 ^ t ^ 1; par [0, 1), nous désignons l'intervalle 
0 ^L t < 1 etc. Toutes les notions relatives, tant qu'il s'agit des ensembles de 
fonctions, sont à interpréter relativement à l'espace C. Un r é s i d u e l est le complé­
mentaire d'un ensemble de lère catégorie. C lui-même étant de 2ème catégorie, 
un résiduel (relativement à l'espace C) ne peut pas être vide. 

a) Dépendant en général de la fonction x(t) et de la valeur t. 



la densité supérieure droite au point t est égale à un et tel que 

x(f) — x(t) 
h m —̂—7 — 

V=t-\-,VeE1 t t 
existe et soit égale soit à 00 soit à — 00 (les valeurs 00 et — 00 pouvant 
varier selon la valeur de t)\ 

2. à chaque t e (0, 1] on peut faire correspondre un ensemble E2
2) dont 

la densité supérieure gauche au point t est égale à un et tel que 

.. " • - . ' - ' . .: -x(t')-^x(t) 
hm ——7 — 

t'=t-,t'eE2 t t 

existe et soit égale soit à 00 soit à — 00 ; 

3. à chaque t e (0, 1) on peut faire correspondre un ensemble E3
2) dont 

la densité supérieure symmétrique au point t est au moins égale à 1/2 et tel 
que 

x(t') — x(t) 
h m — — - 0 0 ; 

V=t, VsEz t t 

4. à chaque t e (0, 1) on peut faire correspondre un ensemble EA
2) dont 

la densité supérieure symmétrique au point t est au moins égale à 1/2 et tel 
que 

x(f) — x(t) 
l i m -±-L L_i = QO#3) 

V=t,VeE4 t t 

Pour des renseignements bibliographiques, le lecteur peut consulter 
mes notes ,,Ûber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen"4) ' et 
,,Sur les nombres dérivés approximatifs"4), où Von trouvera une série 
d'autres théorèmes de ce genre. 

§ 2. Démonstration*. 

Pour démontrer le théorème, remarquons que les conditions 1 et 2 
sont complètement symmétriques, de même que les conditions 3 et 4. 
En remarquant encore que le produit d'un nombre fini de résiduels 
est lui-même un résiduel, on voit qu'il suffit de démontrer les lemmes 
suivants : 

Lemme 1e r . Soit L l'ensemble de toutes les fonctions x(t) e C qui 
jouissent de la propriété suivante: il existe au moins une valeur te[0, l) 
telle qu'il n'existe aucun ensemble E jouissant des propriétés suivantes: 

3) Remarquons que dans les conditions 1 et 2, le côté (droit-gauche) est 
prescrit, tandis que le signe de la limite reste indéterminé; au contraire, dans les 
conditions 3 et 4, le signe de la limite est prescrit, tandis que le côté reste indé­
terminé. 

4) A paraître dans les ,,Fundamenta mathematicae". 



1. La densité supérieure droite de E au point t est égale à un. 
2. La limite 

x(t')—x(t) 
km ;, — 

V=t+fVeE l l 

existe et est égale à Vun des nombres oo, —. o©. 
Alors L est de 1ère catégorie. 
Lemme 2ème. Soit M Vensemble de toutes les fonctions x(t) e C qui 

jouissent de la propriété suivante: il existe au moins une valeur t e (0, 1) 
telle qu'il ri existe aucun ensemble E jouissant des propriétés suivantes: 

1. La densité supérieure symmétrique de E au point t est au moins 
égale à 1/2. 

,. x(t') — x(t) 
2. lim —---; - — = oo. 

V=t, VeE t t . 

Alors M est de lère catégorie. 
Soit n un nombre entier, n > 2. Soit Ln l'ensemble de toutes les 

fonctions x(t) e C qui jouissent de la propriété suivante: il existe un 
nombre t e [0, 1 — ri"1] tel que pour chaque u de l'intervalle 0 < u < n~x 

les inégalités 

: ( f ( * ± ^ < . : 0<*<«))âf /« 

Eľ(t + h)-m Ł _ щ O < Ä < * П Ł^r (2) 

se trouvent vérifiées. Evidemment L = \ Ln. 

Soit Mn l'ensemble de toutes les fonctions x(t) e C qui jouissent de 
la propriété suivante: il existe un nombre t e \n~l, 1—n~ l ] tel que 
pour chaque u de l'intervalle 0 < u < ri~x l'inégalité 

(3) ^ j M J t ^ g U . , o<|„S«))è(1 + !)» 
oo 

se trouve vérifiée. Evidemment M = V lfn. 
«=3 

Il suffit alors de démontrer que les ensembles Lw, Jfw sont non denses. 
Pour cela, il suffit à son tour de démontrer les lemmes suivants: 

Lemme 3è m e . Les ensembles Ln et Mn sont fermés. 
Lemme 4ème

# g étant une sphère quelconque de Vespace C et n > 2 
étant un nombre entier, V ensemble K — (Ln + Mn) ri est pas vide. 

Démonstration du lemme 3ème . Il suffit de considérer Ln, la dé­
monstration pour Mn étant tout-à-fait analogue. Soit alors xk(t) e Ln 

pour k = 1, 2, , . . ; soit xk(t) -> x(t) uniformément pour 0 < t <± 1. Il 



faut démontrer que x(t) s Ln. Il existe une suite tx, t2, . . . telle que 
tk e [0, 1 — ri"1] et telle que les relations 

? (f ( Xkih + hj~ Xk{h) <n;0<h<zu\\^ 

se trouvent satisfaites pour chaque u de l'intervalle 0 *C u <: ri~l. 
En nous bornant à une suite partielle de xx(t), x2(t), . . ., nous pouvons 
supposer que la limite lim tk — t0 existe; on a donc t0 e [0, 1—ri~1]. 

k = oo 

Soit u un nombre de l'intervalle 0 < u < n~l; en posant5) 

F -= F(u) = l imsup i? (Xk{h + fe)-^l)< w ; Q < h < X 
& = » /* \ h I 

on a JUF > im—1. Soit h e F; on aura 

SÀ:(fe + ^) — ^ f a ) < 

h =U 

pour une infinité de valeurs de k. Mais on a évidemment o^j.) -> #(£0)?. 

^ ( ^ + ^) "> (̂*o + )̂> d'où 
x(l0 + h) — sfo) < ^ 

h == 

On a donc 

F C J p ± - ^ - = *.<« < »; o < A <£ «), 
d'où 

^ / W ^ + -A]--^«1 < %; 0 < A <«));> * 
et de la même manière on voit que 

AE
h{x{to+hl^xM^-n'o<h^u))^-

On a donc x(t) e Ln, q. e. d. 
Démonstration du lemme 4ème. Soit K une sphère de l'espace C; 

soit n un nombre entier, n > 2. Il existe alors un polynôme w(2) e JK e t 
un nombre r > 0 tel que les relations 

2(<) s C, Max | z(t) | < r 
0<tf^l 

entraînent w(t) + z(t) e K. Il existe ensuite un nombre p > 0 tel que 

00 00 
5) Nous posons lim sup Gk = T T V ^ . 

k = l m=k 



les relations 0 < t < 1, 0 < «' < 1, t ^ t' entraînent l'inégalité 

! w(t') — w(t) I 
t' — t 

Soit m un nombre entier tel que 

< P. 

2 (n + p) 1 , _, , x , , . 
m> n, —- -—- < — (d ou rm > n + p); (4) 

rm n 

soit ensuite (5 un nombre tel que 

0<ô<h « + _ t _ P ) < I . (5) 
^ rm n 

Nous définissons z(£) pour £ e [0, 1] comme il suit: 
G 

Pour t — — (8 = 0, 1, 2, . . ., m) on a z(£) = 0. 
m 

5 + 1 (5 
Pour t = — (8 = 0, 1, 2, . . . . m — 1) on a z(£) = r. 

m m 

m — — m 
s + 1 — ô s 4- 1 , 

et pour — - < / < — I — (s = 0, 1, 2, . . . . m — 1). 
m — — m 

z(t) est une fonction linéaire. On a donc 0 < z(t) < r, d'où 

w(«) + z(t) e K. (6) 

D'autre part, soit t un nombre quelconque de l'intervalle [0, 1 — n"""1]. 
Si sm~l <t<(s+ 1 — ô) m - 1 pour une valeur 8 (8 = 0, 1, . . ., m — 1), 
posons u = (8 + 1 — ô) m - 1 — t; si, au contraire, (8 + 1 — ô) m~l < 
< 2 < (8 + 1) m~l pour une valeur s (s = 0, 1, . . ., m — 1), posons 
u = (s + 1) m - 1 — t; dans les deux cas, on a 0 < u < m"^1 < n""1. 
Dans le premier cas, on a pour 0 < h <; u: 

z(t + h) — z(t) _ M _ ô\ 
' \?n m] 

d'où 

/ • • i™ AV1i > ^ > w + Jh 

w(t + h) + z(« + A) — гø(í) — z(t) 
> n, h 

ď o ù 

,[fp*It^+*)-^H^,;0<il1,l = fl<^ 
c'est-à-dire l'inégalité (1) est en défaut pour x(t) = w(£) + z(£). 

Dans le deuxième cas, on a pour 0 < h <[ u: 

zlt + h) — z(t) ô 
-—!—1 i-i = — r : — < — mr < — n — Py 

h m r 



d'où . • . 
w(t + h) + z(t + h) — w(t) — z(t) 

_ <—n, 

d'où 

^ g ^ + A) + z ( < Y ) - ^ - ' ( 0 > _ w ; o < ^ t t ) | = o < ^ 

c'est-à-dire l'inégalité (2) est en défaut pour #(£) = w(£) + z(£). Donc 
à tout t e [0, 1 — n" 1 ] correspond un nombre u & (0, w""1] tel qu'au 
moins une des relations (1), (2) soit en défaut pour x(t) = w(t) + z(t)\ 
donc 

w(t) + z(t)sC — Ln. (7) 

Soit enfin t un nombre quelconque de l'intervalle [ri~1, 1 —n~ x ] . 
On a ou bien sm~x < t < (s + 1 — ô) mT1 ou bien (s + 1 — ô) m~x < 
< t < (s + 1) m - 1 pour une certaine valeur s (s = l, 2, . . ., m — 2). 
Si sm~x <t < (s + 1 — ô) m~1, posons u = \ (1 —- è) m~1; donc 0 < 
< u < n~1. Au moins un des deux intervalles [t — u,t], [t, t + u] est 
tout entier contenu dans l'intervalle [sm~x, (s + 1 — ô) m~l]\ mais pour 
8^_1 < t + h < (s + 1 — ô) mT1, h 4= 0 on a 

z(t + h) — z(t) Il ô\ 
———i = r : > rm > n + p, 

h \m mj 

d'où 
w(t + h) + z(t + h) — w(t)-- z(t) 

~~~~~ Â 7~ > n ; 

donc 
(w(t + h) + z(t + h) — w(t) — z(t) 

(1+^h; 
\n \ ' 

<u< 

donc l'inégalité (3) est en défaut pour x(t) = w(t) + z(t). Si, d'autre part, 
(s + 1 — ô) m~l < t < (s + 1) mT1, posons u = mT1, donc 0 < u < 
< ri"1. Dans l'intervalle [sm~1, ( 8 + 1 — ô) mT1], l'image de z(t) est un 
segment rectiligne dont les points extrêmes ont les coordonnées sm~1

y 

0 et (8 + 1 — ô) m"1, r\ pour 0 < a < r, on aura donc 

li [E(z(t') < a\ sm-1 < t' < (s + 1 — ô) m'1)] = j • - ^ ^ A 

et d'une façon analogue 

}i (E(z(f) > a\(s + 1) mLl < t' < (s + 2 — è) wr1)} = ^ - ^ • ^—— • 

Par conséquent on a [remarquons que t — u = t —jn"1 < smT1, t + u = 
= t + mT1 > (8 + 2 — ô) m~1\ remarquons enfin que la première des 



inégalités suivantes est évidente pour z(t) < (n + p) m x et la seconde 
pour z(t) > r — (n + p) m"""1] 

MUt + h)<z{t)-^o>h>-±)\> 
. (8) 

z(t) — m - 1 (n + p) 1 — o > 
r m 

?(E(z{t + h)>z{t)+^;0<h<±))> 

r — z(t) — m~l(n + p) 1 — à 
— r m 

Mais les relations 0 > h > — m - 1 , z(J + A) < z(£) — (n + p) mT1 en­
traînent 

z(t + h)—z(t) , / 1AX 

^ — >n + p, (10) 

et, de même, les relations 0 < h < m - 1 , z(£ + h) > z(£) + (w + p) mT1 

entraînent aussi la relation (10); mais, à son tour, la relation (10) entraîne 
l'inégalité 

w(t + h) + z(t + h) — w(t) — z(t) 
h >U' 

On a donc, à cause de (8), (9), (10) [voir aussi (4), (5)] pour u = m""1: 

^ W ( t + h) + z(t+/h)-.tcit)-zit)_> n; 0 < I*. < «)) :> 

> r-2m^ <»+*•> • L = j > ( i _ ô -^±É\U >(l-l)U; 
— r m \ mr ) \ n) 

donc la relation (3) se trouve en défaut pour x(t) = w(t) + z(t). Donc: 
à tout t s [n~1, 1 — n~x] on peut faire correspondre un nombre u e (0, n~~x] 
tel que la relation (3) soit en défaut pour x(t) =. w(t) + z(t)\ donc 

w(t) + z(t)eC — Mn. (11) 

De (6), (7), (11) on conclut que l'ensemble K — (Ln + Mn) n'est pas vide, 
q. e. d. 

Praha, Université Charles, Séminaire mathématique, le 31 octobre 1933. 
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