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Sur les nombres dérivés approximatifs* 
Par 

V o j t ë c h J a r n i k (Praha). 

§ 1. Notations et résultats. 

On dit qu'une fonction mesurable x(t) (d'une variable réelle *) 
possède au point t0 une limite approximative égale à A, s'il existe 
un ensemble mesurable E, dont t0 est un point de densité s) tel que 
l\mEx(t) = A (notation: lim ap x(t) = A). 

La limite approximative 

x(t') — x(t) 
lim ap — , 
t'-t t — t 

si elle existe, s'appelle la dérivée approximative de x(t) au point t. 
S'il existe un ensemble mesurable E dont t est un point de densité 
supérieure droite égale à un 8) tel que l'on ait 

.,„.'<?-*<'> = .4, 

on dit que A est une dérivée droite sur une épaisseur supérieure 
égale à un de la fonction x(t) au point t (plus brièvement, nous 
convenons de dire que A est une dérivée essentielle droite de x(t) 
au point t). Pour le côté gauche, on a une définition symmétrique. 

x) Tous les nombres de cette Note sont réels. 
«) C'est-à-dire lim {h - f Jfc)-- ft [K (t0 — h, t% - f k)] = 1 pour / i - > 0 , fc-*0, 

h ^ 0, k ^ 0, li - j - k *> 0 (/* M s'g'inrie la mesure lebesguienne de M). 
*) C'est-à-dire lim siip h-l l4 \E ' (/, t 4 - h)} == 1. 
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On connaît le théorème suivant très remarquable, dû à MM. D e n -
j o y 1 ) et E h i n t c h i n e 2 ) : Soit x(t) une fonction mesurable et finie 
dans un intervalle (a, b)\ dans tous les points t de (a, b\ excepté 
au plus un ensemble de mesure nulle, un de deux cas suivants se 
présente: 

1). x(t) possède au point t une dérivée approximative finie. 
2). Au point t, chacun des deux nombres - f o o et — oo est 

une dérivée essentielle droite et gauche de x(t). 
Je vais ajouter à ce théorème deux compléments. Pour commencer, 

je vais démèiitrer lô théorème suivant: 

Théorème 1. H existe une fonction x(t), continue dans Vinter-
valle (fermé) <(0, 1)> et telle que Von ait 

x(t') — x(t)\ 
: 0 0 limap 

f-t t — t 

presque partout dans <(0, 1)>. 
Ici, c'est donc le cas 2) du théorème de D e n j o y - K h i n t c h i n e 

qui se trouve réalisé presque partout; et, au surplus, on voit que 
pour cette fonction les valeurs limites finies de (x(ï) — x(t)) : (V — t) 
sont pour ainsi dire négligeables à côté des valeurs - |-oo et —oo . 
Mais les fonctions ayant cette propriété ne sont que des fonctions 
exceptionnelles dans l'espace des fonctions continues. En fait, nous 
allons démontrer le théorème suivant, qui montre que, pour la 
plupart des fonctions continues, les valeurs limites de (x(f) — x(t))\ 
'{f — t) sont au contraire dispersées d'une manière complètement 
uniforme parmi tous les nombres réels: 

Théorème 2. / / existe, dans Vespace G % un résiduel A jouissant 
de la propriété suivante: à tout x(t)eA on peut faire correspondre un 
ensemble B(x(t)) de mesure nulle tel que tous les nombres réels (y com
pris oo et — oo) soient des dérivées essentielles droites de x (t) à tout 
point te(01l) — B(x(t)). 

') Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables, Ann. Ecole 
normale 33 (3), 1916. p. 127—222. 

*) Recherches sur la structure des fonctions mesurables, Rec. math. Soc. math. 
Moscou 31 (1924), p. 2 6 5 - 2 8 5 et 377—433. 

*) C est l'espace de toutes les fonctions œ(1) réelles et continues pour 0 < ^ f f g l , 
avec la définition usuelle de l'écart. Toutes les notions relatives, tant qu'il s'agit 
des ensembles de fonctions, sont à interpréter par rapport à l'espace C. Un rési
duel est le complémentaire d'un ensemble de première catégorie. C étant lai-même 
de seconde catégorie, un résiduel ne peut pas être vide. 
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(Il est inutile d'énoncer le théorème tout-à-fait symmétrique pour 
le côté gauche). 

Remarquons encore que le théorème 1er se trouve en une liaison 
étroite avec quelques théorèmes bien connus que voici: x(t) étant 
une fonction finie absolument quelconque, la relation 

l l m _ i ^ -A-Z = oo 
f-t+ t — t 

n'est pas valable que dans un ensemble de valeurs de t de mesure 
nulle. On peut généraliser ce théorème de M. B a n a c h *) dans deux 
directions différentes: d'un côté, on peut remplacer l'expression 
(x(V) — x(f)) : (V — t) par sa valeur absolue, de l'autre côté, on peut — 
au moins si x(f) est mesurable — remplacer lim par lim ap; dans 
les deux cas, le théorème subsiste 2). Mais, d'après notre théorème 1er, 
il n'est pas permis de généraliser le théorème de M. B a n a c h dans 
les deux directions simultanément. 

§ 2. Démonstration du théorème 1er. 

Nous construisons tout d'abord deux suites de nombres positifs 
kuk%y..\ dud2y.. jouissant des propriétés suivantes (pour n = 1,2,...): 

n 

(a) J T km <± (/£-;. (b) kn+1 > 2"kn; (o) kn > 25; 

(d) g K — -^Wn>-^J^n\ (e) j est un nombre pair; 

(f) fc«+i dn+i<2-2""1 dn; (g) K+idn+1 <^kndn; (h) dn+l < 2-dn. 

L'existence de telles suites est manifeste. Ensuite, nous définissons 
xH(t) de la manière suivante: 

pour * = 2 * ^ = 0 , 1 , 2 , . . , ^ ) on a xm(t) = 0; 

-) Sur les ensembles de points où la dérivée est infinie, C. K. Acad. Se. Paris, 
173, 1921, p. 4 5 7 - 4 5 9 . 

2) La première généralisation est due à MM. S a k s et Z y g m a n d , Sur les 
faisceaux des tangentes à une courbe, Fund. Math. 6, 1924, p. 117—121; la se
conde est une conséquence directe du théorème de D e n j o y - K h i n t c h i n e . 
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pour t = {21 + 1) d„(l = 0,1,2,...,~-l} on a .-„(<)-= M . î 

pour ldH^t^{l+l)dn{l = 0,l,2,...,j-iy 

xn(t) est une fonction linéaire. 

L'image de la fonction xM(t) se compose alors de d'1 segments 
rectilignes dont les coefficients angulaires sont alternativement km 

et — l r On a toujours (voir (g)) 

<1) 0 ^ x n { t ) ^kndn^ 2-+i& 1 dx ; 

donc, la fonction 

x{t)=^xh{t) 
* - l 

est une fonction continue dans <0,1>. Nous allons démontrer qu'elle 
jouit de la propriété annoncée au théorème 1er. 

Nous allons appeller -.points du n-ème ordre" tous les points ldn 

ll= 0,1, 2 , . . . , — I. Pour chaque n soit En l'ensemble de tous les 

points de l'intervalle <(0,1)> dont la distance du chaque point du 
oo oo 

n-ème ordre surpasse 2~ndn. Soit E = lim inf En = 2 H Ek\ en 
/i—oo A * 1 A — n 

posant F = <(0,1)> — E, Fn = <(0,1)> — Eny on aura évidemment 

liFn = 2~n+\ F = ÎI 2 Fky d'où ji .F<; J 2"*+1 = 2"n+2 pour 
chaque w, donc /iF = 0, iiE=\. Pour compléter la démonstration, 
il suffira donc de démontrer: pour chaque t0eE on a 

(2) lim ap 
t - t 0 

Soit donc t0 un point de E qui va rester fixe dans la suite. 
oo 

Il existe alors un nombre entier n0 > 1 tel que t0e II En. 
n—no 

Nous désignons pour n ^ n0 par %n le point du w-ème ordre 
qui satisfait aux inégalités t0 < tn < tf0 -f- d„ (donc tous les autres 

*) A cause de la symétrie de x(t) et de Ef on peut se borner à la considé
ration de la limite approximative du côté droit, par exemple. 
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points du w-ème ordre sont ou bien < t0 ou bien > vn). L'asser
tion (2) va évidemment être démontrée, si nous démontrerons le 
lemme suivant: 

Lcmme t . Soit n7^n0; pour chaque T de Vintervalle T„+1 ̂ S 
<^T^tn soit M(T) Vensemble de toutes les valeurs t de Vintervalle 
*o < ' =$ -^ Vour lesquelles 

\x(t) - x(t0) 

t — L <ъVk.i 

alors on a 

(3) řlJ-íriláji+lJir-W 
(Remarquons que kn—>oo à cause de (b)). 

D é m o n s t r a t i o n , w étant fixé ( ^ w0), désignons par N l'en
semble de toutes les valeurs de t qui satisfont aux inégalités 

t»<t^тn 

\x(t) — x(t0) <Џк-
" I t-t0 

Evidemment on a (pour Tn+1 fS T^xn) 

(4) M(T) = N-<t0, T>. 

A cause de f0 e En En+1 on a (voir (h)) 

(5 j 2-"-1 d„+1 < T - + 1 — *0 < dn+1 < 2 - d, < T. 

Pour 
(6) t0 + 2-(Ta+1-t0)^t^T„ 

on a (voir (a), (1), (6), (g), (5), (f), (c)) 

n-l I * - l 

,t xjt) — xjt9)\ 

•V 

2 «-<. 
m—1 

^ Xjť) - Лľm(/0) 

=^5'^<17.^---ЉІ 
I Я - 1 

m-л-fã 
í — * o 

10 

2" <í У &m (ím —-—T < 
-"•* , T я + 1 ř0 m—л+І 

< 2K»dя„&+l<Ц.1 < -| < ̂  ^ ; 

ďoù 

*(í) - *(ŕ0) * .(* ) -- *.(*o) xa+ì(t) — xa+1(t0) 

* - * o * - •t0 t — t0 <5«-
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Mais pour les valeurs de t que nous avons en vue, on a évi
demment (xn(t) — xn(t0)):(t — t0) = ± kn. 

Les deux cas étant tout-à-fait symétriques, il en suffit de con
sidérer le premier (-\-kn). On aura donc 

(7) 
x(t) — x(t0) 

-K -Vн(0 — *»+i(t<,) <Џ. 
t t0 t ÎQ 

pour toutes les valeurs t7 satisfaisant aux relations (6). Ceci étant, 
nous allons montrer que 

(8) -VCK'o, 'o + 2^(T ; i + 1-f0)> + <Trt+1, T/ï+1 + 2A/l+1^+1fc-1>. 

En effet, pour t0 -f- 2~ / I(T„+1 — tf0)< t < xn+1 on a 

(Xn+l(t) — Xn+l(t0)) :(t — to)=± K+l, 

d'où (voir (7), (b), (d)) 

\x(t)-x(t0) 

t — tň 

>K+г-K-l-Vкn>lЏn\ 

de même, pour tn+l + 2kn+1dn+ik~1<it^Tn on a (voir (1)) 

K+i(0 — *»+-(*•) I ••\t — t0\<K+i dn+12"1 kn+1 d~^ K = gK, 

d'où (voir (7), (d)) 

\x(t)-x(t0) 
t — L >K-\kn-l\K>\)fkn. 

Soit It= <Tn+1 + /rf«+1, Trt+1-f (/-|-l)d„+1>, o ù / parcourt tous 
les nombres entiers de l'intervalle 

0) 0^l^2kя+1kn 
, - i 

Chaque nombre t de l'intervalle <Trt+1, im+i-{-2km+idn+1k£l) étant 
contenu dans un (au moins) intervalle Ih on a d'après (8) 

(10) NC<'., '0 + ^"(Tn+l-t^+JgNI,. 

O^i^ïK+iK1 

Evaluons p[NIt]. Soit Z, l'ensemble de toutes les valeurs t, 

pour lesquelles 

(П) telh 
**+>«]-x»Æ+kn^џ-n. 

t - t 0 
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Pour te If — Zt on aura alors (voir (7)) 

ю 

x(t) — x(t0) >K-\Vkn>\Vk„ 
t—t0 

donc tel, — NI,, d'où 

(12) N1.CZ,. 

Evaluons (iZt: pour telh on a ou bien xn+\(t)—(t—T«+I—/^«+i)&«+i. 
ou bien ocn^(t) = kn+1dn+1 — (t — Tn^1—ldni.1)kn^. Posons a?«+i(*o)=y0; 
les relations (11) entraînent alors ou bien la relation 

\y — ^n+i — ldnH)kn^ — y0 ^ ^ i ^ 

! ^ ^o 

ou bien la relation 

|(* — ^+1 — *flt+l) K+l — fr»+l <*„+! + y 0 fc <|/ifc„. 

I * — *0 

En observant que t —1 0 <2 (Z - f 1) d„+1 + (rn+1 — *0) < (l + 2)d„+1, 
on en déduit les deux relations suivantes, correspondant respecti
vement aux deux cas indiqués: 

.(*-«.) (&«+i + **) + ('o-*-+i-w-+i)*-+i-yol < (*+2)^+1^, 

| (<—1*0) (fcn+1 — fc„) + (̂ —*«+i—w„+i) *»+i — fc»+i d«+i+yo l < 
<(Z + 2K+1|/£. 

Donc, l'ensemble -£/ est contenu tout entier dans un intervalle 
dont la longueur ne dépasse pas le plus grand des deux nombres 
2(l + 2)dn+1\kn(kn+1 + kn)- , 2(1+2) da+1\kn(kH+x -kH)-\ d'où 
(voir (b)) 

(13) fi Z, ^ 4(1 + 2) dn+1 \k~n h£t. 

Soit maintenant V H ^ T^xn; nous allons distinguer deux cas: 
A. Soit tn+1 + 2kn+idn+lk-1^T^Tn', alors on a, d'après (4), 

(10), (12), (13) 

fi[M(T)] ^ 2""(tn+i -10) +]£ 4(1 + 2) dn+1 Yk„ • K& 

0 ^ ^ 2 A „ + 1 & - 1 

^ 2"dn+1 + 4(2kn+1k-l + 2)*dn+1 Vkn-K+1. 



11 V. Jarnik: 

Mais, d'autre part, T—10 > 2kn+1dn+1kn
1> dn+1, d'où (remar

quons que 2kn+1kn
1 + 2 <4kn+1k~1 et 5>6 <- 7 2 ) 

^[ВД^^-ł-^j^-g. 
tl& 

B. Soit % § ^ < V ' "I" ^»+i ^«+i ^ i il existe alors un nombre 
entier l de l'intervalle (9) tel que Telt, On a alors d'après (4), 
(10), (12), (13) 

fi[M(T)} ^ 2-"(Tn+1-Q+^A(X + 2)dn+1]fknk-+1. 

Si / = 0, on aura T— t0^xn+1 —10 > 2 — 1 <*,+., d'où (voir (b)) 

fi[M(Tj] < ( 2 - + 8 | t ë~*&. 2-+1) ( T - *0) 

Si Z > 0 , on aura T—10 > ldn+1 > tn+1 — <0, Z-{-2<;3/, d'où 
(voir (9)) 

A» W ^ ) ] ^ 2 - ( 7 ' - t0) + A(l + 2ydn+1]/knkn+l 

^ 2-» ( 7 1 - *0) + 36 l]fkn kn+1 (T-t0) 

Nous avons ainsi démontré l'inégalité (3) dans tous les cas possibles. 
.Remarque. La fonction x(t) que nous avons construit satisfait 

à la relation 

(14) limap 
г-/ 

x(ť) — x(t) 
ť — t 

: Q O 

presque partout dans <^0,1/. On en peut facilement déduire une 
fonction y (t) de la deuxième classe de Baire, satisfaisant à la relation 

(.6) Wpj^Wj^ 

partout dans (0,1). En effet, soit G (2 (0,1) un ensemble de mesure 
nulle qui est un Gô et qui contient tous les points £e(0,l) pour 
lesquels (14) est en défaut. Posons y(t) = x(t) pour *e<(0, 1> — 6r, 
y(t) = — 1 pour te G; pour teG} la relation (15) est évidente 
à cause de la relation y (?) —- y (t) = x (V) + 1 2^ 1, valable pour 
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presque toutes les valeurs V (remarquons que x(V) ^ 0) ; pour 
f e(0, 1) — 6r, la relation (15) est une conséquence de (14), parce 
que y(t') — y(t)=x(t') — x(t) pour presque toutes les valeurs V. 
Enfin, y(t) est une fonction de la deuxième classe de Baire, étant 
continue sur chacun des ensembles G et <(0, 1 / — G, dont le pre
mier est un Gô, le deuxième un Fa

x). 

§ 3. Démonstration du théorème 2ème. 

Soit (a, b) un intervalle fini; nous dirons que (a, b) est un inter

valle essentiel de la fonction x(t) au point £, s'il existe un ensemble 

mesurable E dont t est point de densité supérieure droite égale 

à un tel que les relations %' e E, t' ^>t entraînent les inégalités 

Nous allons montrer: pour démontrer le théorème 2ème, il suffit 
de démontrer le lemme suivant: 

Lcmme 2 . Soit (a, b) un intervalle fini. Soit A (a, b) Vensemble de 
toutes les fonctions x(t) eC qui ont la propriété suivante: Vintervalle 
(a, b) est un intervalle essentiel de x(t) à tous les points t e <(0, 1)>, 
excepté au plus un ensemble de valeurs t de mesure nulle. Alors A(a, b) 
est un résiduel. 

En effet, supposons que le lemme 2ème soit démontré. Soit 

(16) (a,,6iX (<h.W,... 

la suite de tous les intervalles à extrémités rationnelles. Soit 
oo 

A— II A(an,bn)] donc A lui-même est aussi un résiduel. Soit 

x(t)eA\ soit Bn(x(t)) l'ensemble de toutes les valeurs £e(0, 1), pour 
lesquelles (anybn) n'est pas un intervalle essentiel de x(t); on a 

fi[Bn(x(t))]=0. Posons B(x(t))=2Bn(x(t)); on a alors fi[B(x(t))] = 0. 

Soit maintenant t € (0, 1) — B(x(t)\ — oo <j e <; ex?; nous allons 
montrer que e est une dérivée essentielle droite de x(t) au point t. 

i) Voir p. ex. H. Hahn, Réelle Funktionen I (Leipzig 1932), p. 287, théo
rème 35-2-7 . 
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Soit (ak , bk ) (n= 1, 2,...) une suite partielle de (1), pour laquelle 
akn --> £, bk *-> e. Pour u > t soit 

Hn(«) = B ( a , n < ^ ^ < ^ ; « r f g u ) . 

(«*„? ̂ *„) étant un intervalle essentiel de x(t) au point t, on peut 
choisir une suite de nombres positifs A,, Atl... tels que 

*«+i< £ *., /*H„(* + AJ > (l - I j A„. 

Posons H = J (* -f hn+1, t -f A„) • H„ (* -f A„); on aura : 
/I—l 

^ B . ( M + A „ ) ] > ( l - ^ A a ) l i m ^ ^ t f ^ ^ ^ 

q. e. d. 

Pour démontrer le lemme 2è m e, posons - (a + b) = c, — (6 — a)=d 

(donc d>0) . Pour ^ ) e C soit E(x(t)) l'ensemble de toutes les 
valeurs t e (0, 1), pour lesquelles l'ensemble 

' (FŞ^-Н 
possède au point t une densité supérieure droite inférieure à un. 
Evidemment fi [E(x(t))] > 0 l) équivaut à x(t) eC — A(a, b). 

Soit En(x(t)) l'ensemble de toutes les valeurs *é(0, 1), pour les-
on a 

<l" " [ f tn fe^-H '«'s<+«)]âH)« 
pour toutes les valeurs u de l'intervalle 0 < w ^ - . (Remarquons 

que Pon peut mettre (17) sous la forme équivalente 

(18) „[-(|SJ-ffl_.|i.; .<-*.+„)]**). 
oo 

On a évidemment E(x(t)) = 2 En(x(t))\ alors la relation 
/r—1 

*) La mesurabilité* de toui les ensembles enrisagés dans la mite est manifeste. 
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fi[E(x(t))] > 0 équivaut à la propriété suivante: il existe edux noni-< 
bres entiers positifs n, k tels que p[Em(x(t))]^kr\ 

Soit Cn>k (a, b) l'ensemble de toutes les fonctions x(t) e C, pour les-
oo oo 

quelles on a ^[2?,, (&(*))] se*""1; on a alors C—A (a, b) = 2 2 C„ik(a, b) 
/ i - i A- i 

et il nous suffit de montrer que C„tk (a, b) est non dense. Pour cela, 
il suffit à son tour de démontrer les lemmes suivants: 

Lemme 3. C„tk(a,b) est fermé. 

Lemme 4. K étant une sphère quelconque de l'espace Cy Ven-
semble K— Cntk(a, b) n'est pas vide. 

D é m o n s t r a t i o n du l e m m e 3. Soit xt(t)->x(t) uniformément 
pour 0<;*<Ï1 . Soit ^[EJx^t))]^^1; il f a u t démontrer l'inégalité 

^[En(x(t))]^k~\ Soit F=lim&xipEn(xl(t)) = n 2En(xt(t))\ donc 
/-oo 4 - 1 /-A 

fiF^k~\ Il suffit alors de démontrer que F(ZEn(x(t)). Soit donc 
te F. Il existe alors une suite partielle yjt) = xk(t), y%(t) = xh(t\... 

(h < k <•••) t e l l e qu e teEn(ym(t)) pour m = l , 2,... Soit 0 < w < ; - ; 
n 

d'après (18), on a 

i?{\^i^--c\^ <<^'+«)]^. 
Soit 

G(t, u) = lim sup E ( I y"(<2 ~ y" - -c\^d, t<t'^t + u); 
m-oo f \ t t I / 

U 

on a (t G(t, M) ^ —. D'autre part, pour t' € G (t, u) on a (à cause 
de yM(t)-+x(t)) 

\x(t')-x(t) 
^d, t<ť^t + щ 

\ t'—t 
c'est-à-dire 

^u)C^(\^^^-c\^d, t<t'^t + u}; 
Î4 

<lonc, la mesure de ce dernier ensemble est >— . Alors teEH(x(t)\ 

q. e. d. ' 
D é m o n s t r a t i o n du l e m m e 4. Soit K une sphère de l'es

pace C. Il existe alors un polynôme w(t)eK et un nombre r > 0 
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tel que les relations z{f)eCy \z(t)\<Lr (pour chaque te(Oy 1)>) en
traînent la relation w(t)-\-z(t) e K. Il existe ensuite un nomber 
P > 0 tel que les relations 0 <S t <S 1, 0 <S t' fS 1, * ={= /' entraînent 

«>«') — «>(*) 
í' — t 

<P-\c\, \w'(t)\<P-\c\. 

Il existe enfin un nombre entier m > 0 tel que P<^mr et tel 
que les relations 0 <S t <. 1, 0 <S t' 5S 1, 0 < 11 — t' \ <S m'1 entraî
nent 

w>(r) — w(t) 
ť — t 

w'(t) <|, !^Ю-^WI<|-

Nous définissons une fonction z{t) pour 01^^521 comme il 

suit: 

Pour t — — (s == 0, 1, 2,..., m) soit z(t) = 0. 
m 

Pour 
m 

>+-
m 2ЉІ m 

(s == 0, 1, 2,..., m — 1) soit 

'»-(--(=)+•) (•-:-)• 
Pour ^ ± ^ — — i - < t1 <S *-^t_1 (s = 0, 1, 2,..., m —1) soit 2(<) 

m 2«m — m 
une fonction linéaire. 

On a alors 

K O K ( n . a x K ( t ) | + | c | ) . i < ^ < r , 
0<^/<^l ''*' 7iv 

donc M>(£) + ^(J) e - ^ 
s s -4-1 1 

D'autre part, soit ~ f S t f < - ^ ^r~- (8 entier, O^s^m—1) . 
m m 

Alors il existe un nombre u tel que 0 < w ^ - et tel que £-f-w< 

< 
S + 1 

m 2km 
aura (avec | # | < 1) 

; pour tous les t' de l'intervalle t < J' <S t -f- w on 

{ « > ( * ' ) - H ( ť ) - « , ( , ) - ? ( < ) i | . ( ř ) - » ( ( ) , / s l , 

-ыŕQ-ыґfâUĄкd, 



Nombres dérivés approximatifs ì б 

ďoù 

*[?(F 
) + г(Q — u>(ł) -г(ł) 

ť — t è<i. í<<'^ť + «)]-=0<J 

donc t n'appartient pas à En(w(t) -f- z(t)) ; l'ensemble i£«(M>(0 + 3(9) 
est donc tout entier contenu dans la somme des intervalles 

donc sa mesure est < ----- < -7- ; nous avons donc 
— 2k k 

«>{t) + z{t)eK-CHtk(ayb\ q. e. d. 
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