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Sur les nombres dérivés approximatifs.
Par
Vojtéch Jarnik (Praha)

§ 1. Notations et résultats.

On dit qu'une fonction mesurable z(f) (d’une variable réelle ?)
posséde au point £, une limite approximative égale & 4, #'il existe
un ensemble mesurable E, dont #, est un point de densité %) tel que
Eirfnfx(t) = A (notation: l‘i m ap x(t) = A).

La limite approximative

. z(t') — x(t)
lim ap —— 3,

sl elle existe, s’appelle Ja dérivée approximative de x(f) au point ¢.
S'il existe un ensemble mesurable £ dont ¢ est un point de densité
supérieure droite égale a4 un %) tel que on ait
r(t')—x(t)

1 " =4

t’-t-f tl — ¢ ’
on dit que A est une dérivée droite sur une épaisseur supérieure
égale & un de la fonction x(f) au point ¢ (plus briévement, nous
convenons de dire que A est une dérivée essentielle droite de x(t)
au point £). Pour le cdté gauche, on a une définition symmétrique.

1) Tous les nombres de cette Note sont réels.
%) Clest-a-dire lim (b kY1 u[k (t,—h, t,4 k)] =1 pour h—>»0, k—>0,
h=0,k=0h4k>0 (M signmtie la mosure lebesguienne de M ).

3) C'est-d-dire limsup h—1 u [E- (¢, t 4+ h)] =1.
h=04 :
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On connait le théoréme suivant trés remarquable, dt 4 MM. Den-
joy?) et Khintchine ®): Soit #(¢) une tonction mesurable et finie
dans un intervalle (a,b); dans tous les points ¢ de (a, b), excepté
au plus un ensemble de mesure nulle, un de deux cas suivants se
présente:

1). z(¢) posséde an point ¢ une dérivée approximative finie.

2). Au point ¢, chacun des deux nombres -} co et — oo est
une dérivée essentielle droite et gauche de z().

Je vais ajouter  ce théoréme deux compléments. Pour commencer,
je vais: ‘démortrer -le théordme suivant:

Théoréme 1. 11 existe une fonctton x(t), continue dans Ulinter-
valle (fermé) O, 1> et telle que Uon ait

z(t') — x(t)|

limap‘ e

rat
presque partout dans {0, 1>.
Ici, c’est done le cas 2) du théoréme de Denjoy-Khintchine
‘qui se trouve réalisé presque partout; et, au surplus, on voit que
pour cette fonction les valeurs limites finies de (z(t') — x(¢)) : (¢’ — ¢)
sont pour ainsi dire négligeables & coté des valeurs -}-oco et — oo.
Mais les fonctions ayant cette propriété ne sont que des fonctions
exceptionnelles dans l'espace des fonctions continues. En fait, nous
allons démontrer le théoréme suivant, qui montre que, pour la
plupart des fonections continues, les valeurs limites de (x(¢') — x=(1)):
{t —t) sont au contraire dispersées d’une maniére complétement
‘uniforme parmi tous les nombres réels:

Théoréme 2. Il existe, dans Pespace C3), un résiduel A jouissant
de la propriété suivante: & tout x(t)e A on peut faire correspondre un
ensemble B (x(t)) de mesure nulle tel que tous les nombres réels (y com-
pris 0o et — oo) soient des dérivées essentielles droites de x(t) & tout
point te(0,1) — B(x(?)).

‘ 1) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables, Ann. Ecole
" normale 33 (3), 1916, p. 127—222,

3) Recherches sur la structure des fonctions mesurables, Rec. math. Soc. math.
Moscou 31 (1924), p. 266—285 et 877—433.

3) C est I'espace de toutes les fonctions z (?) réelles et continues pour 0 <t=<_1,
avec la définition usuelle de I'écart. Toutes les notions relatives, tant qu’il s’agit
des ensembles de fonctions, soat & interpréter par rapport & I’espace C. Un rési-
duel est le complémentaire d’un ensemble de premiére catégorie, C étant lui-méme
de seconde catégorie, un résiduel ne peut pas étre vide,
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. (Il est inutile d’énoncer le théordme tout-a-fait symmétrique pour
le coté gauche). ‘

Remarquons encore que le théordme 1°* se trouve en une liaison
étroite avec quelques théorémes bien connus que voici: x(f) étant
une fonction finie absolument quelconque, la relation

lim z(t 2 — z(t) —o
et t '_t

n'est pas valable que dans un ensemble de valeurs de ¢ de mesure
nulle. On peut généraliser ce théoréme de M. Banach !) dans deux
directions différentes: d’'un cdté, on peut remplacer l'expression
(®(#) — z(2)) : (' —t) par sa valeur absolue, de I'autre coté, on peut —
au moins si z(f) est mesurable — remplacer lim par lim ap; dans
les deux cas, le théoréme subsiste #). Mais, d’aprés notre théoréme 1°r,
il n'est pas permis de généraliser le théoréme de M. Banach dans
les deux directions simultanément.

§ 2. Démonstration du théoréme 1°r,

Nous construisons tout d’abord deux suites de nombres positifs
ky, kgy..; dy,ds,... jouissant des propriétés suivantes (pour n=1,2,..):

n 1 -
® Y bn<gglbmi () ks >2"k;  (©) k> 25;

m=1

(d) §1k,, _bll/k—” > %Vk_,‘, (e) 5— est un nombre pair;
(f) kn+1 dn+l < 2t dn ’ (g) kn+l dn+l < %kn dn; (h) dn-H < 2 d" *

L'existence de telles suites est manifeste. Ensuite, nous définissons
z,(t) de la maniére suivante:

1
"0 2d,

pour t=2ld,,(l=0,1,2 ) on a x,(t)=0;

1) Sur les ensembles de points o la dérivée est infinie, C. R. 4cad. Sc. Parts,
173, 1921, p. 457—459.

) La premiére généralisation est dle & MM. Saks et Zygmund, Sur les
faisceaux des tangentes i une courbe, Fund. Math. 6, 1924, p. 117—121; la se-
conde est une conséquence directe du théoréme de Denjoy-Khintchine.
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1
’uln’_27
pour 14, St=(+1)d, (1=0,1,2., 7 —1),

z,(t) est une fonction linéaire.

pour t=(2l+l)d,,(l=0,l,2 —-1) on a z,()=k,d,.;

L'image de la fonction z,(f) se compose alors de d;' segments
rectilignes dont les coefficients angulaires sont alternativement £k,
et —k,. On a toujours (voir (g))

(1) 0 é xn(t) é kll dn é 2—'+1k1 dl )

done, la fonetion

z(t) =2‘ x,(t)

k=1
est une fonction continue dans <0, 1). Nous allons démontrer qu’elle
jouit de la propriété annoncée au théoréme 1er.

Nous allons appeller ,points du z-éme ordre“ tous les points Id,
(l= 0,12,..., dl) Pour chaque » soit Z, l'ensemble de tous les
points de lintervalle <0,1> dont la distance du chaque point du
n-éme ordre surpasse 27"d,. Soit E=Ilim inf £, = b/ E,; en

neoo n=1k=n

posant #=<(0,1>— E, F,=<0,1>— E,, on aura évidemment
uF, =2 F—I 3 F, dod pF< 321 =9 pour

n=1 k=n ke=n

chaque n, donec u F'=0, p E= 1. Pour compléter la démonstration,
il suffira donc de démontrer: pour chaque # ¢E on a

@) lim ap| |L_—-—(‘) — () _
-tot - to l

oo 1),

Smt done #, un point de E qui va rester fixe dans la suite.

I ex1ste alors un nombre entier n, > 1 tel que # e T E,.
n=ng
Nous désignons pour n=>n, par 7, le point du n-éme ordre

qui satisfait aux inégalités ¢, <<, <{f, -+ d, (donc tous les autres

1) A cause de la symétrie de x(f) et de E, on peut se borner & la considé-
ration de la limite approximative du cdté droit, par exemple,
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points du n-éme ordre sont ou bien <C#, ou bien > 7,). L’asser-
tion (2) va évidemment étre démontrée, si nous démontrerons le
lemme suivant:

Lemme 1. Soit n=mn,; pour chaque T de Uintervalle v,,, =
=T<r+, soit M(T) Vensemble de toutes les valeurs t de Uintervalle
t, <<t = T, pour lesquelles

‘x(t) z(ty)

t— 1,

<3 Ve
alors on a
1, 72
® wM(T) < (gt =) (T — o)
V.
(Remarquons que k,—> co & cause de (b))
Démonstration. »n étant fixé (=n,), désignons par N l'en-

semhle de toutes les valeurs de ¢ qui satisfont aux inégalités

lh <t= 1, i (t)

| t__t < Vlc.

Evidemment on a (pour 7,, = T=1,)

(4) M(T)= N-<t, T>.
A cause de ¢ e £, E,,, on a (voir (h))

(5) 21 d,,+| < Tny1 — to < dn+1 <2™ dn < T, — 1.
Pour

(6) b+ 27" (T — ) ST,

on a (voir (a), (1), (6), (g), (5). (f), (¢))

n—1
v L, (8) — a0, (ty) y 1
2 t__——-——t | 2km<ﬂ-,an,

| mes] M=)

me=n4-2 t o to me=n+2 n+l - to

< 2kn+2 dn+2 22 + n+1 < < 10 V—
d’on

"’(t) — () Zu(t) — @all)  Tnya(t) — nya(to)
T t—1, t— 1, t—1,

<z Vk-
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Mais pour les valeurs de ¢{ que mous avons en vue, on a évi-
demment (z,() — x,(%,)):(t—t,) = + k,.

Les deux cas étant tout-d-fait symétriques, il en suffit de con-
sidérer le premier (4 %,). On aura done

|2(t) — =(ty) A T, 41(t) — Tppa(ty) 1
() l-T—_to_—L"— * t-t0+ <5Vk7

pour toutes les valeurs #, satisfaisant aux relations (6). Ceci étant,
nous allons montrer que

(8) NC<to to + 27(Taps—1)> + < Tns1s Tngr + 2hngr duga k7).
En effet, pour ¢, 27" (7,4, —t,) <t <7,y OD &
@na(t) — Tuga(f0)): (F—to) = £ gy
d’ou (voir (7), (b), (d))

z(t) — z(t,) 1 1y,
l"Ttoo >kn+1_kn~—_5l/k‘n>§m1

de méme, pour 7,2k, d, 1, k' <<t=<, on a (voir (1))

1
|$u+1(t) - xn+1(to)| : lt“‘ to! < kn-H dn+1 21 kn-l—l d.} n+1 k, = gkm

d’ot (voir (7), (d))

|z(t) — x(fy)] 1 1y 1
= °’>kn —gk,.—ngn>§m-

Soit I, = T+ 1dns1s Tapa+ (0+ 1) doyy>, ol I parcourt tous
les nombres entiers de lintervalle
9) 0 IS 2k B

Chaque nombre ¢ de l'intervalle {7,y, T,41 + 2knp1 duy k') étant
contenu dans un (au moins) intervalle I;, on a d’aprés (8)

(10) N C <oy by + 27" (Tp40 — 10)D +2‘ NI,
O§l§ an-l-l k:l
Evaluons u[NI]. Soit 7, I'ensemble de toutes les valeurs ¢,

pour lesquelles

n ) — n i/
(11) tel, ﬁ%_—:%ﬂﬂ-yk, =V«
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Pour ¢t&1,— Z, on aura alors (voir (7))

z(t) — x(t;) 1 1
!__t——t:— >VE—‘5‘ VE»>§ W‘:.

done tel,— N1I,, dod
(12) NI,C Z,.
Evaluons uZ;: pour tel,, on a ou bien @, (f)=_{—7,1—1dat1)kuts.

ou bien .2‘,,+1 (t) = k”+l d,,_'_] _(t_ 1,,+1—ld,,+1)k,,+]. Posoﬂs xn_‘_l(to):yo;
les relations (11) entrainent alors ou bien la relation

=V,

b Ty — By —
! ( Tn+1 tl du;-l) n41 .’Io + kn
\ - %0

ou bien la relation

!(t‘— Ta41— lda+1t) kn-i-tl_ n+xdn+x+ Yo kn‘ = Vla
— b

En observant que ¢t —#) < (14 1) d,y; + (Toya — ) < (4 2)dpyy,
on en déduit les deux relations suivantes, correspondant respecti-
vement aux deux cas indiqués:

'(t - to) (kn+l + kn) + (tO — Yn41 ldn-H) kn+1 - ?/o| < (l _*'_ 2) dn+1 ku?

[t —to) (kpyr — Ka) = (bo — Tnga — Udnn) Knps — Knpa dua + 90| <
< U+ 2) dupi V&

Done, l'ensemble Z, est contenu tout entier dans un intervalle
dont la longueur ne dépasse pas le plus grand des deux nombres

20+ 2) dpps VEu Bops + 52y 2042) duga VB, (ugs — k)7, dlodt
(voir (b))

(13) 42, < 40+2) dua Vs -
Soit maintenant 7,4, = 7'=+7,; nous allons distinguer deux cas:

A. Soit %,y + 2knp1dapi ki) = T=7,; alors on a, d'aprés (4),
(10), (12), (13)

pM(T)) < 27" Gup— to) + Y 40+ dass VB - By
0=SIS k!
< 2" dppy + 4 (2knga b7 4-2)? dnsa Ve, ks
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Mais, d’autre part, 7—1{, > 2k, 1 d, k7> d,,,, d'ob (remar-
quons que 2K, 1k, 42 <4k, k7t et 26 < 72)

[ M(T)] < (2‘—+;—f-) (T— 1),

B. Soit 741 = 7T < Tap1+ 2knt1 dupa k735 il existe alors un nombre
entier / de lintervalle (9) tel que Te/, On a alors d’aprés (4),
(10), (12), (13)

a[M(T)] < 27" (Faps—t) + Y 44+ 2) duy, Verry.
A=t
Si 1=0, on aura T'—# =17,1,—f > 2"1d,,,, dol (voir (b))

pM(T)] < (2" + 8 Vi, iy - 204 (T — 1)

1
< T —
( Vk )( fo)
Si 1>0, on auwra T—t,>ldyy >1,,—1t, |4+2<31 dou
(voir (9))

p[M(T)) = 27 (T— to) + 40+ 2)*d,p Vo, b
S 27(T—ty) + 361V, by (T — 1)

1
<l |- ____ —_
= (2,, Vk‘n) (T—t,).
Nous avons ainsi démontré I'inégalité (3) dans tous les cas possibles.

Remarque. La fonction z(¢f) que nous avons construit satisfait
a la relation
. ') — x(t)|
4 lima IL___ =
(14) lr'-tp v —t ’
presque partout dans <0,1>. On en peut facilement déduire une
fonction y(#) de la deuxié¢me classe de Baire, satisfaisant & la relation

. W(t)—‘y(t)]
(19) limap (= — |

partout dans (0, 1). En effet, soit G (C(0,1) un ensemble de mesure
nulle qui est un G, et qui contient tous les points te(0,1) pour
lesquels (14) est en défaut, Posons y(f) = (¢) pour ¢¢<0, 1> — G,
y(t)=—1 pour teG; pour teG, la relation (15) est évidente
& cause de la relation y(#) —y(t)=x(#)+ 1=1, valable pour
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presque toutes les valeurs ¢ (remarquons que x(#)=0); pour
te(0,1) — @G, la relation (15) est une conséquence de (14), parce
que y(t')—y(t) ==x(t') — x(t) pour presque toutes les valeurs ?'.
Enfin, y(¢) est une fonction de la deuxiéme classe de Baire, étant
continue sur chacun des ensembles G et {0,1> — G, dont le pre-
mier est un G, le deuxi®me un F,Y).

§ 3. Démonstration du théoréme 2¢me,

Soit (a, b) un intervalle fini; nous dirons que (a, b) est un inter-
valle essentiel de la fonction x(f) au point ¢, s'il existe un ensemble
mesurable £ dont ¢ est point de densité supérieure droite égale
4 un tel que les relations ¢ ¢ E, ¢’ > ¢ entrainent les inégalités

z(t') — z(t)

a << r— < b.

Nous allons montrer: pour démontrer le théoréme 2%me il suffit
de démontrer le lemme suivant:

Lemme 2. Soit (a, b) un intervalle fini. Soit A(a, b) Uensemble de
toutes les fonctions x(t) e C qui ont la propriété suivante: DPintervalle
(a,b) est un intervalle essentiel de z(t) & tous les points t <0, 1,
excepté au plus un ensemble de valeurs ¢t de mesure nulle. Alors A(a, b)
est un résiduel.

En effet, supposons que le lemme 2¢me goit démontré. Soit
(16) (a,, by), (ag, by),...
la suite de tous les intervalles & extrémités rationnelles. Soit
A= ﬁ A(a,, b,); donc A lui-méme est aussi un résiduel. Soit

z(t) e A; soit B,(x(t)) 'ensemble de toutes les valeurs £ e (0, 1), pour
lesquelles (a,, b,) n'est pas un intervalle essentiel de z(f); on a

u[B,(x(t)]=0. Posons B (z(f))= E‘ B,(z(t)); on a alors u[B(x(t))]=0.
Soit maintenant £ ¢ (0, 1) — B(x(¢)), — oo < ¢ < oo; nous allons

montrer que ¢ est une dérivée essentielle droite de x(f) au point ¢

1) Voir p. ex. H. Hahn, Reelle Funktionen I (Leipzig 1982), p. 287, théo-
réme 35 °2°7.
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Soit (ax,, b)) (n=1,2,...) une suite partielle de (1), pour laquelle
a;,~> € b, —e. Pour u > ¢ soit

a:(t’ a:(t)

H,(u)= (a,,< <bs,; t<t'<u)

(as,, bs,) étant un intervalle essentiel de z(¢) au point ¢, on peut
choisir une suite de nombres positifs &,, &,,... tels que

1 1
b <oy W B 1+h)> (1 — 2) e

Posons H =3 (t + hyy,, t - h,)- H, (¢ + h,); on aura:
nel

u[H- (¢ t+ b)) > (1 —-3) by lim, 2O =D _,
n Hatt t—t _
q e d

Pour démontrer le lemme 2éme, posons % (a+4-bd)=c¢, % (b—a)=d

(donc @>0). Pour z(¢)eC soit E(x(¢)) l'ensemble de toutes les
valeurs ¢ ¢ (0, 1), pour lesquelles I'ensemble

x(t') — x(_t)

E( v —t

#

—c <d)

posséde au point ¢ une densité supérieure droite inférieure i wun.
Evidemment u[E(z(f)] > 0') équivaut & z(¢t) e C — A(a, b).

Soit E,(z(t)) I'ensemble de toutes les valeurs ¢¢ (0, 1), pour les-
quelles on a

17) u[t,(}x(?_“’m '<d t<t’<t+u)] (1———:;)

pour toutes les valeurs u de lintervalle 0 <u = % (Remarquons

que Pon peut mettre (17) sous la forme équivalente
v n

T —t /
On a évidemment E(z(t) = s E,(x(t); alors la relation
nel

1) La mesurabilité de tous les ensembles envisagés dans la suite est manifeste,
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u[E(z(t))] > 0 équivaut & la propriété suivante: il existe edux nom-'
bres entiers positifs n, k tels que u[E,(z()] = k. ~
Soit C,(a, b) 'ensemble de toutes les fonctions z(f) € C, pour les-

quelles on a u[E,(z(t))|]=k*; on a alors C— A4 (a, b) = 33 Coi(a, b)
n=l k=]

et il nous suffit de montrer que C,;(a, d) est non dense. Pour cela,
il suffit & son tour de démontrer les lemmes suivants:

Lemme 3. C,,(a,b) est fermé.

Lemme 4. K étant une sphére quelconque de Uespace C, Pen-
semble K — C,,(a, b) n'est pas vide.

Démonstration du lemme 3. Soit z,(f)— () uniformément
pour 0 <t =<1. Soit u[E,(x,(!)) =k"; il faut démontrer l'inégalité

By (@(t)] = k. Soit F = lim sup E,(x,(t))-_—ﬁl E: E,(z(f); done
{mo0 -] le-

uF =k 1l suffit alors de démontrer que F'(C E,(x(f). Soit donc
te F. 1l existe alors une suite partielle y,(f) == x,(f), ys(f) = z,(t),...

<y <L...) telle que te E,(yn(t) pour m=1,2,... Soit 0 <u=<S —’1;;
d’aprés (18), on a

u[y( ym—(t;),—w—;lh"(t—)~c!|gd, t<t’§t+u>]g£.
Soit
G(t, u) = lim sup f( ”—’"—(—tg:—;:/”'(g——cigd, t<t’§t+u);

on a uG(, u g% D’autre part, pour # ¢ G(f,u) on a (3 cause
de yn () >2(?)

M(‘)—cigd, bt <t u

' —t
c’est-A-dire
G, u)CE( “(t;?—f(—t)~—c! >d t<t < t-|—u);
[ -

done, la mesure de ce dernier ensemble est = 11: Alors te E, (:c(t)).'

q. e. d.
Démonstration du lemme 4. Soit K une sphére de l'es-
pace C. Il existe alors un polynome w(f) e K et un nombre » > 0
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tel que les relations z(f) e C, |2(f)] < r (pour chaque ¢¢<0, 1>) en-
trainent la relation w(f)+ 2(f)e K. Il existe ensuite un nomber
P > 0 tel que les relations 0 <t <1, 0 <¢ <1, t=¢ entrainent

w(t) — w(t)
——

<P—lel, |w'(®)<P—le|.

1l existe enfin un nombre entier m >0 tel que P<mr et tel
que les relations 0=t<1, 0<¢'=<1, 0 <|t—#|=<m? entrai-
nent

‘w(t — w(t) W)

- lw' (t') — t)|<2

d
§a

Nous définissons une fonction 2(¢f) pour 0=¢{=1 comme il
suit:

Pwrh:%Wn:QL&mm)mhdﬂ=Q

3 s+1 1 .
<< —_— = ‘e —
Pour - =St pon T (s=0,1,2,..., m — 1) soit

0= oG9 (-2)

s+1 1 s+1 .
T << T N S
Pour o 2km_t_. - (s=0,1,2,..., m—1) soit 2(¢)
une fonction lindaire.

On a alors
(A << (max |w'(¢ )l i
2] << (max o' ()] +ef) - L <o <y
done w(?) + 2(f) € K.

. 1 1 .
D’autre part, soit - <t < ’ + Y™ (s entier, 0=s<m—1).

Alors il existe un nombre u tel que 0 <C ué% et tel que ¢4 u<<

s+4+1 1 .
—_— 4 'int ' <
< STms Pour tous les #' de lintervalle ¢t <<t'<<¢- u on

aura (avee |3 < 1)
wt') + 2(t) — w(t) —2(t) ol = ‘M_ w' (i)_‘_ c—ec

vt T m
=prqyﬁj+3%<d
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d’o

[ (ot e) et

c

= d, t<t'_S_t+u)]=0<%;

Id

donc ¢ n’appartient pas & E,(w(t) 4 2(#)); I'ensemble E,(w(t) 4 2(#))
est donc tout entier contenn dans la somme des intervalles

s1 1 s41
( + "'n‘ Y (6=0,1,2..., m—1);

m  2km’

donc sa mesure est §%<%, nous avons done

w(t)+ 2(t) e K — C,4(a, b), q. e d.
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