Jarnik, Vojtéch: Scholarly works

Vojtéch Jarnik
Uber die stetigen Abbildungen der Strecke

Monatshefte fiir Math. u. Phys. 41 (1934), pp. 408--423

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500743

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic
provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic

delivery and stamped with digital signature within the
\ project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library

http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/500743
http://project.dml.cz

408

Uber die stetigen Abbildungen der Strecke.

Von Vojtéch Jarnik in Prag.

§ 1. Einleitung; Resultate.

Es sei k ganz, k=1. R* sei der k- dimensionale cartesische Raum.
Die Entfernung zweier Punkte P—(x,, 25, ..., %), @ = (41, ¥, - - -, Yx)

k
aus R* werde immer mit ¢ (P, Q) bezeichnet, also ¢ (P,Q)= (¥ (x,—y,)2);.
i=1

Mit C* bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f einer reellen Ver-
dnderlichen ¢, die folgende Eigenschaften besitzen:
1. f(t) ist definiert im Intervall [0, 1]%).
2. Fiir jedes ¢ € [0, 1] ist f(¢) ein Punkt von R, d.h. f(¢)=(/,(®),
So @), ..., fx(®), wo die f; () reelle Funktionen von ¢ (fiir ¢€[0, 1]) sind.
3. fist stetig (d.h. die reellen Funktionen f;(¢) sind stetig in [0, 1]).
Definieren wir fiir feC* ge C* die Entfernung p (f,¢9) durch

e (/9 =ol\_gg ° (f(®), 9 (@),

so wird C* offenbar zu einem vollstindigen metrischen Raum ?).

Wir werden einige Sitze beweisen, welche dariiber berichten,
welchen Bedingungen die ,,meisten“ Funktionen von C* (genau gesagt:
alle Funktionen von C*, mit Ausnahme einer Funktionenmenge erster
Kategorie) geniigen.

1) [a,b] bedeutet stets ein abgeschlossenes Intervall.

%) Also ist C* in sich von zweiter Kategorie. Alle Relativbegriffe beziehen
sich im folgenden auf den Raum C* bzw. R¥. M e C* heiBt eine Residualmenge,
wenn Ck¥—M von erster Kategorie ist. Ich benutze oft — ohne sie immer aus-
dricklich zu erwihnen — die triviale Tatsache, da8 der Durchschnitt von héchstens
abzihlbarvielen Residualmengen wieder eine Residualmenge ist. Mit dem Zeichen p
bzw. ¢ bezeichne ich auch die Entfernung eines Punktes von einer Punktmenge
in Ck¥ bzw. R* usw. 8(d4) ist der Durchmesser der Punktmenge 4. Fiir feCk,
A <[0,1] ist f(4) die Menge aller Punkte f(f) e R* mit ¢ e 4; statt f([e,b]) schreiben
wir auch einfacher f[a,b]. Die Menge aller Punkte @ eines metrischen Raumes,
deren Entfernung von einem Punkte P kleiner als eine positive Zahl » ist, heiBt
eine Kugel dieses Raumes (mit dem Mittelpunkt P und dem Radius »). Kugeln des
Raumes R?* heifen auch Kreise.
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Satz 1. Fiir jedes ganze k=1 gibt es in C* eine Residualmenge
Sk, so daf} jede Funktion fe S* folgende Eigenschaft besitzt:
1. Fir k=1: Ist 0=a<<B=1, so ist Mm f(t)<Maxf(t) und

ast=f

2u jedem y mit
Min f(t) <y < Maz f(t)

ast=p ast=p

gibt es unendlichviele Werte von t, welche den Bedingungen
2=t=8 f(H)—y
geniigen.

2. Fiir k=2: ) Ist t;€[0,1] fir i=1,2,3, t,==ty £ b= 4, 0
ist nicht f(t,)=f(ts)=S(t;); P) Ist 0=2a<P=1, so gibt es zwei
Werte t,,t, mit a =8, < t, =B, f(t,)=S(t)-

3. Fiir k>2: Aus 0=t, <t2,§1 Jolgt f(¢,) +/(t)3).

Wir sehen, daB die fiir ¥ >2 vorhandene Schlichtheit von f fiir
k=2 und noch mehr fiir k=1 zerstort wird. Der Satz 1 handelt von
den Funktionen f; die beiden folgenden Sitze berichten dagegen iiber
die durch die Funktionen vermittelten Bilder f [0, 1].

Satz 2. Fiir jedes ganze k=1 gibt es in C* eine Residualmenge
Vk, so daf} fir jedes feV* die Menge f [0, 1] eine Kurve ist¢).

Man weiB seit Peano, daB es fiir k=2 solche feC* gibt, fiir
welche f[0,1] eine k-dimensionale Menge ist; nach dem Satz 2 sind
aber solche Funktionen als Ausnahmen zu betrachten. Wie die Kurve
J[0,1] fiir die ,meisten“ Funktionen feC* aussieht, dariiber berichtet
der folgende

Satz 3. Fiir jedes ganze k=1 gibt es in C* eine Residualmenge
W*, so daf} jede Funktion feW?* folgende Eigenschaft besitzt:

1. Fir k5 2: f[0,1] ist ein Bogen®).

2. Fiir k=2: Ist 0=a <PB=1, so ist jeder Punkt der Kurve
S, B) ein irregulirer Punkt dieser Kurve f[x,8]¢).

Fiir #4-2 bekommt man also die topologisch einfachste Kurve,
fiir k=2 dagegen recht komplizierte Kurven.

Wir bemerken gleich, daB die Sitze 2 und 3 fiir 32 aus dem
Satz 1 folgen. Denn fiir k=1, fe S ist f[0,1] mehrpunktig, also eine

3) Wenn aus a <t <t, <b folgt f(¢)*f(¢), sagen wir auch, dag f in [a,d]
schlicht ist.

4) Eine Kurve ist ein eindimensionales Kontinuum.

%) Eiu Bogen ist ein topologisches Bild der Strecke.

%) Ein Punkt P heiBt ein irregulirer Punkt der Kurve K, wenn es ein >0
gibt mit folgender Eigenschaft: Ist U eine Umgebung von P mit 8 (U) <w, so ist
der Durchschunitt der Kurve A mit der Begrenzung von U eine unendliche Menge.
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Strecke, also ein Bogen, also eine Kurve. Fiir £ > 2, fe S* ist f schlicht
in [0,1], also ist /[0,1] ein Bogen, also eine Kurve. Ebenso ist die
Behauptung 3 des Satzes 1 fiir k=2 eine Folge des Satzes 3. Denn
fir feW?, 0=« <P =1 ist nach dem Satz 3 die Menge f[«, ] kein
Bogen, also ist f nicht schlicht in [«,£]. Wir sollen also noch be-
weisen: den Satz 1 fiir k=1 und 2> 2 und die Behauptung «) des
Satzes 1 fiir £ =2, endlich die Sitze 2 und 3 fiir £=2. Darunter ist
nur der Beweis des Satzes 1 fir k=1 und hauptichlich der Beweis
des Satzes 3 fiir k=2 etwas schwieriger; die iibrigen Beweise sind
fast trivial.

§ 2. Beweis des Satzes 1 fir £L=1.

Hilfssatz 1. Es sei k gane, k=1. Es sei H* die Menge der-
jenigen fe C*, welche in mindestens cinem Teilintervalle des Intervalls
[0,1] konstunt sind. Behauptung: H* ist von erster Kategorie.

Beweis. Es sei [x;, £,], [, B:], . . . die Folge aller Teilintervalle
des Intervalls [0, 1] mit rationalen Endpunkten. Es sei H* die Menge

aller in [«,, P»] konstanten Funktionen feC* Wegen H*=— SH k ge-
n=1

niigt es zu zeigen, daB die H* nirgendsdicht sind. Es sei also K eine
Kugel des Raumes C* mit dem Mittelpunkt / und dem Radius r; wir
sollen die Existenz einer Kugel K’ K . (C* — H*) nachweisen. Es gibt

offenbar eine in [a,, 3,] nicht konstante Funktion g € C* mit p (f,9) < 7:;
also ist 8, =0 (g [¢s,Ps]) > 0. Es sei K’ die Kugel des Raumes C* mit

dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius Min (%, —Zl) Aus ¢ e K’ folgt also

erstens ¢ € K, zweitens
8 (9 [otn, Bu)) = 8 (g[2n, a]) — 20 (g, 9) > O,

also ¢ e C*— H}; also ist K'e K. (C*—HF), w.z.b.w.

Wir zeigen nun, daf der Satz 1 fiir k=1 aus folgendem Hilfs-
satz folgt:

Hilfssatz 2. Es sei 0=a <B=1; A (x,8) sei die Menge der-
Jenigen f¢ C1, welche folgende Eigenschaften haben: Ist

Min f(t) <y < Maz £ (1),
B ast=p

ast=s

so gibt es umendlichviele Werte te [«,8], fiir welche f(t)=1y ist. Be-
hauptung: A (x,B) ist eine Residualmenge.

Gesetzt, der Hilfssatz 2 sei wahr. Es sei [«;,8,], [%, 8], . . . die
Folge aller Teilintervalle des Intervalls [0, 1] mit rationalen Endpunkten.
Wir setzen
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=(01_H1).fiA(an, Ba)s

dann ist S? eine Residualmenge. Es sei /¢S, 0=« <{l=1. Wegen

JeCt— H! ist Min f(t)<Max f(t) Ist weiter
a=t=§

Min f(5) <y < ’\Iax f(t),

a<t=p
so kann man ein 7 so finden, dafl
4 < fxn< Hn< B, Mln f(t) < ,1/ < Max f(t)7

n——n n——n

wegen feA (xn,2.) gibt es unendlichviele Werte ¢ ¢ [#n,2.] = [2,£] mit
JS(t)=y. Also: jedes fe St besitzt die im Satz 1 fiir k=1 geforderten
Eigenschaften, w. z. b. w.

Beweis des Hilfssatzes 2. Es sei 0 =« <2=1, n ganz, n>1.
Es sei K, die Menge derjenigen fe C1, die folgende Eigenschaft haben:
es gibt mindestens einen Wert y mit

Min f(¢) + — <y<\!1ax f(t)———
ast<B
welchen die Funktion f im Intervall [«, ] weniger als #-mal annimmt.
Offenbar ist ¥ E,—=C'— 4 («,0); es geniigt also zu zeigen, daB die
n=2

E, nirgendsdicht sind. Es sei also » ganz, n > 1; es sei K eine Kugel
des Raumes C1; wir sollen die Existenz einer Kugel K'= K.(C*—E,)
nachweisen. Es sei f der Mittelpunkt und » der Radius von K. Es

gibt offenbar eine stiickweise lineare Funktion g€ C! mit p (g, f)<
dann gibt es ein p >0, so dab aus 0=¢ <<t =1 folgt

’y(tt’?:—f(t)‘ < p.

Es sei A =Min (%, —Z—); es sei m >0 eine gerade Zahl, die so groB
ist, daB
(1)

ist. Wir definieren eine Funktion % e C1 folgendermaBen: fiir

7§t<8:1 sei h(¢) linear (fir 0=s=m—1); fir gerades s sei

2 ,

n—+ 2

<A3“-1,

n+42 A
Er— P<7

h(—) =0, fiir ungerades s sei h( )_7\(0§s§m).
m
Es sei K’ die Kugel des Raumes C! mit dem Mittelpunkt g + 2

und dem Radiusl-' dann ist offenbar K’ = KA. Wir sollen noch

4 9
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K’ =(C,— E, nachweisen. Es sei also ¢ ¢ K, also

@ (=g +h(®)+E®, wo EeC Max |5()] <7
Wir sollen zeigen, daB ¢ e C,— E,. Mit anderen Worten: es sei
®) Min (0 + 5, <y < Mox o) — 3

wir sollen zeigen, daB dann die Funktion ¢ (¢) den Wert y im Intervall
[%,£] mindestens n-mal annimmt. Aus (2), (3) folgt

 Min y(t)—— + %—}2—<y—~< Max () + 2+ ,_%_%’
also (wegen A = ; )
Mtln g() < y——— < Max g(t)
Es gibt also ein #,, so daf
@ 1Sty =6 g () —y—
Wegen (1) gibt es ein Intervall [, 7,], so daB
Ty, — ”:2, A= =t =7, = b
Es gibt dann ein gerades s, so daf die n+1 Punkte ;ns—, szl y e

s+n s-l-z
m

in [7y,7,] liegen. Wird

=u; gesetzt (1=0,1,...,7), SO
gilt nach der Definition von h. fir gerades 4 ist nach (2), (1), (4)

W,.)=g<u,>+g<u,.><g(to)+p lue—to] + 5 =g () +

+n+2

p+ <9(to)+——?/.
fiir ungerades 4 ist dagegen nach (2), (1), (4)
<p(m)=g(u,-)+)\+E(u,)>g(to)—-—p.]u¢—to|+7\—£—§
= gt)—"E2p+ 2 S0+ 5y =v

Also: In jedem der #» offenen Intervalle (wi, #i4:) O=i=n—1)
nimmt die Funktion ¢(f) den Wert y mindestens einmal an, w.z. b.w.

Zusatz. Der Satz 1 fiir k=1 besagt insbesondere (fiir x=0, f=1)
daB jede Funktion f der Residualmenge S! im Intervall [0, 1] jeden
ihren Wert, den maximalen und den minimalen Wert ansgenommen,
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unendlich oft annimmt. Fiir diese beiden extremen Werte gilt im Gegen-
teil folgender
Satz 4. Es sei U die Menge derjenigen Funktionen fe C1, welche

den Wert Max f(t) mehr als einmal im Intervall 0 ==t <=1 annchmen.
0o=<t<1

Behauptung: U ist von erster Kategorie. (Derselbe Satz gilt freilich
auch mit Min statt Max.)

Beweis. Fiir ganzes » >1 sei U, die Menge derjenigen feCt,
welche folgende Eigenschaft besitzen: Es gibt zwei Werte #,,f, mit

0SLSLO0SHSL [6—4]> 4, /) =/(t)=Max /().

Wegen U=% U. gentigt es zu zeigen, daff die U, nirgendsdicht sind.
n=2

Es sei also » ganz, n>1; K sei eine Kugel des Raumes C' mit dem
Mittelpunkt # und dem Radius ». Wir sollen die Existenz einer Kugel
K e K- (C*— U,) nachweisen. Es gibt ein ¢, mit 0 =1¢,=1, f()=

Max f(f). Wir definieren % e C! folgendermaBen: fiir |t—1%,|= L

o=t=<1 2n
sei /(f) —0; fiir £—1{, sei h (f) =5 fir fy—5—=t=t, und fiir
t=t=t,+5- sei h(t) linear?). Es sei K’ dic Kugel mit dem
Mittelpunkt '+ % und dem Radius %; also K’ K. Wir sollen noch

K'e C'— U, nachweisen. Es sei also 9e¢ K, also

? () =/(t) + h(t) +E(), wo EeCt, Max [E()] < -

Es ist 9 (to) =/ (t) + 5 + E(t)> f(t) + 75 fir |t —t,| = 5,

0=t=1 ist dagegen o )=/ () +E(t) <S(t)+ ; <o (l);istalso

0=+=1, ¢ (v)=Max ¢ (¢), so mub t(,—51—<~:<t,,+L sein; also
o<t=1 n 2n

ist pe C1— U,, w.z. b. w.

§ 3. Beweis des Satzes 1 fiir > 2.

Es sei k ganz, k> 2. Fiir ganzes n>1 sei C* die Menge der-
jenigen feC* die folgende Eigenschaft haben: Ist 0 =¢ <t,=1,

ty—t, =n"1, so ist f(t,) F f(t). Wir setzen Sk= i Ck; offenbar ist

n=2

") Dadurch ist freilich 2 (¢) fur alle reellen ¢ definiert; wir betrachten aber
weiter die Funktion A als eine Funktion in [0, 1].
Monatsh. fiir Mathematik und Physik. 41. Band. 28
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S* genau die Menge aller in [0,1] schlichten Funktionen fe C*. Wir
sollen zeigen, daB S* eine Residualmenge ist; dazu geniigt es zu zeigen,
daB C*—C* nirgendsdicht ist. Es sei also K eine Kugel des Raumes C*;
wir sollen die Existenz einer Kugel K'=K C* nachweisen. Es sei f
der Mittelpunkt und » der Radius von K. Wir wihlen eine ganze Zahl
m>0 so, daB aus 0=t <¢ =1, &, —1¢ =m' folgt ¢ (f(t),

i) < % Wir konstruieren dann eine Funktion g = ¢ (f) = (g, (¢),
g2 (2), . . ., gi(?)) folgendermaBen: wir setzen g (0) = f(0) und konstru-

ieren dann g(#) sukzessive in den Intervallen |— s+1 s=0,1,2,...,
g m ) b

m )
m —1) so, daf folgendes gilt: 1. ¢;(¢?) (i=1, 2, .. ., k) ist linear und
nicht konstant in [Tf{’ %—]] s (f (s'H) (S'H)) < 10; 3. die

Menge ¢ [71—, s:;l] hat mit dem Streckenzug g [O, —;] aufer dem

Punkte g(—;—) keinen gemeinsamen Punkt (wegen k& > 2 ist dies offen-
bar moglich). Dann ist g € C¥; g schlicht in [0,1]. Es sei 0=t =<1,
also% =t= s%:—l fiir ein geeignetes ganzes s (0=s=m—1). Wegen

der Linearitit von g, (£) ist

6@(%%9@ﬁ§6@(%%9(n,b<%@( ) () +

+o () 7 () + = (55), o (D < B
also
5@, FO)=c@®), () +o6 () () +
+a(F(2), @) <0,
also

o (h) <%
Da g schlicht ist, so ist

z==Min ¢ {g(¢,), g (t)) >0,
wo sich das Zeichen Min auf den Bereich 0=4=1, 0=¢,=<1,
| t,— 4| ;% bezieht. Es sei K’ die Kugel mit dem Mittelpunkt ¢ und
dem Radius 3 Min (r,2), also K'e K. Fir heK) 0=t <t =<1,
t,—t, = n-1 ist dann nach der Dreiecksungleichung s (& (¢,), 4 (¢,)) >
>z—2§=0¢ﬁoﬂm¢hmnMmmtycxbgwnbm
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§ 4. Beweis der Behauptung o des Satzes 1 fiir £ = 2.

Eine Funktion ¢geC? (wo ¢(f)=1(g,(f), g9, (?)) ist) heile eine
Streckenfunktion, wenn folgendes gilt:

1. Es gibt endlichviele Werte 0=1¢, <t <t < ...<t=1, so
daB die beiden Funktionen g, (f), ¢;(¢) in jedem Intervall [¢, ¢;4.]
(¢=0,1,...,7—1) linear und nichtkonstant sind.

2. Je zwei Strecken g[fi, tit1], glt, ] O=i<b=r—1)
haben hochstens einen gemeinsamen Punkt.

3. Wenn 0 = 7, < 73 < 73 =1 ist, so ist nicht g(v,) =g () =g (7;).

Hilfssatz 8. Ist feC? 1> 0, so gibt es eine Streckenfunktion
g mit o (f,9) <7

Beweis. Wir wiihlen ein ganzes m.> 0 so, daB aus 0=t <# =1,

' —t= % folgt a (f (), F(IN< —g— Dann wihlen wir die Funktion

9=9(@ = (9, (¢), 9>(t)) sukzessive in den Intervallen [%, f’%]
(s=0,1,...,m—1) so, daf folgendes gilt:
1. 9.(Y), g.(t) sind linear und nichtkonstant in [%, s';l]

(3=0,1,... ,m—1).

2. 6(g (%), f(;ns—)) <% fir s=0,1,..., m.

3. Der Punkt g (8—33) liegt nicht in der Menge g [O, %]
(s=1,2,...,, m—1).

4. Die Strecke g [—5;, f%l] hat nur endlichviele Punkte mit

dem Streckenzug g [O, %] gemein (s=1,2,..., m—1).

5. Die Strecke g [ ° s_"tl] enthilt keinen der endlichvielen

m7

»Doppelpunkte“ des Streckenzuges g [O, 72-] (s=1,2, ..., m—1).

Dann ist offenbar g eine Streckenfunktion und wie bei dem Be-

weis des Satzes 1 fiir £ > 2 zeigt man, daB p (f,9) <7% ist, w.z.b.w.

Wir beweisen nun die Behauptung « des Satzes 1 fiir £k =2.

Fiir ganzes n > 1 sei D, die Menge derjenigen fe¢C2, die folgende
Eigenschaft haben: Es gibt drei Werte ¢,, ¢, {3 mit

1 1 1
(5) |t1—tz|§‘,{a |t1—ts|§71 Itz—’tﬂlg n o=t=1
(i=1,2,3),

so daB f(¢)=/S(t3)=s(1;) ist. Ist X® die Menge derjenigen f¢C?
welche nicht fiir drei voneinander verschiedene Werte #¢ [0, 1] den-
28 *
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0
selben Wert annehmen konnen, so ist offenbar X*=C2—X D,; es
n=2

geniigt uns also nachzuweisen, daB D, nirgendsdicht ist. Es sei also
K eine Kugel des Raumes C? mit dem Mittelpunkt / und dem Radius 7;
wir sollen die Existenz einer Kugel K'= K - (C?*— D,) nachweisen. Es

gibt (Hilfssatz 3) eine Streckenfunktion ¢ mit ¢ (f, 9) < 2; nach der

Definition der Streckenfunktionen ist

(6) z=Min (s (g9 (), 9(%)) + o (9 (), 9(t)) > O,
wo sich das Zeichen Min auf den Bereich (5) bezieht. Es sei K’ die
Kugel mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius Min (%7 —Z—); also K'= K.

Es sei he¢ K'; aus (5) folgt dann wegen (6) und wegen p(g,4) < %
die Ungleichung

6 (h (&), k(t)) + 5 (h(1), k(%)) > 0;
also ist he C2— D,. Also ist in der Tat K'e K (C?—D,), w. z. b. w.

§ 5. Beweis des Satzes 2 fir =2,

Ist feC?, so ist die Menge /[0, 1] eine zusammenhiingende kom-
pakte nichtleere Menge des Raumes R2 Es sind also nur folgende drei
Fille moglich:

1. f[0,1] ist einpunktig.

2. f[0,1] ist ein nirgendsdichtes Kontinuum, also eine Kunea)

3. f[0,1] enthiilt ein Quadrat, also auch ein rationales Quadrat ®)
der Ebene R:.

Wir wissen bereits, daB die fe¢ C* mit einpunktigen f[0,1] eine
Menge erster Kategorie bilden (Hilfssatz 1). Da es nur abzihlbarviele
rationale Quadrate @ = R2 gibt, geniigt es, wenn wir noch zeigen: Ist
Q ein Quadrat des Raumes R und ist C (@) die Menge derjenigen f¢C2,
fir welche Q<= 70, 1] ist, so ist C(Q) nirgendsdicht. Es sei also K
eine Kugel des Raumes C? mit dem Mittelpunkt f und dem Radius »
Wir sollen die Existenz einer Kugel K'= K (C*— C (¢)) nachweisen.

Es gibt (Hilfssatz 3) eine Streckenfunktion ¢ mit p (f, g) < % Da
9[0,1] ein Streckenzug ist, gibt es einen Punkt P € @ und eine Zahl

8 In R? -sind bekanntlich die nirgendsdichten Kontinua mit den Kurven
identisch.

9) Ein rationales Quadrat der Ebene R? ist die Menge aller Punkte (x,,x,)
welche den Ungleichungen a=z,<a+4d, b=sx,=b-4d mit rationalen @, b, d
(d > 0) geniigen.
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v.>0 so, daf kein Punkt P'¢R? mit 5 (P,P) <y zu ¢[0,1] gehort.
Ist ke C2, p (h,g9) < Min (%v y.), so ist ¢ K und der Punkt Pe ¢ gehort
nicht zu %[0, 1]. Ist also K’ die Kugel mit dem Mittelpunkt g und dem
Radius Min (;—, p-), so gehort jedes he K” zur Menge K - (C?— C(4)),

w. z. b. w.
§ 6. Beweis des Satzes 3 fiir & — 2.

Wir zeigen zundchst, daB dieser Satz aus folgendem Hilfs-
satz folgt:

Hilfssatz 4. Es sei 0=« <=1, 2 =7v=08, n ganz, n>1.
Wir bezeichnen mit A (x,8,v,n) die Menge derjenigen feC?, die fol-
gende Eigenschaften haben:

1. f[x, 8] besteht aus mehr als einem Punkte (also 8 (f[x,8])> 0).

2. Es gibt n Kontinua K,, K, ..., Ku—y mit jfolgenden FEigen-
schaften:

a) Kie f2, 8] fiir i=0,1,...,2—1.

b)) K. K;=0 fiir 0=i<j=<n—1.

) S(K) = % S(f[x, &) fir i=0,1,...,n—1.

Q) s (f (), K)< ~ fir i=0,1,.. ,n—1.

Behauptung: C2— A (x, £, ¥, n) ist nirgendsdicht.

Gesetzt, der Hilfssatz 4 sei wahr. Es sei (y, £y, 71), (%2, b2y Ya), - - -
die Folge aller Systeme rationaler Zahlen o, 8, v, mit 0 =4 < 3, =1,
o, = = @ Wir setzen

W= Ve ﬁ2 i 4 (et Buy 71y 1)
n=2 J=1
(V2 ist die Residualmenge des Satzes 2); nach dem Hilfssatz 4 ist W2
eine Residualmenge. Es sei fe W2 0=a<fP=1, a=y=p; wir
sollen zeigen, daff f(y) ein irregulirer Punkt der Kurve f[«,f] ist.

Es gibt erstens ein m, so daB o <a, <P, <[ ist; wegen
S €A (%m, By Ymy 2) besteht f[x,, B,] aus mehr als einem Punkte, also
ist 8 =0 (f [%m, Bn]) > 0. Wegen 2<z,, < £ <{ besteht auch f[x, £]
aus mehr als einem Punkte und wegen fe V? ist f[x, 8] = /][0, 1]
nirgendsdicht; also ist f[«, 8] tatsiichlich eine Kurve. Es sei U = R?

eine beliebige Umgebung des Punktes f(y) mit 3 (U) < % 8o; der

Satz 3 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dal der Durchschnitt der
Menge f[«, 2] mit der Begrenzung von U unendlich ist, d.h. daB er
fiir jedes #, mehr als 7, Punkte enthiilt.
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Es sei also n,=2, m, ganz. Es gibt ein &, >0, so dab alle
Punkte der Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt / (y) und dem Radius 9,
zu U gehtren. Wir wihlen zwei ganze positive Zahlen n, ! so, daf
folgendes gilt:

2 <ty <t <P < BB, (), SO < 5 By 0>
tata
Wegen feA («, Py, Y, n) gibt es n paarweise fremde Kontinua
K,, K,, .. ., K.,_, mit folgenden Eigenschaften:
1. K; c’f[ah BI] cf[11 B]s
2. 5(K) = + 5(f[on B) = 5 3 (f[tms Bu) = 3 B0

3. 6(/ (), K=o (F @) SN+ () K) < 53 + o <3

Wegen 0 (K;) = -;— 3 > 3(U) enthilt jedes K; mindestens einen
Punkt aus R:— U; wegen o (f (), Ki) <9, enthilt jedes K; mindestens
einen Punkt aus U. Also enthiilt die Begrenzung von U mindestens
einen Punkt von K;; also — da die K; paarweise fremd sind — ent-
hilt der Durchschnitt der Menge f[x, ] mit der Begrenzung von U
mindestens 7, also mehr als n, Punkte, w.z.b.w.

Dem Beweis des Hilfssatzes 4 schicken wir noch folgenden ein-
fachen Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 5. Es seien {2, 3] (=1,2, ..., 1) paarweise fremde
Teilintervalle des Intervalls [0, 1). Es sei he C2; fiir jedes i (1 =i=1)
sei h[a, B eine Strecke, wobei der Durchschnitt h[az (). R [# 11, Bit1)
fiir jedes i (1 =i=1—1) aus genau cinem Punkt besteht, welcher
innerer Punkt dieser beiden Strecken h[ai Bi), h [atiqq, Bita] ist.

B(l:hauptung: Es gibt ein 1> 0, so dafl fiir oeC?, p (¢, h) <= die

Menge Z o [o;, B) ein Kontinuum ist.
i=1

Beweis. Es gibt offenbar eine Zahl >0 mit folgender Eigen-
schaft: Ist A4; die Menge derjenigen Punkte PeR? fir welche
6 (P, h [2; Bi]) <7 ist und sind By, D; zwei Kreise
des Raumes R? vom Radius v, deren Mittel-
punkte die beiden Endpunkte der Strecke £ [a, ]
sind, so ist B; Ay = DiAdiyy = B; 1 A=
=D; 4, 4,=0 fiir 1 =< i =1[1—1(vgl die Fig.1).
Ist nun @eC? p(h,p) <%, s0 ist ¢ [y, Bile 4,

Fig. 1. P [al, @,] B, :*:: 0,9 [a" ﬁt] D, :F 0 fiiri=1,2,...,1
Daraus folgt aber sofort, daB die beiden Kontinua ¢ [« 8, @ (%641, Bit1]
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(1=i=1—1) einen nichtleeren Durchschnitt haben0); also ist
]

¥ ¢ [«;, 3;] zusammenhingend, w.z.b. w.

i=1

Unsere letzte Aufgabe besteht nun in dem

Beweis des Hilfssatzes 4. Esseialso 0 = <{f=1,2=v=086,
n ganz, n > 1. Wir sollen beweisen, dal C2—A4 («, , ¥, #) nirgendsdicht
ist, oder: wir sollen beweisen, daf es zu jeder Kugel K des Raumes
C? eine Kugel K" = K- A4 («, 8, v, n) gibt.

Es sei also K eine Kugel des Raumes C? mit dem Mittelpunkt f
und dem Radius » > 0. Nach dem Hilfssatz 3 gibt es eine Strecken-

funktion ¢ mit p (f,9) < 3L Das Bild g [«,B] ist nicht einpunktig, also
ist 8,=3 (g[«, #]) > 0. Es gibt einen Punkt Peg [«, 8] mit s (g(y), P)= -agi

Es gibt dann offenbar eine nichtleere Menge von Intervallen [7, 71,
[Ty, T3, - - ., [T T5]*Y) (s=1), welche folgende Eigenschaften besitzen:

E1L [T, T<sf] 1=i=s)

E2. g(T))=yg(), 9(T)="P. .

E 3. g,(t), 9.(t) sind linear (und offenbar nicht konstant) in
[T, T] 1=i=s).

Ed g [T, T3] - g[Tw Ti] = g (T) = g(Th) fir k=i+1
(I=i=s—1); [T, T) g[Th, Ti] =0 fir k> i+1 1=t =5—2).

Aus E 3, E 4 folgt offenbar

E5. [T, T} [T Ti] =0 fir k>i+1 1=i=s—2); fir
1=i=s—1 ist dagegen entweder [T 1% [Tiy1, Tit:] = Ti=Titx
oder [T T4] - [Tiqa, Tiya] = 0.

E 6. Wird A=§][ % Ti] gesetzt, so ist g (A) offenbar ein sich
i=1

nicht durchsetzender Streckenzug, dessen Endpunkte die Punkte
9(Ty)=g(y) und g (T;) = P sind.

Aus E 3, E 4 folgt weiter: Ist ted, g(t) =g(T}), so ist t="T;
wegen E 2 folgt daraus

1%) Sonst kénnte man némlich zwei offene zusammenhéingende Mengen L; L, ,
konstruieren, so daB ¢ [«, Ble L, =4, ¢ [“H-l’ Bi+l] €L, = Ay I L;,=0.
Dann konnte man aber zwei einfache Streckenziige S, S; 41 konstruieren, so daB
S,€ Ly Sy S Ly, S;B*¥0%S,D, ;1B #0%8;,, D, , wire. Nach dem
Jordanschen Satze sieht man aber leicht ein, daB SiS‘+1¢0 sein miifte, im
Widerspruch gegen S;S;,, =L, L; ,=0.

1) Hier und im folgenden darf in der Bezeichnung [a, 4] die Zahl a eventuell
auch den rechten, die Zahl b den linken Endpunkt des Intervalls [a, 5] bedeuten.

Wir setzen im folgenden g(£) = (g, (¢), g, (8)); h(t)="(h, (¢), 1y (2)).
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E 7. Es ist entweder v =1, oder ye [«,8]—A

Wir definieren nun eine Funktion ke C? folgendermafen: fiir
te[0,1]— A setzen wir h(t)=g(t); fiir te[T; T3 (1 =i =s) definieren
wir k(t)=(h, (¢), hy (£)) wie folgt.

Wir wihlen eine ganze Zahl m > 1 (die wir erst nachher fest-
legen werden) und zeichnen s-m kurze Strecken S9, (i=1,2,...,s;
1=0,1,...,m—1) in B? so, daf ein Endpunkt der Strecke S?, mit

dem Punkte g (7 + % (T7—T;)) zusammenfillt. Dann zeichnen wir noch

s -m kurze Strecken Z°, (i=1,2,...,5; 1=0,1,...,m —1) so, dab erstens
die Strecke Z! mit S, genau
einen Punkt gemein hat, der
innerer Punkt dieser beiden
Strecken ist und dal zweitens
die Strecke Z{ mit der Strecke
S?, +1 auch genau einen Punkt
gemein hat, der innerer Punkt
dieser beiden Strecken ist [wo-
bei firl=i=s—1,l=m—1
die (nichtdefinierte) Strecke S
durch S?,,, zu ersetzen ist und
fir i=s, I=m—1 die zweite
Bedingung wegfillt12)]. So be-
kommen wir ein Kontinuum &,
. welches aus den 2 sm Strecken
8}, Z?, besteht. Wir konstruieren dann noch » —1 weitere Kontinua
[ .@2, .« Sn_1, Wobei das Kontinuum &, (1 =2 =n—1) wieder aus
2 sm Strecken 87, 7%, (i=1,2,...,s; 1=0,1,..., m— 1) besteht,

wobei die Durchschmtte der wa 2, denselben Bedmgungen geniigen,

die wir oben fiir die S}, Z%, aufgestellt haben. Dabei wollen wir die
S%, Z% so wihlen, dab
(7 R,=0 O=r<y=n—1m0).
Wir setzen
(8) ‘ X = Min ( 5 1 )
3° 168’ 2n

12) Vgl. die Fig.2, wo m =4, s=2 ist.

13) Die Moglichkeit einer solchen Konstruktion ist klar (man beachte, daB
g(d) ein einfacher Streckenzug ist); vgl. die Fig.2, wo der Fall s=2,m=4,n=3
dargestellt ist.
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Wenn m hinreichend groB ist, konnen wir offenbar die Strecken SZ, Z2
so wihlen, daf fiir jedes ¢ (1=¢=s) und jedes ! (Oil_<_m—-— 1)

die Ungleichung
©) BTt 5 (Ti— T, Tt EL (L= 1)) + X (554 27) <2

gilt; das wollen wir tun.
Auf jeder Strecke SZ, ZZ wihlen wir einen von ihren Endpunkten
fiir ihren ,ersten“, den anderen fiir ibren ,zweiten® Endpunkt¢). Dabei

withlen wir insbesondere den Punkt g (7 + Zl(T;—T")) fiir den ersten

Endpunkt der Strecke S5 (1=i=s, 0=1=m— 1); sonst ist die
Wahl beliebig.

Wir wihlen nun die Funktion A (t)=(h, (¢), hy(2)) firT; = ¢t =T}
1=i=5s) folgendermaﬁen

L Fiir T4 + ;o (T T) St = Ti + £1 (Ti—19) (¢=0,1,.
4dnm—1) sei hy (t) und hy (t) linear.
2. Fir z=0,1, n—1; 1=0,1,...,m—1 sei
b1+ 4’{:&’('&_ T)) der erste Endpunkt und

4nl-1-2x+1(,1,,

h (T + T;)) der zweite Endpunkt

dnl+2n+42x

4nm

der Strecke Sz Ebenso sei & (1% + (T;— T%)) der erste

Endpunkt und & (7, 4+ 2%2F22 22+ p 1oy der zweite Endpunkt

4nm
der Strecke ZZ.

3. Endlich sei h (T7)=g(T) ).

Dadurch ist 2 vollstindig definiert. Fiir t=T; oder ¢= T ist
h(t)==g (t)1¢); da diese Gleichung auch fiir ¢€¢[0,1]— A besteht, so ist
h stetig, also heC?2.

Aus (9) folgt, daB jeder Punkt des Streckenzuges

BT+ —(Ti—T), Ti+ L (1i— )]

von jedem Punkte der Strecke

) Auf der Fig.2 sind die ,ersten“ Endpunkte durch kleine Kreise markiert.

1) Ist 1= PERTILY ist zwar A (1';) zweimal definiert: erstens & (1)) = g(17),
zweitens soll A (T +l) der erste Endpunkt der Strecke S 10 sein; dieser Endpunkt
ist aber genau der Punkt g( ,_H)-—q(T‘), so daf belde Definitionen im Ein-
klang sind.

%) Fir t = T, folgt es daraus, daB h(T,) der erste Endpunkt der Strecke

0
Sio ist.
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! v m l
g [Ti+ o (Ti—T), Tr + 24 (Ti— )
um weniger als X entfernt ist (1=i=s, 0=17!<m—1). Nach ()
ist also
. r 3 1
(10) p(g:) <Min (5, 2 L)
Daraus folgt sofort (3,=23 (g [z,8])):
9 2 2 7
(11) §82=82+ Eszz 8(}1[&,(5])282—1632=§82
Nach E 7 ist entweder y= T, oder ye [0,1]— A, also jedenfalls
h(y)=g(Y); da auch & (Ty)=g(T,) ist, so ist nach E 2
12) h(Ty)=h(y).

Der erste Endpunkt von S7 (0 =2 =mn—1) (der zu R, gehort)

ist nach (9), (8) von dem Punkt A(y) =k (T,)=g(T;) um weniger als
Min (1:3’ 2—1;) entfernt. Ebenso ist der zweite Endpunkt von Z7 _ (der
auch zu & gehort) nach (9), (8) vom Punkt P=g(7;) um weniger

als 1_:3 entfernt. Also ist erstens

(13) s(h(y), < 5y O=2=n—1),
zweitens
(149 d3®) =@, P)—

Wir setzen zur Abkiirzung

l ’ 1 ’ 4]
=T+ 251222 (ri— 1y, 74 L2LEREEL (),

g%e}z O=x=n—1).

4dnm
o Anl+2n+42x 5, dnlt2n42z41
=T+ 2R (0= 1), T4 PRI ()

dann ist
-—-—h(“,d"—- ( 1))@_‘2‘ z(h( )+h( 1))

Wegen der Durcbschnittselgenschaften von Sz, Zf7, konnen wir
den Hilfssatz 5 anwenden; es gibt also eine Zahl >0, so daB fiir
€ C2 ¢ (9, h) <7 die Menge

m—1

21=2 T GUY+e () O=s=n—1)

i=1

ein Kontinuum ist (bei dieser Bezeichnung ist &.=8®"). Wegen (7)
gibt es eine Zahl £> 0, so daB
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(8, 8> = <y=n—1);
fir pe C2, p(p,h) < % ist also
=0 firo=es<y=n—1.
Es sei nun K’ die Kugel des Raumeb C? mit dem Mittelpunkt %
. . r
und dem Radius B =Min (3, "3 E, 4n)

Es sei pe K'; dann ist erstens — wegen (10) — o(f,9)=¢ (f,g) +
+o(g,h)+ o (ko) <3+ 3, also ¢¢ K. Zweitens ist wegen p (k,9) <
und nach (11)

. ) 246
(15) 23, =3 (Al B) +22 =3 (p [x,6) =3 (h[x,8)
also enthilt ¢ [«,£] mehr als einen Punkt.

Wegen ¢ (h,¢) <% sind die » Mengen & (0 =z =n—1) Kon-

tinua, welche folgende Eigenschaften haben:
a) ¢ cof«,B] (denn Iz + JZ = [«,f)).

h) R Q=0 fir 0 =2z <y=n—1 (wegen ¢ (p,h) < %).

3
= 1821

¢) 3 (R9) = 1+ S(p[x8) fir 0=z<n—1 (denn nach (14),
(15) ist
3®N =) —2p(ph) = 58— b= 15 =1 Y (e[xE)).

Q) 5(p(), &9 <~ fiir 0=z =n—1 (denn aus (13) folgt

s, &) =0 (@), k() + (1), K + o (hyo) <
1 1 1 1
Nach der Definition der Menge A («, &, v, n) (vgl. den Wortlant
des Hilfssatzes 4) ist also ¢ed (%, 8, v, n). Aus eeK’ folgt also

pel. A (%, B,y,n); d. h.es ist K'e K. 4 (2,p,v,n), w.z. b. w.

Anmerkung bei der Korrektur, Leider kannte ich wiihrend der Abfassung
dieser Arbeit noch nicht die wichtige Arbeit von W. Hurewicz, Uber Abbildungen
von endlichdimensionalen Riumen auf Teilmengen Cartesischer Riume (S.-B. preuS.
Akad. Wiss. 1933, S. 754—768). Durch diese Arbeit sind die Betrachtungen des
§3, §5 und die letzten 20 Zeilen des §4 eigentlich wberflissig geworden, da die
dort bewiesenen Resultate Spezialfille des Satzes von Hurewicz sind.

(Eingegangen: 6. III. 1934.)
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