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Remarque sur les nombres dérivés. 
Par 

V o j t ë c h J a r n ï k (Praha). 

§ 1. Résultats. 

f(t) étant une fonction, définie dans l'intervalle [a, b] *), désignons 
par E(f; a, b) l'ensemble de toutes les valeurs t e [#, b) pour les
quelles 

/+(«) = lim su/V + V-W) < + oo. 
A->o.f n 

Théorème 1. Si la fonction f(t) est continue dans [a, 6], l'en
semble E(f\ a, b) ne peut pas être dénombrable. 

D'autre part, M. M a z u r k i e w i c z 2 ) a réussi de construire une 
fonction f(t) de la première classe de Baire telle que E(f\ a,b) = Q 8). 

*) 11 ne s'agit que des fonctions réelles et finies. Notations: [a,b] = E(a-<Lt^b\ 
t 

[a,b) = E(a^t < 6) etc. Parles mots ^ensemble dénombrable" je comprends 
toujours un ensemble tout au plus dénombrable; de même pour ^fonction de classe au. 
Z0 = {0 ,1 , 2 , . . . } est l'ensemble de tous les nombres ordinaux, correspondant aux 
ensembles bien ordonnés dénombrai)]es. Le signe „sup" signifie la borne supérienre. 

*) Voir ce volume, pp. 9—10. 
8) Remarquons encore: si la fonction f(t) est semi-continue supérieurement 

dans [a, 6], l'ensemble E(f;afb) est dense dans [a, b]. Démonstration: soit a^c <Ç 
<^d^b; distinguons deux cas: 1. La fonction f(t) est monotone dans \cf d]f alors 
/ ' (0 + -±: oo existe presque partout dans [c, d], donc E(f; c, d) 4= 0. 2. La fonction 
f(t) n'est pas monotone dans [c, d]. On sait que f(t) atteint dans chaque sous-
intervalle de [c, d] sa valeur maximum. On ne peut pas avoir f(x) = Max f(t) pour 

c£t$x 
chaque x e [c, d], la fonction f(t) n'étant pas monotone dans [c, d]. Il existe donc 
deux nombres x,y (c^y < - r < J d ) tels que /($/)-= Max/(*), d'où / + ( y ) ^ 0 , 

c£t£x 
donc E(f; c, d) 4= 0. 
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2 V. Jarnik: 

Mais les deux cas extrêmes (non dénombrable et vide) que nous 
avons signalés ne sont que des cas exceptionnels; nous allons dé» 
montrer que, pour la plupart des fonctions bornées, l'ensemble 
E(f\ a) &) es* dénombrable et dense dans [a, b]. 

Soit C l'ensemble de toutes les fonctions f=f(f)? réelles et 
bornées dans [0, 1]. Pour fe C, g € C, nous définissons la distance 
Ç(fg) par la relation 

ç(/g) = snp\/(t)-9(t)\; 

alors C est un espace métrique complet. Soit Cs l'ensemble de 
toutes les fonctions feC qui sont semi-continues supérieurement 
dans [0, 1]; pour a e ZQ soit Ca l'ensemble de toutes les fonctions 
feC qui sont de classe a de B a i r e dans [0, 1]; remarquons que 
la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions de 
l'espace Cs (resp. Ca) est elle-même une fonction de l'espace Cs 

(resp. Ca); donc, les espaces Csy Ca sont complets. Nous allons dé
montrer les théorèmes suivants 4) : 

Théorème 2. Il existe un résiduel H de Vespace C tel que 
Vensemble E(f; 0,1) soit dénombrable et dense dans [0, 1] pour 
chaque fe H. 

Théorème 3. Soit 0 < a e ZQ ; alors il existe un résiduel Ha 

de Vespace Ca tel que Vensemble E(f\ 0, 1) soit dénombrable et dense 
dans [0, 1] pour chaque fe Ha. 

Théorème 4. Il existe un résiduel Hs de Vespace Cs tel que 
Vensemble E(f\ 0, 1) soit dénombrable pour chaque f e Hs

 6). 

Au lieu de démontrer les théorèmes 2, 3, 4, nous allons dé
montrer le théorème suivant qui les contient évidemment comme 
des cas particuliers: 

Théorème 5m Soit D un sous-ensemble de Vespace C qui jouit 
des propriétés suivantes: 

1) SifeD, g e D, on a aussi f -\- g eD. 

*) Soit R un espace métrique; un ensemble A(ZR soit appelé un résiduel 
de l'espace R, si l'ensemble R—A est de première catégorie relativement à l'espace R. 
Si R =)= 0 est un espace complet, on sait que R est de deuxième catégorie relati
vement à R, de sorte qu'aucun résiduel de l'espace R ne peut pas être vide. 

*) D'après la remarque*), l'ensemble E(f; 0,1) est dense dans [0,1] même 
pour chaque feCs. 
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2) E étant un sous-ensemble dinombrable et fermé, d'ailleurs quel
conque, de Vintervalle [0, 1] et a étant un nombre positif arbitraire, 
la fonction h, définie par les relations 

h(t) = 0 pour *e[0, 1] — E, h(t) = a pour t e E, 

appartient à D 6). 
Alors il existe un résiduel A de Vespace D tel que Vensemble 

E(f\ 0,1) soit dénombrable et dense dans [0, 1] pour chaque f e A. 

§ 2. Démonstration du théorème 1 7). 
Soit f(t) une fonction continue dans [a, b]. Supposons que 

E(f;a,b) soit dénombrable; nous en allons déduire une contra
diction: nous allons démontrer que cette supposition entraîne la 
conséquence suivante: N étant un nombre positif quelconque, on a 

f(b)-f(a)>*ltN(b-a)-l, 
ce qui fournit la contradiction annoncée. 

Soit donc iV>0, soit E(f\ a, b) = {c15 c%, ct,...} (donc a ^ c t < i b ) . 
On peut faire correspondre à chaque nombre ct un nombre dt tel que 

Cl<dt<b, dl-cl<2-'-1.(b-a), \f(dt)-f(cl)\<2-\ 
d'où 

JS & - c<) < i<* <6 - °)> 2 \f{dt) ~1r(c')| <h 

t 

A chaque nombre t e [a, b) nous allons faire correspondre un 
nombre g(t) < b de la manière suivante: 

1) Pour t=zCi soit g{t) = di. 
2) Pour t € [a, b) — E(f; a, b) soit g(t) un nombre qui satisfait 

aux relations suivantes: 

(1) t<g(t)<b, f(g(t))-f(t)>N(g(t)-t). 
Maintenant, à chaque aeZ0 nous allons faire correspondre un nombre 

réel ta de la manière suivante: t0=a; pour a<*ta<C.b soit ta+i=g(ta); 
pour ta= b soit £a+1 = b ; enfin, si a est un nombre limite, 

«) On a alors h e Cs Ç2 Cl C C% £ . . . C ^i de 8 0 r t e SI116 *es espaces Cs, 
C«(0 < a e Z0), C jouissent des propriétés 1,2. 

') Nous allons donner ici une démonstration directe de ce théorème, mais le 
théorème lui-même doit être regardé comme connu.En effet, supposons que E(f;a,b) 
soit dénombrable ; alors f(t) (supposée continue) est monotone (roir p. ex. S. Saks, 
Théorie de Pintégrale, théorème 17, p. 137), donc dérivable presque partout, d'où 
la contradition. 

1* 
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soit ta = sup t$. Il existe évidemment un nombre y e Z0 tel que 
SXa 

Ton ait ta < ty = b pour 0 fS a < y 8) ; on a alors a g ^ < ta < b 
pour 0 <^ @ < a < y. 

Nous allons démontrer : pour 0 :fS a ^ y, on a 

(2) /(#.) - / ( a ) ^ iv(*a - a-J?(dt- ed) - J £ \f(dt) -f(ct)\. 

D é m o n s t r a t i o n : pour a = 0, on obtient zéro aux deux 
membres de (2). Soit 0 < /? ^ y et supposons la relation (2) remplie 
pour 0 fS a < j3. Nous allons distinguer trois cas : 

1) /J = a + 1 , * a e [ a , & ) - £ ( f ; a , b ) ; on a d'après (1), (2) 

A«-+i)-/(«)^*(*.+i-*-]£(*-*«))- J£l/(*> - / (*) l 
c«<'a <ï<'o 

<7<'a+l c /< /a+l 

2) $ = a + 1? *a = c« (donc Ja+1 = dn) ; on a d'après (2) 

/(*.+l) -/(«) ^ * ( ' . - « ~ J£ <* - <*>) ~ J f I /W - / ^ I ~ 
' / « a c/<'a 

-\f(dn)-f{cn)\ 

^N[ta^-a-2(d-ct))-2\Adè-Acd\' 
' /<'a+l c/<'a+l 

3) /? est un nombre limite; il existe donc une suite at < a2 < „ . 
telle que /?==liman. 

rt—OO 

On a d'après (2) (pour a = an), en remarquant que tan < \ • 

/(«O -/(«) ^ -v*-. - N (a + J£ (* - *,)) - J^ l/W -JW)I ; 
c/<'p c /<^ 

8) En effet, si l'on avait ty <^ b pour chaque yeZ0} on aurait évidemment 
ta <C *8 P o u r a <C P\ donc l'ensemble de tous les intervalles (ta, *a+i) (a e Z9) 
«erait un ensemble non dénombrable d'intervalles disjoints, ce qui est impossible. 
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d'autre part lim ta = sup ta = sup ta = tB, d'où 
rt-oo " «-1,2,... n a<0 

m -/(«)=ss/c-J -/<a) ̂  ̂  - N[a +2{di -c;)) -
-2j\f{d<)-m\. 

'i<*e 

Donc, la relation (2) est vraie pour 0 5Ï a fS y ; en y posant 
a == y, on obtient la relation cherchée : 

/ ( 6 ) _ / ( a ) = / ( * , ) - / ( a ) ^ 

^ N { b _ 0 _^J(rf/_C/)j -J?\Adt) -Ae,)\>±N{b-a)- 1. 

§ 3. Démonstration du théorème 5ème. 

Soit D un sous-ensemble de C qui satisfait aux conditions 1., 2. 
du théorème 5ème. Pour 0 :ES a < 6 fS 1 soit A (a; b) l'ensemble de 
toutes les fonctions feD pour lesquelles l'ensemble E(f;ayb) n'est 
pas vide. Soit ensuite n un nombre entier positif; soit f e D. Nous 
désignons par En(f) l'ensemble de toutes les valeurs t e [0, 1) qui 
jouissent de la propriété suivante : il n'existe aucune valeur h telle que 

(3) 0<»<l, . + .<i.-ffi±£^2>.. 
Soit enfin An l'ensemble de toutes les fonctions feD pour les

quelles l'ensemble En(f) est dénombrable. Nous allons montrer tout 
d'abord que le théorème 5ème est une conséquence des lemmes 
suivants : 

Lemme 1. Vensemble D — A (a ; b) est non dense 9). 

Lemme 2. Vensemble D — An est non dense 9). 

Supposons, en effet, que les lemmes 1. et 2. soient vrais. Soit 
[an t>i\ [«s,^]»--- kt su-te de tous les sous-intervalles à extrémités 
rationnelles de l'intervale [0,1]. Posons 

00 oo 

A=JjA(an;btt).JjAtt; 
rt-I / f - 1 

9) Relativement à l'espace D. 
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alors A est un résiduel. Soit f e A; soit O f g a < b ^ l ; il existe 
un nombre n tel que a < an < bn < b; à cause de fe A (an; bn\ 
l'ensemble E(f;anbm) n'est pas vide; donc l'ensemble E(f 0, 1) 

oo 

est dense dam [0.1]. D'autre part, soit t e [0,1) — 2 En(f)10); à tout n 

(entier et positif) il correspond une valeur h telle que les relations (3) 
soient satisfaites; donc f+ (t) = + oo. 

Alors E(f; 0 , 1 ) C 2 En(f), donc l'ensemble E(f, 0,1) est 
/ i - i 

dénombrable, c. q. f. d. 

Démonstration du lemme 1. Soit 0 <S a < b fS 1. Soit K 
une sphère de l'espace D avec le centre / et le rayon r. Il faut 
démontrer l'existence d'une sphère K'Ç^K* A(ayb). Choisissons un 
nombre d tel que a < d < b et tel que les inégalités a < t < d 
entraînent l'inégalité 

/ ( * ) < l i m 8 u p / ( T ) + £ . 

Chosissons ensuite un nombre c tel que 
Y 

a < c < d, f(c) > lim supf(r) — ^. 

Posons A(£) = 0 pour 0 ^ t ^ 1, * + c, A(c) = ~ r ; d'après les 

propriétés 1M 2. de Pespace D on a f-\-heD. Soit 1T' la sphère 

de l'espace D avec le centre f+ A et le rayon -g r; donc K' (2K. 

D'autre part, soit geK\ donc \g(t)—f(t)—h(t)\ <— r pour 0 f g * : S 1 ; 
o 

on a donc 

g(c) > lim^supf(T) _ 1 _ ^ + ^, 

tandis que pour c < £ < d on aura 

0 (t) < lim sup /(r) + î + î < # (c), 

d'où #+(c) S 0, donc geA(a;b). 
On a donc K'Ç_K* A(a\ b\ c. q. f. d. 

10) --?*(/) est dénombrable à cause de feAn. 
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Démonstration du lemme 2* Soit n un nombre entier po
sitif. Soit K une sphère de l'espace D avec le centre / et le 
rayon r. Il faut démontrer l'existence d'une sphère K' Ç^K* An. 

A chaque nombre t e [0,1) nous ferons correspondre un nombre 
cp(t) qui satisfait aux conditions suivantes: 

a) 0<<p(t)-t<±,<p(t)-t<-^,<p(t)<l, 

/M0)>lim«ap/(»)—J, 

b) les relations t < x < g> (t) entraînent l'inégalité f(x) < 

<limsup / (T) + -jâ. 

A chaque nombre a e Z0 nous faisons correspondre un nombre ta 

par la définition suivante: tQ = 0; pour 0 < S * a < l soit ta+i=q>(ta); 
pour ta = 1 soit ta+i = 1 ; enfin, si a est un nombre limite, soit 
fa = supL. De la même manière comme dans la démonstration du 

théorème 1er on voit qu'il existe un nombre y e Z0 tel que Ton ait 
0_^ta<tp<ty = l pour 0_^a<p<y. 

Posons E = {tQ, tu ^ , . . . , ty}\ donc E est dinombrable. Soit 
* e [0,1] — J5; on a 0 = £0 < t < ty = 1 ; il existe donc un nombre 
j8 e Z0 (0 < j8 <; y) tel que l'on ait *a < * < fy pour 0 ̂  a < /?. 
Le nombre /? ne peut pas être un nombre limite11); on a donc 
#p_i < t < tp, d'où (^_1} tp) C [0,1] — E. Donc: [0,1] — E est un 
ensemble ouvert, E est un ensemble fermé. Posons h(t) -== 0 pour 

y 
te[0, 1] — JS, A(^) = — pour 0 S J / 3 ^ y. L'espace D satisfaisant 

aux conditions l. et 2. du théorème 5ème, on a / + he D. 
Soit K' la sphère de l'espace D avec le centre / + A et le 

rayon j^r; donc K'Ç^K. D'autre part, soit g e K', donc |̂ (*) — 

—f(t) — h(t)\< --j- r pour 0 ^ t<* 1. Soit * €[0,1] — ^; nous avons 

vu qu'il existait alors un nombre /? € Z0 (0<P_^y) tel que 

") Si 0 itait un nombre limite, on aurait t < *o = sup *a, donc * < *a pour 

un certain nombre a <. /?. 
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En observant que *p = ç>(fy_1), on a d'après les propriétés 
a) et b) de la fonction q>(t): 

« , < 1, 0 < f, - . < . , _ < . _ , < Min (±. ^ ) , 

. 8n( r r r\ >-l-8-4+2J = M; 

d'après la définition de En(g) (voir (3)) on voit que *e[0,l] — En(g); 
on a donc En(g)(2E. L'ensemble En(g) est donc dénombrable, 
c'est-à-dire g e An. On a donc K' Ç_K* An, c. q. f. d. 
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