
Jarník, Vojtěch: Scholarly works

Vojtěch Jarník; Vladimír Knichal
Sur l'approximation des fonctions continues par les
superpositions de deux fonctions

Fund. Math. 24 (1935), pp. 206--208

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500747

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech
Republic provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the
project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/500747
http://project.dml.cz


Sur l'approximation des fonctions continues par 
les superpositions de deux fonctions. 

Par 

V. J a r n î k et V. K n i c h a i (Prague). 

Soit A l'ensemble de toutes les fonctions f(x) qui sont définies 
et continues sur l'intervalle fermé I = <T), 1)> et dont les valeurs 
appartiennent à L Nous nous proposons de démontrer le théorème 
suivant: 

Théorème 1er. Soit f (x), f2(x),... une suite infinie de fonctions 
de Vensemble A. Alors il existe deux fonctions (pl(x) e A, (pt(x) e A 
telles que toute fonction de la suite f (x), / 2 x),... soit une superpo­
sition finie de ces deux fonctions q>{ (x), qp2 (x). 

Prenons pour f(x), f(x\... Ja suite de tous les polynômes en x 
(définis dans I), réduits à l'intervalle I1), aux coefficients ration­
nels. En se rappelant un théorème bien connu de W e i e r s t r a s s 
sur l'approximation des fonctions continues par les polynômes, on 
voit que le théorème 1er entraîne le conséquence suivante: 

Théorème 2e. Il existe deux fonctions (px (x) ç At q>2 (x) e A 
jouissantes de la propriété suivante: f(x) étant une fonction quelconque 
de A et de ô étant un nombre positif quelconque, il existe une fonction 
tp(x), qui est une superposition finie de ces deux fonctions (px(x), (p2(%), 
telle que 

M*x\f(x) — tp(x)\<ô. 

C'est aux MM. S c h r e i e r et U l a m 2 ) que Ton doit le thé­
orème 2e, mais sous une furme moins précise: on obtient leur thé-

*) C'est-à-dire tout polynôme P(x) doit être remplacé par la fonction F(x), 
«gale à /'(a?), *- 0 ^ F ( ^ ) ^ 1 , égale à 0, si F0z)<() et égale à 1, si P{x) > 1. 

*) Uber topologische Abbildungen der eaklidischen bph&.en, Fund. Math. 
t. XX1I1, p. 102—118. 
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drème en remplaçant, dans notre théorème 2e, partout les mots 
,>deux fonctions q>x(x\ q2(

x)u P a r r)™ncL fonctions q>x(x),..., q>6(x)u. 
Ensuite, M. S i e r p i r i s k i 1 ) a démontré un théorème, qui s'obtient 
de notre théorème l f r en y remplaçant partout les mots „deux 
fonctions q>x(x\ q>i(x)u par ^quatre fonctions q>x(x),..., ql(x)u\ 
il a donc aussi remplacé (à l'aide du théorème mentionné de W e i e r -
s t r a s s ) le nombre 5 par 4 dans le théorème des MM. S c h r e i e r 
et U l a m . Le but de cette note est donc de remplacer le nombre 4 
dans le théorème de M. S i e r p i r i s k i par 2. 

Remarquons enfin que Ton ne peut remplacer, ni dans le thé­
orème 1er, ni dans le théorème 2e, le nombre „deux" par „un". 
D'une manière plus précise, on a le théorème (presque banal) 
suivant: 

Théorème 3e. Il existe deux fonctions f(x)eA, ft(x) e A, 
jouissantes de la propriété suivante: quelle que soit la fonction q>(x)eA, 
on a ou bien 2) 

MaxI/.Œ-^O.OI^i 

pour chaque n entier et positif ou bien 

M»x !/,(*)-*-(>)|^i 

pour chaque n entier et positif8). 

Démonstration du théorème 1er. Soit f(x\ft(x),... une 
suite de fonctions de l'ensemble A. D'après le théorème de M. Sierpin­
ski il existe quatre fonctions q>/x)e A (i = 1,2,3,4) telles que toute 
fonction fn(x) (n = 1,2,...) soit une superposition finie de ces quatre 
fonctions q>/x). Pour achever la démonstration du théorème 1er, il 
suffit donc de construir deux fonctions ipx(x)eA, \pt(x) e A telles 
que chaque fonction q>/x) (i= 1, 2,3,4) soit une superposition finie 
de ces deux fonctions tpx(x)} tpt(x). 

Pour ce but, posons 

tpx (x) = \ (x -f- 1) pour 0 <ï x fS 1 ; 

*) Sur l'approximation des fonctions contenues par les superpositions de quatre 
fonctions, Fund. Math. t. XXUI p. 119 -1*0 . 

*) tpn(x) signifie la w-tième itérée de <p(x). 
•) Remarquons que le nombre 1/2 ne p ut pas être remplacé par aucun 

nombre plus g and; car, en posant q>(x) = 1/2 pour x e I, on a \f(x) — 9?(a;)| ^ 1 /2 
pour chaque fe A et pour chaque x e I. 



208 V. Jarnik et V. Knichal, 

xpt(x) = <p,(2'+\x — 1 + 2-')) pour 1 — 2"' ̂  x = 1 — 2"' + 2-*-», 
i = l ,2,3 ,4, 

tf>i(x) = 8(x— 1 + 2-5) pour 1 — 2 " 6 ^ a : ^ l ; 

dans le reste de l'intervalle 0 5^ a; 5=1, définissons ipt(x) d'une telle 
manière que tp%(x)eA. Ceci est possible; pour le voir, il suffit de 
remarquer que 

1 — 2-' + 2-'"2 < 1 — 2-<'+]>, 1 — 2"* + 2-» < 1 — 2"6. 

On a 
tpi,x) = 2-"(x-\-2n — 1) pour » = 1,2,...; 

on le voit aussitôt par induction. 
Soit maintenant i un nombre entier, 1 ̂  i 5Ï 4, 0 ^ a ? ^ l ; 

alors on a 

tp\(x) = 2"5(a; + 26 — 1), donc 1 — 2~5 ^ ip\(x) ^ 1, 
d'où 

tf>t tf(x) = 8(tfï(a0 - 1 + 2"5) = | , 

ri ^p2 rt(z) = 2 " | | + 2' - l ] = 2-^x + 1 - 2 - ' , 

donc 
1 — 2~* ^ tp[ tf>% tp\(x) ^ 1 — 2~' + 2-'~2, 

d'où enfin 

«• VÎ V. VÏ(*) = 9>/(2/+2(̂ i fe tô(*) - 1 + 2-*)) = 9t(z), 
ce qui achève le démonstration. 

Démonstration du théorème 3e. Posonsf1(r)=0.ft(x)=l 
p o u r 0 f S # ! S l . Supposons qu'il existe une fonction <p(x)eA et 
deux nombres entiers et positifs w, m tels que l'on ait pour tous les xel 

\Mx)-p(x)\<i, | / ,W-f(*)|<i 
c'est-à-dire 

<pn(*Xh <pm(*)>h 
Si Ton avait n = m, on aurait \ < £ — contradiction ; si Ton 

avait n < w, on aurait pour 0 f̂  a; 5i 1 

^(*) = ? > * - " ( * ) < * 
— contradiction ; si l'on avait n> m, on aurait pour 0 ^ x <ï 1 

^(0?) sas çr71 (pn'm{x) > -J 
— contradiction. 
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