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Sur les superpositions des fonctions continues 
non décroissantes. 

Par 

V. J a r n i k et V. K n i c h a l . 

§ 1. .Résultats. 

Soit A l'ensemble de toutes les fonctions f(x) qui sont définies 
et continues dans l'intervalle fermé1) J = ( 0 , 1 ) et dont les valeurs 
appartiennent à L Soit B l'ensemble de toutes les fonctions f(x) 
de A non décroissantes (c. à d. telles que 0 5S xx <C x2 5Ï 1 entraîne 

f(x\) = f ( x 2)) ; s°i t ^ l'ensemble de toutes les fonctions f(x) de A 
croissantes (c. à d. telles que O f S a ^ O j ^ l entraîne f(xx) <f(x%)). 
On a C C B (2 A. Quant à l'ensemble A, on a les théorèmes 
suivants *) : 

Théorème 1. Il existe deux fonctions q)x (x) e A, gp2 (x) e A telles 
qu'à chaque fonction f(x) e A et à chaque nombre ô > 0 correspond 
une fonction p(x) jouissant des propriétés suivantes: 

1. p(x) est Une superposition finie des fonctions gp- (x) et qp2(x). 

2. Pour 0 ^ z < ^ l , on a \f(x)—p(x)\ < ô. 

Théorème 2. f(x\f(x),... étant une suite donnée de fonctions 
fn(x)eA, il existe deux fonctions q>x(x) c A, q)2(x) e A telles que chaque 
fonction fn(x) (w == 1, 2,...) est une superposition finie de ces deux 
fonctions q>x(x\ q>*(x). 

-) (a, b) désignera toujours un interralle fermé. 
-) V. J a r n i k et V. K n i c h a l , Fund. Math., t. 24, p. 206—208; c'est à 

MM. S c h r e i e r et U l a m (Fund. Math., t. 23, p. 102—118) et à M. S i e r p i n s k i 
(Fùnd. Math., t. 23, p. 119—120) que l'on doit les premiers résultats de ce genre. 

Noui disons que la fonction f(x) est une superposition finie des fonctions 
fi(x), ft(x),...,fk(x) ( k ^ l ) , si l'on a f(x) = <p^ (p%... q>n(x)% où w J> 1 et où 
chaque fonction <pi(x) ( l ^ i ^ n ) est identique à une fonction fr(x) ( l ^ r ^ k ) . 
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Théorème S. On ne peut remplacer, ni dans le théorème 1 ni 
dans le théorème 2, les mots ^deux fonctions (px(x\ (pi(x)u par les 
mots ^une fonction cpi(x)u. 

Nous allons résoudre ici le problème analogue, correspondant à l'en
semble B, à savoir, nous allons démontrer les théorèmes suivants: 

Théorème é. Il existe trois fonctions q>x (x) e B, cp2 (
x) * B> 

q)z(x)eB telles qu'à chaque fonction f(x) e B et à chaque nombre ô^>0 
correspond une fonction p(x) jouissant des propriétés suivantes: 

1. p(x) est une superposition finie de ces trois fonctions <Pi(x), 

9>2v4 Ç>3v*)-
2. Pour 0 <ï x <? 1, on a \f(x) — p(x)\ < ô. 

Théorème 5. fi(#),f2 (#)?••• étant une suite donnée de fonctions 
fn(x) e 5, il existe trois fonctions (px (x) e B, q>2 (x) e JB, q>s (x) e B telles 
que chaque fonction fn(x) (w = l, 2,...) est une superposition finie de 
ces trois fonctions (px (x), <p2 (x), q>% (x). 

Théorème 6. On ne peut remplacer, ni dans le théorème 4 ni 
dans le théorème 5, les mots „ trois fonctions <px (x), (p% (x)y cps (x)u par 
les mots „deux fonctions (px(x), <p%(x)u. 

Quant à l'ensemble O, il nous semble qu'il existe une différence 
essentielle entre les problèmes en question pour les fonctions non 
décroissantes et les problèmes analogues pour les fonctions croissantes. 
Nous ne pouvons pas montrer cette différence dans le cas de l'en
semble O, qui semble être assez difficile, mais nous pouvons résoudre 
les problèmes en question pour les ensembles Bx et Cx définis de la 
manière suivante : Bx est l'ensemble de toutes les fonctions f(x) e B 
qui possèdent une dérivée finie du côté droit f+(x) pour 0 _ i x < 1 
et une dérivée finie du côté gauche f~~(x) pour 0 < a ? f S l . On 
obtient la définition de Cu en remplaçant B par C et Bx par Cx 

dans la définition de Bx
 8). 

*) Pour justifier cette définition un peu artificielle, remarquons que les relations 
f(x)eBl, g(x)eBt, h(x) = fg(x) entraînent h(x)eBx ; et de même pour Ct. En 
effet, soit 0^Lx0 < 1 ; si g(x0) = xt < 1, on a h+(x0) = f+(xx) g+(x0), comme 
on le voit en appliquant la démonstration habituelle de la formule analogue pour 
la dérivée bilatérale; si g(x0) = 1, on a h(x) = f(l) pour x0^x^l, d'où 
h+(x0) == 0 ; on a des résultats analogues pour h~(x). La continuité et la mono
tonie de h(x) sont évidentes. 
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Quant à l'ensemble 5 1 ? on peut démontrer trois théorèmes 
complètement analogues aux théorèmes 4, 5, 6; nous allons les appeler 
respectivement ^théorèmes 7 , 8 , 9 " ; on les obtient des théorèmes 
4,5,6, en y remplaçant partout B par Bx. Au contraire, pour Cly 

on a le théorème suivant: 

Théorème 10. Il existe une suite fx(x\ f2(x\... de fonctions 
fn(x) € Cx (fn(0) = 0} fn(l) = l) telle qu'il n'existe aucun système 
fini q>t(x)j <jp2(#)>••• > (pk(x) jouissant des propriétés suivantes: 

1. (pi(x) € Cx pour i = 1, 2 , . . . , k. 

2. Chaque fonction fn(x) ( w = l , 2 , . . . ) est une superposition finie 
des fonctions (px(x), (pt(x\...,(pk(x). 

On voit la différence essentielle entre le théorème 8 (concernant 
l'ensemble Bx) et le théorème 10 (concernant l'ensemble Cx). Mais, 
peut-être, il n'est pas inutile de rapprocher encore le théorème 10 
à un théorème de MM. S c h r e i e r et U1 a m (1. c. 2)) que voici : 
soit D (resp. Dx) l'ensemble de toutes les fonctions f(x) e C (resp. 
f(x) e Cx) pour lesquelles on a f(0) = 0, f(l) = 1. Alors il existe 
cinq fonctions (pt(x) e D (resp. (pt(x) e Dx) (i = 1, 2, 3,4, 5) telles qu'à 
chaque fonction f(x)eD et à chaque ô^>0 correspond une fonction p(x) 
jouissant des propriétés suivantes : 

1. p(x) est une superposition finie des fonctions çpi(x)(i= 1,2,3,4,5). 

2. Pour O ^ ^ l o n a \f(x) — p(x)\ < ô *). 

Donc: pour l'ensemble Dx (et de même pour l'ensemble D) on 
a un théorème „approximatifu complètement analogue aux théo
rèmes 1, 4, 7 ; au contraire, si Ton considère les théorèmes „préeisa 

2, 5, 8, on voit — d'après le théorème 10 — que l'on ne peut 
avoir aucun théorème analogue pour l'ensemble Dx. 

Au lieu de démontrer les théorèmes 6, 9, nous allons démontrer 
le théorème suivant qui les contient évidemment: 

Théorème U. Posons fx(x) = 0, ft(x) = 1, ft(x) = x, pour 
0 ^ x <£ 1. Alors les fonctions f(x) jouissent de la propriété suivante: 
g(x\ h(x) étant deux fonctions quelconques de Vensemble B, il existe 

4) MM. S c h r e i e r et U l a m ont démontré ce théorème pour l'ensemble D; 
pour le cas de l'ensemble Dv il faut modifier légèrement la démonstration. 
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un nombre ô = ô(g, h) > 0 et un indice i = i(g, h) (égal à 1,2 ou 3) 
tels que l'on ait 

Max \p(x) —/,(.-) | ^ ô 

pour chaque fonction p(x) qui est une superposition finie de ces deux 
fonctions g(x\ h(x). 

Remarquons enfin que les théorèmes 4, 7 sont des conséquences 
immédiates du théorème 8. Soit, en effet, E l'ensemble de toutes 
les fonctions f(x) jouissant des propriétés suivantes : il existe un 
nombre entier n^>0 tel que 1.) f(k2~n) soit un nombre rationnel 
pour * = 0 ,1 , . . . , 2" ; 2.) 0 <Zf(k 2-") ^ / ( ( f c + 1) 2~n) < ; 1 pour 
k = 0, 1,.. . , 2n—1; 3.) f(x) soit linéaire dans chaque intervalle 
(k2~n

9(k+l)2-n) (& = 0 ,1 , . . . , 2 "—1) . On a 1.) ^ C ^ C - 5 ; 
2.) si f(x) e B, ( 5 > 0 , il existe évidemment une fonction (p(x) e E 
telle que \f(x) — <p(%)\ <iô pour 0 5S x ^ 1. En réarrangeant les 
fonctions de l'ensemble E en une suite fx (x\ fa (x\... et en appli
quant à cette suite le théorème 8, on obtient aussitôt les théorèmes 4, 7. 
Il suffit donc de démontrer les théorèmes 5, 8, 11, 10. 

§ 2. Démonstration des théorèmes 5, 8. 

Lemme 1. Soit donnée une suite fx(x), f%(x),..., où fn(x)eB 
(resp. fn(x) e Bx) pour H = 1,2,... Alors il existe cinq fonctions 
(pi(x) e B (resp. (pt(x) e Bx) (i = 1, 2 , . . . , 5) telles que B) 

fn(x) = <Ps(P*<pln~*<Ps<P2~1<Pi{x) pour rc = l , 2 , . . . , 0 < ^ < S 1 . 

D é m o n s t r a t i o n . Posons 

# 4 - 1 1 
ç?1 (x) = —-^— pour 0 fS x 5S 1 ; ç>, (x) = — x pour 0 <S x 5S 1 ; 

(p% (x) = 2 x pour 0 5Sx <S -r, (p%(x) = \ pour — 5 5 x < ï 1 ; 

g-4(a;) = 0 pour 0 < S # < S ^ , <jp4(#) = #—— pour — ^ # 5 2 1 ; 

<p5(x)=2-<3"-1\fn(2
2»~1x—1)+1) pour 2-<2»-,)^a!^2-<-'-2», w=l,2,...; 

»jp6(0) = 0, qpB(a;) est une fonction linéaire dans chaque intervalle 

(2-ta s-̂ 2»-»)) (11=1,2, . . . ) . 

5) (pn(x) est la n-ième itérée de (p(x)\ <p°(x) = x. 
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Remarquons que: 1.) si» croît de 2-(2n-1) à 2-(2*-2\ alors 22n~lx—1 
croît de 0 à 1; 2.) g>5(2~2w) ^ 2 . 2~3/I-2 < 2-8«+1 ^ (jp5 (2"<2/,-1>) ; 
3.) pour 2"2 / ï^a;^2-2 ( , ,- 1 ) on a 0 <ç>i(s) ^ 2~Zn+\ donc ç^(0)=0 . 
On a donc <pt(x) e -ff (resp. q)^x) € Bt) pour i = 1, 2, 3,4, 5. 

Soit » > 0 un nombre entier, 0 <^ x^ 1; alors on peut raisonner 
comme il suit: 

(pr1 <Pi (x) = 2-(2/ ,-!) (x + 1), 2-<3/l"1) ^ q>rl <Pi (x) ^ 2-<^-2); 

o ^ <P* <prx vdx) = 2-*-* (/.(22*-1 q>rx <PM - 1 ) + 1 ) = 
= 2-<8*"1> (fn(x) + 1) ^ 2"<3"-2) ; 

9>r2 96 9 T 1 <Pi(x) = 2 8 ^ 2 gp5 qpr1 <Pi(x) = | ( / . (») + 1), 

- ^ qp|"-2 ç>5 (pr1 <px(x) ^ 1 ; 

<Pi <Pf~2 <P5 <P2^ <Pl(x) = ^fn(x)\ 

<p% <Pé <pT~2 <p* <prx <pi (x) =fn(x\ 

Lemme 2. Soient données cinq fonctions <p\(x), <p^(x\...^ <pi(x) 
où q>n(x) e B (resp. q>n(x) eBx) pour n = 1, 2, 3, 4. 5. Alors il existe 
trois fonctions ^pi(x) e B (resp. ^pi(x) e Bx) (i = 1, 2, 3) telles que 

<Pn(x) = ^p\ ^pz ^p1 ^prl Vz tyl~n Vi(x) pour 0 5? x fS 1, w = 1,..., 5. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit 

tpx(x) = 2~n (x + 1) pour 0 <; x ^ 1 ; 

Vi(s) = 4# pour 0 ̂  x :§ j , ^s(x) = 1 pour j :S .r :§ 1 ; 

^8(a:) = 4(z — 3 • 2~12) pour 3 • 2~u ^ x ^ 4 . 2"12, 

V8(«)=2-<2/I-1>(Ç)/ï(2
2'I-1a:—1)+1) pour 2-^ 1 ) ^x^2-< 2 "- 2 ) , n=l,...,5. 

t/;8(0) = 0, ^g(iu) est une fonction linéaire dans l'intervalle (0, 3*2-12) 

et dans chaque intervalle (2~2n, 2-<2*-1>) ( w = l , . . . , 5 ) . 

Remarquons que: 1.) si x croît de 2-<2/,""1) à 2"(2/,-2), alors 
22n-lx— 1 croît de 0 à 1. 2.) ^ (2~10) = 2~10 < 2~9 ̂  Va (2~9) ; 
pour n = l , 2 , 3 , 4 on a t/;8 (2-^) ^ 2 - ^ < 2"<2,I-1) ^ t̂ a (2"<2/l-1)). 
On a donc tpt(x) e -B (resp. ^pi(x) e Bx) pour i = 1, 2,3. 

Soit maintenant w un nombre entier, 1 fS w fS 5, 0 < . r < l . 
Alors on peut raisonner comme il suit: 
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Vi(*)^4-5, 6 — rc^5, 
donc tft-* tpx (x) = V*-2"-11 (x + 1) = 2"<2*~1> (x + 1), 

2-<2/.-i) -<: y*-» ^ ^ «g 2 - ^ " 2 ) ; 

fpB Vt" V>i(x) = 2"*2*-1) (ç?/l(2
2-1 4,*"* ^ ( * ) - 1) + 1) -= 

= 2~<2*-1> (g^Or) + 1) ̂  2-<2»"2> ; 

V.T1 ̂  ^ % (*) = 2-1 (<pn(x) + 1) ; 

* i « r 1 v8 v r * * i ( * ) = 2 - 1 2 (?>„(*) + 3), 

3 . 2"12 <g tpt xpl'1 fpt tp't» ipt (x) ^ 4 • 2-12 ; 

tpt xpx y*-1 v>8 tp«rn fpi(x) = ±(tt>i y 1 v , ^t~n </>- (x) - 3.2~12) = 

= 2-10 <pn(x) ^ 4-5; tfi tpz tpx tpr1 Vs t^ r n >i(*) = 9M(X). 

Les lemmes 1, 2 sont donc démontrés; les théorèmes 5, 8 en 
sont des conséquences immédiates. 

§ 3. Démonstration du théorème 11. 

Soit f (x) = 0, f2 (x) = 1, f3 (x) = x pour 0 ̂  a; ̂  1. Supposons 
qu'il existe deux fonctions g(x) e -B, h(x) e B telles qu'à chaque 
nombre (5 >> 0 et à chaque indice i (i = 1, 2, 3) correspond une 
fonction p(x) qui est une superposition finie des fonctions g(x), h(x) 
et telle que 

(1) \p(x)-fi(x)\<ô pour O ^ ^ l ; 

il faut en déduire une contradiction. 
Désignons par S l'ensemble de toutes les fonctions que l'on peut 

former par les superpositions finies à partir de g(x), h(x). Soit 
0 < m <C 1 ; si l'on avait g(m) ^ m, h(m) ̂  m, on aurait aussi 
p(m) S^ m pour chaque p(x) e S6), ce qui est en contradiction 
avec (1) pour x=m, i = l , d = m ; si Ton avait g(m)^m, h(m)<^m, 
on aurait aussi p(m)^m pour chaque p(x) e S, ce qui est en 
contradiction avec (2) pour a; = m, i = 2, ô = 1 — m. 

Donc: pour chaque a; ( 0 < x < l ) on aoa bien g(x)>x>h(x)t 

ou bien g(x)< x < h(x). En choisissant la notation d'une manière 

convenable, on aura W Ô J ^ Ô ^ M T - ) ? donc (en conséquence de 

la continuité) 

•) De cp(x)eB, ip(x)eB, cp(m)^m, tf>(m)^>m on déduit, en effet, que 
9 ty (m) î ^ <P (m) ï ^ m-
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(2) 9(x)>x>h(x) pour 0 < # < 1 , 
d'où 

(3) 0 ( 1 ) - 1 , A(0) = 0. 

Si Ton avait #(0) = 0, on aurait (voir (3)) aussi p(0) = 0 pour 
chaque p(x) e S, ce qui est en contradiction avec (1) pour x = 0, 
i = 2, 4 = 1 ; donc ^(0) = X > 0. Soit 0 < r ç < A ; il existe une 
fonction p(x) e S telle que 

(4) \p(x) —f(x)\ < 1/ pour 0 ^ x ^ 1, 

d'où jp(0) < rç < X ; on a ou bien p(#) = h(x) ou bien /?(#) = hpt(x) 
où j9A (a;) e S. Dans le premier cas, on a d'après (4) 

A(l) = p ( l ) > l - Î ? ; 
dans l'autre cas, on a 

M - ) ^ A ( f t ( l ) ) = P ( » > - - r j -

Donc A(1)>1 — rç pour chaque rç tel que 0<rç<A, d'où A(l) = l. 
Mais on a aussi g(l)=l (voir (3)), donc p ( l ) = l pour chaque p(x)eS, 
ce qui est en contradiction avec (1) pour x = 1, i = 1, 4 = 1. 
Notre supposition entraîne donc dans tous les cas possibles une 
contradiction, ce qu'il fallait démontrer. 

§ 4 . Démonstration du théorème 10. 

Il existe évidemment une suite de nombres réels at, a2 , . . . telle 
que la relation 

n 

\ kt at = 0 (n>0 entier, kt entier pour i = 1, 2 , . . . , n) 
/ - i 

entraîne kx = k% = ... = kn=0. Il existe donc une suite fi(x\f(x),.. 
telle quefn(o:)€C1,fI(0) = 0 , f l ( l ) = l , f+(0) = ^ pour n = l,2,... 
Supposons qu'il existe un système fini 

(5) <px(x\ (p%(x),..., <pk(x), 

où <Pi(x) e Cy pour i= 1,2,..., k, et tel que chaque fonction fn(x) 
(n = 1, 2,...) soit une superposition finie des fonctions (5). On peut 
supposer que chaque fonction q>t(x) (i = 1,2, . . . , k) rentre effecti
vement dans ces superpositions, c'est-à-dire qu'à chaque nombre 
entier i (1 ^ i 5S k) il correspond un nombre entier n ^ 1 tel que 

(6) fn (x) = tpx tp%... xt>r(x) (r ^ 1), 
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où les fonctions i/Jj(x) sont choisies parmi les fonctions (5) et où l'on a 
tpj(x) = q)i(x) pour une certaine valeur de l'indice j (dans le cas 
contraire, il suffit de supprimer simplement les fonctions (pt(x) 
„superflues"). Les fonctions tpj(x) étant croissantes, on voit de (6) 
que tps(0) = 0 pour s = 1, 2,..., r, d'où (voir la note *)) 

(7) e-n^f^(0) = ^(0).xpt(0)^...^nOl 
d'où tf)+(0)=\zO (donc tpf (0)>0) pour s = l , 2 , . . . , r ; on a donc 

Ç)/(0) = 0, (pt(0)>0 pour i = l , 2 , . . . , & . Posons / ? , = log ^ ( 0 ) 
pour i = 1, 2 , . . . , &; on a d'après (7) 

r 

«„ = log/? (0) = 2 lQg VV+ (0)-
7 - 1 

On a donc pour n = 1, 2, 3 , . . . 

k 

(8) an=J?kttt(ilt 

/=-! 

où les jfcn/ sont des nombres entiers, d'ailleurs non négatifs. Mais 
des k-\-\ premières relations (8) (pour n = 1, 2 , . . . , fc-j- 1) on 
déduit, en éliminant les /?,, une relation de la forme 

*+i 

J?lnan = 0, 

où les nombres entiers ln ne sont pas tous égaux à zéro; on obtient 
ainsi une contradiction et le théorème 10 est démontré. 

Remarques . 1. On voit aussi que, m étant un nombre entier 
quelconque, plus grand que 1, les fonctions f(x\ f(x),..., fm(x) 
ne peuvent pas être représentées par les superpositions finies de 
m — 1 fonctions de l'ensemble Cx. 

2. On voit aussi que ce n'est que l'existence de la dérivée du 
côté droit au point x = 0 qui intervient dans la démonstration. 
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