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Sur les approximations diophantiques
simultanées.
T'ar
VOJTECH JARNIK.

Présenté le 18 octobre 1935.

§ 1. Introduction; résultats.

Tous les nombres de cette note sont réels; s sera toujours un nombre
entier et positif; xy, %y, ..., %, ¢, P1, P2, ..., Ps seront toujours des nom-
bres entiers tels que

q>0, Max | % | > 0.
i=1 2 ..,

Au lieu de

Max ]x,]
1e=1, 2

nous allons écrire plus briévement Max | x;|.

Définition. 0, 6,, ..., O étant donnés, désignons par B, (0,, 0,, ..., 0)
la borne supérieure de tous les nombres a pour lesquels les inégalités

1

lx0+2x,0|< Wax (% +e )]

possédent une infinité de solutions em x,, x,, ..., x; d'autre part, soit
By (01, 05, ..., 0) la borne supérieure de tous les nombres o pour lesquels les
inégalités

il
q | q 14 l+¢

(I

possédent une infinité de solutions en q, p,, s, ..., Ps
On a 0<B;(0, ..., 0)<o pour 7 =1, 2 et évidemment
B, (6,) = B, (6,). Pour s > 1, on a — d’aprés M. Khintchine?)

1) Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen, Palermo Rendi-

conti 5 (1926), p. 170—195, en particulier p. 189—195. Dans notre note, nous allons
aw + b

poser a + ®© = o, To +d
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= % pour ¢ =|= 0.



1 10 = ° - Os
BBy 2By (O o 02 o P B
De (2), on tire aussitot le

Théoreme 1. Soit s > 1; alors on a

2B, (04, ..., 6)
BB B o 8) = 5 e )

pour 0<6(0,, ..., O) <.

D’autre part, on a le
Théoréme 2. Soit 0 <P, < oo, s>1. Alors il existe s nombres

0,, ..., O tels que
B, (61: SERY 0’) = fi,

8, (0 0,) = 8B pour 0<B, < _ 1
1 1y vc0 U8 l—(s‘—])ﬂg .-_—__2‘5___1’
B0y .. ) =0 powr o <B <o
1 s% B,
Démonstration. 1. Soit 0 < g, < -~ ——-; posons f; = ———2———
1—(s—1)B,°

J'ai démontré?) qu’il existe s nombres el, ..., 0 tels que

g B
Bl (01’ ‘.' i 05) Bl 1 (S l) pz ’
- By _
Ba (Olr T 0‘)“ (S 1) B, s2 = B,

1 . .
2. Soit - TS < B, < . J'ai démontré:3) il existe s — 1 nombres

0, ..., 0,1 tels que les inégalités

bi 1
i — <—(@=1]2 ..., s—1
g1 <7 )
e s . 1+ B, ,
possédent une infinité de solutions pour a < 1 4 — et n'en pos-
, o 1 + B -

sédent qu'un nombre fini pour ¢ > 1 4+ ———**, En posant 0 = 06,_;,
on a évidemment B, (0, ..., 0) =p,, B, ( b oo 05) = oo

2) Uber einen Satz von A. Khintchine, & paraitre dans ,,Prace matematyczno
fizyczne'!, théoréme 1.

.3 Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen,
Prace matematyczno-fizyczne 39 (1932), p. 185—144; voir surtout ,,Satz 1‘‘, oit I'on
doit poser s —1 au lieu de s et

o =1 +_!_+ ﬁt (>- - ._)

s—1



3. Le dernier cas B, = oo est banal; il suffit de poser 0, =0, =... =
=0 = 1.

Considérons les inégalités (2); si B, (0,, ..., 6) =0 (resp. = o),
on a aussi B, (0, ..., 0s) = 0 (resp. = oo); dans cctte note, nous nous
proposons de démontrer que ces deux cas sont (pour s > 1) les seuls cas
ou la connaissance de B, (0, .. ., 0;) suffit pour déterminer 8, (0,, ..., 0);
c’est-d-dire, nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soit s > 1, 0 << B, << . Alors il existe 2 s nombres
0y, ..., O my, ..., s tels que

B, (6, ..+, 0:) = By (1s « - -0 %) =7 By,
Bl (01’ LS O‘) :I: BI (7}1» ce n’)

Le théoréme 3. est une conséquence immédiate du théoréme 2. et
de deux théorémes suivants:

. 1 v
Théoréme 4, Soit s > 1,0 < p, < -A—E—;_-{—:—' - alors il exisie s nombres

1
0y, ..., O tels que
- : L S AR
82 (O]y ..y Os) -_ [32, Bl (01, . e ey 05) __< S“—': 1‘_ (s————]—)ﬁ2 .
Théoréme 5. Soit s> 1, 0< B, < oo; alors il existe s nombres 0y, ..., 0
tels que

Ba (01, .oy Os) == By, By (0y, ..., O) oo,

Le théoréme 3 est une conséquence immédiate des théorémes 2, 4, 5;
pour le voir, il suffit de remarquer que, pour
1 B o S+ 1) B

0<B<5izy, M2 FUETN), s+ 1—(G—1E

§ 2. Démonstration du théoréme 4.

Considérons l'espace cartésien Rs a s (> 1) dimensions. Soit W I'en-
semble de tous les points (8;, 05, ..., &) telsque 0< 0, <1 (¢ =1,2,...,5),
Soit M € Rs, « > 0. Définissons le nombre L (M ; x%) comme il suit.t) Soit

p > 0 et soit © une suite (finic ou infinie) de cubes®) W,, W,, ... dont les
arétes d,, d,, ..., satisfont & l'inégalité d; < p. Posons
A (6) = Z d‘,a;

la borne inférieure de tous les nombres A (&), correspondants a tous les

) Cette définition revient & M. Hausdorff, Dimension und #4usseres Mass,
Mathem. Annalen 79 (1919), p. 167—179.

%) Par le mot ,,cube‘* nous allons entendre toujours un cube ouvert dans R;,
dont les arétes sont paralléles aux axes des coordonnées.



systémes © (de l'espéce décrite plus haut) qui recowvrent l'ensemble M
sera désignée par L, (M ; x*); nous posons

L(M; ) =1lim L,(M; x) (0<L (M; )< o).
=0+

Lemme, Soit s > 1, 0 <A< o0, @ >1T>85— pour

ST
o« >0 soit E, I’ensemble de tous les points (0,, ..., 0s) de I'ensemble W,
pour lesquelles les inégalités (1) possédent une infinité de solutions. Alors
ona L (Ei; ) =0.

Démonstration. Soit E; (x,, %,, ..., x5) 'ensemble de tous les points
0,, ..., 0;), pour lesquels

. ; 1
0 __<__ 0,’ <1 (t == ], 2, ceey S), I Xo +‘§lﬁ,- Xi I < Maxl_x' |.YA+.;A . (3)
E; est I'nsemble de tous les points qui sont contenus dans une in-
finité des ensembles L; (x,, ,, ..., %). Remarquons que, %, ..., % étant
donnés, il existe au plus (2s + 3) Max | x; | valeurs de %, telles que

Ei (%9, %y, ..., %) == 0; car lesrelations (3) entrainent | %, | <s 2| x| + 1.
fe=1

X9 %1, . . . % étant donnés, choisissons » > 0 de fagon que’
| % | = Max | x;| et considérons tous les points (9;, 95 ..., ns) tels que
k;

K Ta et (k; entier, 0 <w;<1) pour 77,

%Xy -+ ) X0 =0, (4)
i=1
le nombre de ces points est égal a

1+ (| x'|s+l+l)]s—-1§23—-l Maxlx;]“‘“""”“”)

(05, 05, ..., 65) étant un point quelconque de E; (%, %,, . . ., %), il existe
évidemment parmi les points (v, ..., %) considérés un point tel que

[0 —mi | < Twm[FasT bour iz=7; (5)
d’aprés (3), (4), (5) on trouve aussitét
s
1O = | < e

Donc: si I'on construit, autour de chaque point considéré (v, %, .-, ),
un cube d’aréte 2s|«,|~*—*1, 'ensemble E; (%,, %y, ..., %) sera recouvert
par ces cubes (dont le nombre est < 2°—! Max|x,;|¢+2+D6—1,

Soit maintenant p >0, € > 0. Choisissons un nombre T tel que

2s 1

a3 +5—1
ToviTd <p, 2ts—1lst (2543) 2 . Max |, [Pt A+ DE—s+D-1 <e

EYTE 79
Max | |'-|>T



6

(ceci est possible, car la derniére série converge, comme on le voit aisément).
On a
E,c p)] El (xo, X1y ooy xs);
[ T
Max| v, [>T
d’aprés ce que nous avons dit sur la possibilité de recouvrir E; (%,, %y, ..., %)
par des cubes, on a
L,(Ey; )< E (254 3) Max | x| .
Ay et
Max | v | ; T
L2 =1 Max | a4 [SHAFDE-D orgr (Max | x4 )76 FAH D < g

Donc L, (E;; x7) = 0 pour chaque p >0, d’ou L (£;; x7) = 0.

Démonstration du théoréme 4, Soit s >1, 0 < B, < $—+~1 soit

1 ’

o= l(i’_.—'t(}l'l_ﬂi) 6 Soit H l'ensemble de tous les points (0,, ..., 05)
de W pour lesquels B, (8,, ..., 0 > s; donc

Hc b Ly, . (6)

ne=1 n
Ona
1
_l .,4-!-_-.-]_)_._.“ = § — ____G___ > S — --__:—.l-_-’:"-_ .
F156, s+o+1 stot+ L

donc, d’aprés notre lemme et d’aprés (6),

s+ 1)s
L(m; srem) =0,

Soit K I’ensemble de tous les points (0,, ..., 0) de W, pour les-
quels B, (0,, . . ., 0s) = B,; pour z > 0 soit K, I'’ensemble de tous les points
(61, ..., 0:) de W, pour lesquels les inégalités

14= .
16, —pilgl < g '== 5 (=125

possédent une infinité de solutions.
On a

Ky c K+ 3Kp,1;
nel ”

j’ai démontré®) que

b+l _bils
L (K, ; xs+1+f) =00, L (K,H%; Xs+1+h) =0;
%) Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Math, Zeitschr.
33 (1931), p. 506—543; voir surtout ,,Satz 1. Dans la notation de cet article, on

doit poser K; = M (x—=, s), o a« =1+ __l_‘i z,



donc
+hs
L (K; x5¥1+%) = .

On a donc A — H == 0, ce qui achéve la démonstration.

§ 3. Démonstration du théoréme 5.

Le théoréme b est vrai pour s = 1; en effet, on peut aisément con-
struir une fraction continue réguliére définissant un nombre 0, tcl que
By (0,) = Ba, d’ou B, (0,) = B, < . Supposons donc s > 1 et supposons
que le théoréme 5 soit vrai si l'on y pose s — 1 au lieu de s; il faut montrer
que le théoréme 5 est vrai pour la valeur s. Ceci est banal, d’aprés le théo-

réme 2, si 0 < f, < ~-s~ —]I ; soit donc S:l_—l < By <. En posant
1 1 9

s o
on a 0<B, <o, —— - < vy, << o; il existe alors s — 1 nombres 6,,
..._ §— | ==

ceey O tels que By (0, ..., Oi—q) =By, By (O ..., O_1) =38 < oco.
Soit &) > €, > g/> . . ., g, = 0. Alors il existe une suite de systémes
de nombres entiers

qn, }51,,1, ]52‘,,, ey ﬁ‘ 1.5 (n= 1, 2, .. )
telle que ¢, —> oo,

gn >1, 0¢—~-?—'l’--'—' 1? (=12, ...,s—1;n=1,2,..). (8)
qn q-’»' "n
Soit A=y, (s+ 1)+ 2; {=Max(]06,], ..., |0_1], 1). Par
€y, Cs ... nous allons désigner des nombres positifs, ne dépendant que
de s, By, 0y, ..., O,_y. Pour 0 < a < b (4, b entiers) posons
9 () s+ 3) 4
Z=3 | % | Max | x [f+i--1°

ot la sommation porte sur toutes les valeurs x;, ..., s telles que x; == 0

a < Max | x; | < b. On constate aisément que
t M log (x + 1) oag }
Z<(‘-’J§(' gx('wl <eatte. (9)

Pour @ > 0 (a entier), ona (2s+3) a {(2a + 1) <cyartl,
Posons ¢; = ¢4 + 1 et choisissons deux suites 0 <7, < 7, < .
0 < k, < k, < ... de nombres entiers, jouissantes des propnetés suivantes:
les 7, sont ch0151s parmi les g,

1
klz >03' 7 < k?+1+ — (10)



1 1
B> (deg i)™, RIVVTEN < <Et'thW powra=2 3, .... (11)
%o, %y, ..., % étant donnés (x == 0), désignons par L (%, %, ..., x)
I’ensemble de tous les nombres 0; tels que
s 1
0<b<L % +x§1x" 01 < Max ||+~
%y, ..., % ¢tant donnés, il existe au plus (2s + 3) { Max | %; | nombres
%, tels que L (%, %y, ..., %) == 0. Posons
M,=Y L (%, ¥y, ..., x5).
Xo, 1,;.. A
ky =S Max |4 | < kygq
2 ¥0

M, peut étre couvert évidemment par un nombre fini d’intervalles ouverts,
dont le nombre ne surpasse pas le nombre

Y @s+3) tMax |5 [ SC@s+ 3) ksa @hwsr + 1P <kl

Xyy oeer g
hy =< Max | 1;] < kn+l

et dont les longueurs ont une somme ne dépassant pas le nombre (voir

(9), (10)

2 c 1
Z @s+3)EMax | % | . ¢y g < e < )
% | Max | % |+42 1 i--1
Xy aees g l gl ' 'I k,:' 2 k”
ky =S Max [ 15| < kyyy
|10
Il existe maintenant une suite des nombres entiers z,, 2,, . . . jouis-

/ 7 1z, 1\

sante des propriétés suivantes: en posant Sy = -F-— -, * 4o
p p \ 7, rz' » " rz’ / ’

ona (0,1) 25,25, >..., S M,_1=0(mn=2,3,...).

En effet, posons z; =1, d’ou S;c(0, 1). 2,..1 étant choisi, consi-
dérons I'ensenble G = S,,_1— M,,—;. On a (d’aprés (11)) 7, ™ > k. *11;
donc la mesure de G est au moins égale & 7, ; U'ensemble G est une
somme d’intervalles et (peut étre) de points isolés, dont le nombre est
<ec bt + 1< k" il existe donc un intervalle H <G de longueur
Yml s kTt > 47, (voir (11)); il existe donc un nombre entier zm tel
que Swc H, d'od Sw<Spu—1, SmM, 1= 0; lcxistence de la suite z,
Zy, ..., cst démontrée.

Il existe un point 6; qui est contenu dans tous les S, (n =1, 2,...);

2,
03 _ -L
Tn

1
<—; pour n=1,2, ..., en remarquant que les
Vn

7, sont choisis parmi les g,, on a donc [voir (7), (8)] B, (01, 0, - . ., 0s) = B,.

on a donc

) (&, b) est un intervalle ouvert, < &, b> un intervalle fermé.



Posons p = Max (%, 3) et soit

: 1
si %,5= 0, on a nécessairement Max | x; | < &, (0; n’appartenant a aucun
L (xy, %y, ..., %) avec Max | x; | > k,); d’autre part, I'inégalité (12) n'a
qu'un nombre fini de solutions avec % =0, car s+ p > (s—1) 4 8.
Donc B, (04, 0,, ..., 6) < p < oo.
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