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Uber einen Satz von A. Khintchine.

Von
Vojtéch Jarnik (Praha).
§ 1. Problemstellung und Resultate.

Ein wohlbekannter Satz aus der Theorie der diophantischen Appro-
ximationen einer reellen Zahl 6 (alle Zahlen dieser Note sind reell) be-
sagt: zu jeder Zahl 6 gibt es unendlichviele Paare ganzer Zahlen g, p mit

1
tl>0-lq6—p|<;-

Mann kann bekanntlich diesen Satz auf zwei wesentlich verschie-
dene Arten verallgemeinern. Es gilt ndmlich erstens folgender Satz:

Es sei s=1 und ganz. Zu jedem System von s Zahlen 6,, 6,, ..., Os
gibt es unendlichviele Systeme ganzer Zahlen ¢, py, P2y..., Ps mit
(1) 7>0.1q90—pi| < —- / (i=1.2,....5).

Zweitens gilt der Satz: ’

Es sei s=1 und ganz. Zu jedem System von s Zahlen 6,, 6,, ..., 6s
gibt es unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen X,,X,,..., Xs mit
2 Max | x;] >0, | x, X,
) l=“ax| 1>0,] H—Z 16| < ——— " xlx‘l

1=1,24.0..8

Bei einigen Systemen 6,,0,,...,0; kann mann die durch (1),(2) ge-
lieferten Approximationen noch wesentlich verschérfen; zur niheren Un-
tersuchung dieses Umstandes fiithren wir folgende Definition ein:

Definition. Es sei s=1 und ganz, 8;, 0,, ... ,0 reell. Dann sei
By (6, 0,, ..., O) die obere Grenze derjenigen Zahlen ¢, fiir welche die
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2 ’ o Vojtéch Jarnik

Ungleichungen
Max |x/|>0,] %+ Zx101|<

I=120ms Ma Xle|‘+"
I=120008

unendlichviele Lésungen in ganzen X,, X, ..., Xs besilzen. Ebenso sei
Bz (6,, 04, ..., Os) die obere Grenze derjenigen Zahlen v, fir welche die
Ungleichungen

9>0, |01——|< ((=1,2,...,9)

‘7 b—";
unendlichviele Lésungen in ganzen ¢, p,, Pa, ..., Ps besilzen,
Nach den angefithrten Sétzen ist stets

@3) 0=0, (B, 6\ ..., 0) =0, 0P (6, 0y, ..., O) Soo.
Diese Definiton hat Herr Khintchine aufgestellt.?)

Fiir s=1 ist offenbar B, (0;)=208, (8,). Fiir ganzes s> 1 hat Herr
Khintchine folgende Ungleichungen bewiesen?), welche fiir alle Sy-
steme 6,, 6,, ..., 05 gelten:?)

0,05 ... .05
5) B0y 0 Z B (65 ..., 02—l )

(s—1) B; (04,0s,... 8s) - st

1) ‘A, Khintchine, Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen,
Palermo Rendiconti 50 (1926), S, 170 — 195, vgl. insb, S, 189 — 190, Die Definition lautet
dort etwas anders als bei uns; beide Definitionen sind aber dquivalent, Z, B, laulet die
Definition von B, (0, 8, ,+,, 0s) beiHerrn Khintchine so: B, (0, s, ..., Os) sei die
obere Grenze derjeningen Zahlen o, fiir welche die Ungleichung

x.,+z X1 —a ( r= ]/Zm>o)

bei jedem ¢=>0 in ganzen Zahlen X, %,, ..., Xs losbar ist, Man beachte erstens: ist
(4) fiir jedes e>0 in ganzen xi l6sbar, so gibt es offenbar auch Lésungen mit beliebig

4

%
grossem r; zweitens: es ist r = leax | xt| == s + Aus diesen Bemerkungen folgt
=1,2,.,., §

offenbar die Aquivalenz der beiden Definitionen von B, (U, 0, ,,., 0s); analog far
Ba (O fp0 uusy Os).

2) L. e ') vgl, insb, S, 189—195,

3) In dieser ganzen Note soll

aoo+b

OO 4. g =00, a°°+d

fut ¢=z£0
gesetzt werden,
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Uber einen Satz von A. Khintchine, _ 3

In dieser Note wollen wir unter anderem zeiden, dass die zweite
Ungleichung (5) scharf ist; d. h. wir werden folgenden Satz beweisen:

. Satz 1. Es sei s>1 und ganz, 0=, =0co. Dann gibt es reelle
Zahlen 01. 62. voo 05 mit

- B
0,05 ... 0) =By, Ba(0,0s ... 0= ——-T——.
B (6, T Aty e

Wir wollen aber noch einen schirferen Satz (Satz 2) ableiten,
welcher den Satz 1 enthdlt. Zunichst aber einige Vorbemerkungen. Die
Zahlensysteme (0,,0;, ... ,0s) werden wir stets als Punkte eines (s— 1) —
dimensionalen Cartesischen Raumes deuten; mit W bezeichnen wir dau-
ernd den Wiirfel 0=6,<1 ({=2,3,...,9).

«Fast alle Punkte einer Punktmenge M" bedeutet: alle Punkte von
M, mit Ausnahme der Punkte einer Menge vom Lebesgueschen Mass
Null. ,Nahezu alle Elemente einer Menge" bedeutet: alle Elemente
dieser Menge mit hochstens endlichvielen Ausnahmen. Das &#ussere
Lebesguesche Mass der Menge M soll mit p. M bezeichnet werden. Nun
lautet der

Satz 2, Es sei 6, reell, s™>1 und ganz.

Behauptung 1.
a) Fiir alle reellen 9., 6;, .., ,0s ist

By (64,65, ... ,6)=Max (0,143, (6,) —s).
b) Fir fast alle Punkte (8.0, ... ,0) aus W ist
(6) By (61,85, ... .05) =Max (0,148, (6,) —5) .
Behauptung 2.

a) Fiir alle reellen 6,,0;, .... 0 ist

B(6)—s+1
B2 (61, 02, ... cellgmu(o'[s_l)ﬁz (BJ-'—ZS—I) ’

b) Fiir fast alle Punkte (0,0, ... ,05) aus W ist

_ 3 Ba(8)—s4-1
@) B (8,6, ... .Oxl—Max(o,(s_l) 52(0‘)_“5_1).
Behauptung 3. .

Fiir fast alle Punkte (95,0, ... ,05) aus W ist

pl (ell 02' ey ﬂs)

s (0,0, ..., 05)= '
®) R | N R IR Er
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4 Voijtéch Jarnik

Die Behauptung 3 folgt aus den Behauptungen 1b, 2b. Denn fiir
By (6,) =s—1 ist nach (6), (7) fiir fast alle (0,05, ... ,05) aus W

By (01,650 ... 0s)=Bal0;, 0, ... 09 =0,

also (8) wahr. Fiir B,(0;)=co ist nach (6), (7) fiir fast alle (0,,0,, ... ,6;)
aus W .

) 1
[31(01'92: s .ﬂs)=00.[3g[91.95. ‘ee '03)='§‘__i '

also (8) 'wahr. In den idbrigen Fillen ist endlich nach (6), (7) fir fast
alle (0,,0y, ... ,05) aus W

Ba (0,) =By (0,0, ... ,O_,.)—{-S__l,

By (04,05, ...  0s) .
(8—1)[[31[01,02, e .O.c)—{'-S-—l]-l—Zs—l

B3 (6,05, ... 0)=

also (8) ebenfalls wahr,
Um den Satz 1 aus dem Satz 2 herzuleiten, brauchen wir noch
folgenden (trivialen)

Satz 3. Es sei 0=B=oo; dann gibt es eine Zahl 0 mit (, (0) =6. )
Es sei nun § =2 und ganz, 0 =@, =co, Wir wahlen f;=8;+s-—1
(also B;=s—1>>0). Nach Satz 3 gibt es eine Zahl 0, mit {,(0,) =fu;

1) Beweis: Es sei
i
bt
BT

die regelmiéssige Kettenbruchentwickelung einer Zahl 0; p,, g, seien die

Néherungszihler und N&herungsnenner dieses Kettenbruches. Bekannt-
lich ist

1 ]-7/1 - 1
=ttt guos — o L
! " ! (gn +1 + qn) Gn qn Gu-}-1 Qu
1 Pn 1
P 2 0—== P
3 bn+1 qn Qn b +1Qn

beachtet man, dass fiir die Approximierbarkeit von 0 durch rationale
Zahlen die Briiche p.¢; ' allein massgebend sind, so sieht man: wahlt
man sukzessive b, =[9f] fur B< 0o, byyi=q, fiir P==co, so ist
B (0)=B. -
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 5

dann ist nach Satz 2 (Behauptung 1b und 3) fiir fast alle (65,6, ... ,05)
aus W

By

6,05, ... ,05)= o —S=0,, [o(6y,0, ..., _

By (6;.6, s)=1+4p—s=0 B (6,06 bs) = C—Dete
womit der Satz 1 als eine Folgerung des Satzes 2 erscheint.

Wir wollen noch eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1 explizlte
anfithren : '

Satz 4. Es sei s=1 und ganz, 0=8,=co. Dann gibt es reelle
Zahlen (6,,0s, ... ,05) mit B, (0,0, ... 6;)=F,.

Fir s=1 ist pdmlich dieser Satz mit dem Satz 3 identisch, da
By (6,)=,(6,). Fiir s>>1 ist er im Satz 1 enthalten (man beachte aber,
dass zum Beweise des Satzes 4 der leichtere Teil des Satzes 2, nim-
lich die Behauptung 1 allein, hinreicht).

Unsere Aufgabe besteht jetzt noch in dem Beweis der Behauptun-
gen 1, 2 des Satzes 2. Wir werden bei diesem Beweis keine Vorkennt-
nisse voraussetzen; der Leser braucht nicht einmal die Khintchineschen
Ungleichungen (5) zu kennen. Mit der Benutzung der zweiten Unglei-
chung (5) wiirde sich allerdings der Beweis der Behauptung 1b noch
vereinfachen lassen; wir werden aber zum Beweis dieser Behauptung
1b einen Hilfssatz (Hilfssatz 2 mit Zusatz) brauchen, der vielleicht auch
an sich ein gewisses Interesse beanspruchen darf. Wir zitieren hier den
Zusatz zum Hilfssatz 2:

Es sei s=2 und ganz, 6, reell. Dann haben fast alle Punkte
(62,8, ... ,6s) aus W folgende Eigenschafi: ist a>>0, so haben die Un-
gleichungen :

Max: x| >0, ]xa—|-2x101|<
i=2,3,.. i=1 i |x|
=1,2,,

s+a

héchstens endlichviele Lésungen in ganzen Xo, %y ,... ,Xs.

Dieser Zusatz ist besonders interessant fiir B, (6;) >s—1; dann ist
nidmlich nach Satz 2 §,(6,,9, ... ,0;) >0 fiir alle 6,,6;, ... ,0s. Ist also
0<a<B; (6,0, ...,0s). so haben die Ungleichungen

Max| %[>0, |0+ th°'|<

i=1,2,0..,

Max|;c|‘°""z

i=1,2,...8

unendlich viele Lésungen in ganzen Xo, Xy, X,, ... ,%s. Fiir fast alle
(64,65, ... ,0) aus W ist aber nach dem Zusatz fiir nahezu alle diese
Lésungen X,=X;=...=X;=0, sodass nahezu alle diese Lé&sungen
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6 ) Vojtéch Jarnik

durch die- Lésungen der Ungleichungen
1
g>0 |qel—p|<qs+a

(in ganzen p,g) gegeben sind, welche ausschliesslich von 0; abhingen
und mit 05,6, ..., 6 nichts zu tun haben,

. Was den Beweis der Behauptung 2 des Satzes 2 betrifft, so habe
ich bereits im Jahre 1932 eine Methode publiziect ®), die fihig ist, den
Beweis dieser Behauptung zu geben, Damals hatte ich aber ein ande-
res Ziel, sodass ich diese Methode nicht in der Form ausgearbeitet
habe, die ich heute brauche. Aus diesem Grunde wird der Beweis
der Behauptung 2 im § 3 in allen Einzelheiten durchgefiihrt.

Zum Schluss dieser Einleitung mé&chte ich noch folgendes bemer-
ken: Wenn B,(6,, 05,....,0)=0 bzw.=oo, so ist nach (5) auch
B, (6, 6,,...,0)=0 bzw,=co; in diesen beiden Fillen ist also
B, (6;, 05, ...,05) durch die Angabe von B,(9,, 0,,...,0s) eindeutig be-
stimmt. Und man kann auch zeigen: nur in diesen beiden Fallen ist
B, (6,, 6, ...,6s) durch die Angabe von f(8;, 0,,...,05) eindeutig be-
stimmt, wenn $>>1 (ftir s=1 ist freilich stets B, (6;)=20,(0;)). Der Be-
weis dieser Beauptung soll in einer anderen Arbeit publiziert werden °),

Beweis der Behauptung 1. des Satzes 2.

Erster Teil. Gegeben sind 0,, s. Es sei a<{f,(0,); ftir beliebige
reelle 6,, 6y, ... ,0; ist dann die Ungleichung

06,+0-6,+0.0, .. 0. 0 —pl=lq, —pI< T

far unendlichviele Paare ganzer Zahlen p, ¢ mit ¢>>0 erfilllt; also ist
B, (6, 62. ) =14a—s
lisst man o gegen B,(0,) streben, bekommt man wegen (3)
B Oy, 0y, ... ,0) = Max (0,15 (0,) — ),

womit die Behauptung 1a und fiir @, (8;)= oo auch die Behauptung 1b
des Satzes 2. bewiesen ist.

%) Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen, Prace
mat.fiz, 39 (1932), S, 135—144,

%) O simultanich diofantickych aproximacich, Rozpravy Ceské Akademie (im
Druck); ein franzdsischer Auszug soll im Bulletin internstional de 1'Académie {chéque
unter dem Titel ,Sur les approximations diophantiques simultanées” erscheinen.
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 1

Zwe.i_ter Teil. Wir beweisen zunichst zwei Hilfssitze.
Hilfssatz 1. Es sei s=1 und ganz; S sei die Reihe

1
Z Max (|xi*log® (|xd+-3)) '

S
wo iiber alle ganzen x;(i=1, 2,...,5) mit Zxﬁ>0 summiert wird, Be-
=1

hauptung: die Reihe S konvergierl.
Beweis. Es geniigt, die Konvergenz der Reihe S, zu beweisen, die
aus denjenigen Gliedern der Reihe S besteht, fiir welche |x,|= lMlag( | %
1=1,24000,8
ist. Fasst man die Glieder mit demselben Wert von iX;| zusammen, so
bekommt S, die Gestalt

S _(2% + 1!
245 Tog (5, F3)

woraus die Konvergenz folgt.

Hilfssatz 2. Es sei 0, reell, s=2 und ganz. Es sei E die Menge
derjenigen Punkie (6,, 0y, ... ,0s) aus W, welche folgende Eigenschaft ha-
ben: es gibt unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen X,, Xy, ... ,%s mit

1 .
<Max_(pe log* (bl + 30

N S
9) Max |x{>0, .‘xo + Z xi8;
=23, .8 | -

Behauptung: n E=0.

Zusatz. Alle Punkte (6, 05, ...,6) aus W—E, also — nach
Hilfssatz 2 — fast alle Punkte (8, 6;,...,0) aus W, haben folgende
Eigenschaft: Ist a >0, so haben die Ungleichungen

1
< Max |xifs+e
S

i=1,2,...,

(10) Max _|x]>>0, §x0-|—2x, 8
i=2,34000s8 =1

héchstens endlich viele Lésungen in ganzen X,, Xy, ... ,%s.
In der Tat: es sei 2°>0; dann gibt es eine nur von & abhingige
Zahl £>>0, sodass
1

1
11 > fir x=¢.
(11) X log? (x4-3) — xota TS

%

Es sei nun (6,, 65, ....0) ein Punkt aus W, fiir welchen die Un-
gleichungen (10) unendlichviele Lésungen in ganzen X,. %, ...,%s be-
o157



8 Voitéch Jarnik

sitzen; dann besitzen die Ungleichungen (10) auch unendlichviele L3sun-

gen in ganzen X, Xy, ... ,%s mit M‘azx |%] = ¢ diese Lésungen erfiillen
B

aber wegen (11) umsomehr die Ungleichungen (9), also ist (0s, 0,, ... ,0,)
ein Punkt aus E, womit der Zusatz bewiesen ist.

=1

N

Beweis des Hilfssatzes 2. Man setze fiir Zx;“>0
1

T (xi s X s, xﬂ) —_——

Max  (|xf* log* (fxd +3))

Bei gegebenen ganzen X,, X, ...,X: mit Ma?‘x || >0 sei E(x,, x,,
. 1=2,3,. V

... %s) die Menge derjenigen Punkte (09. bo ooo o 05) aus W, welche die
Ungleichung

(12)

x0+ JC/B,|<‘E(JCI, oo fx&‘]
erftillen. st %) = lM:.gc |%:| und soll, bei gegebenen
=2,3,00008

Koo Xpuoee Xs, G(E=1,2,...,8; LFPk)

die Ungleichung (12) erfiillt sein, so ist dadurch 0, auf ein Intervall der
Lange
29X, Xy, ... %)
e
beschrankt; also ist
Zt(x,, xa' v :Jf.!l
Max |x]

12230008

PE(: X4 oue X =

Soll nﬁn, bei gegebenen X, Xa,...,%;, die Menge E(x,, %;, ... ,Xs)
nicht leer sein, so muss nach (12) (man beachte © (%, X,, ... , %) <1)

S
ot 0 Dl o, 5 m) <sMax [
=2

sein, sodass hochstens
(2541 )l&‘lzaax 2]

Werte von X, ein nichtleeres E(Au. Xy ... %) liefern, Die Reihe

(13) : D bElx, Xiv e )
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Uber einen Satz von A. Khintchine, 9

— wo fiber alle ganzen Xo, Xy, ... % mit Max || >0 summiert
=2,3..48

wird — wird also sicher konvergent sein, wenn dle Reihe

2t(X%, Xo, ... ,Xs)
25+ 1) M x4 2
Z( t+1 &3X’sl I Mzag: ||
i=23,....,8

mit dem Summationsbereich

w X1 X3, ... , %5 ganz, 1ma3x |xn‘ >0 "
=2,31000s8

konvergiert. Diese Reiheist aber — abgesehen von dem Faktor 2(2s+1)—
eine Texlre:he der Reihe

(14) Zt(xhxe.....x:).
wo iiber alle ganzen X,, X,, ... ,Xs mit fo‘>0 summiert wird; (14)
=1

ist aber genau die nach Hilfssatz 1. konvergente Reihe S.

Die Reihe (13) ist also konvergent; andererseits ist £ die Menge
derjenigen Punkte (6,, 65, ...,05) aus W, die in unendlichvielen Mengen
E(xy, %y, ... ,%s) liegen; also ist p£=0, w. z. b, w. 7)

Beweis der Behauptung 1b des Satzes 2 fiir f, (6;) <co. Gege-
ben sind 6;, S; es sei By(6;)<co. E sei die Menge aus Hilfssatz 2;
0,65, ... ,0) sei ein Punkt aus W—E, Essei co>a > Max (8, (6;), s — 1).
Fiir nahezu alle Systeme ganzer Zahlen Xx,, X;, X5, ... , % mit Xx; %0,
Xg=Xg= .., =X =0 ist dann — wegen 2>f, (6,) —

x,,-[—Zx,O,

Ebenso: fiir nahezu alle Systeme ganzer Zahlen X5, Xy, ... ,Xs mit
f\d:\gc [€{>0 ist nach dem Zusatz zu Hilfssatz 2 (wegen 1+ >5)
=2,3i00008

1
|‘+°‘ " Max ot '
i=1,2,000,8

=%, 4%, 0| = I

) Ist ndmlich N;, N,, ... eine Folge von Punktmengen, ist N die Menge derje-

nigen Punkte, die in unendlichvielen Ny liegen und ist ZpNu konvergent, so ist fiir

n=1

CO [e]
jedes ganze k>0:NCZNu. also kNS ) wNan, also p N=0,

n=k n=,
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10 Vojtéch Jarnik

N s
xo—I-Z %1 04
=

Ihsgesamt sehen wir also: fiir nahezu alle Systeme von ganzen Zahlen
Koy Xy4 ... %s mit Max x| >0 gilt (15); also ist

1=1,2y000,8

> 1
T Max |x]tte

1=1,20008

(15)

S-|—[31(01. 02- e nes]gl—l—a‘;

indem man hier o gegen Max (Ba(0,), S—1) streben ldsst, bekommt
man fiir jedem Punkt (0y, Oy, ...,0) aus W—E, d, h. fiir fast alle
Punkte aus W, die Ungleichung

Bi (0, 0;, ... ,0) = Max (0,8, (0)+1— ).

Nach dem ersten Teil dieses Paragraphen gilt hier aber notwendig das
Gleichheitszeichen, womit die Behauptung 1b des Satzes 2 auch fiir
B, (6,) < oo bewiesen ist.

Beweis der Behauptung 2. des Satzes 2.

Erster Teil. Gegeben sind s, 0;, Es sei —1<a<f,(0,); dann
gibt es eine Folge von untereinander verschiedenen Paaren ganzer Zah-
len pn, ¢ (n=1,2,...) mit

Pn 1
1—‘q_’; <F' gu >0,

Offenbar ist go—>co, Es sei (0, 05, ...,0) ein beliebiger Punkt aus
W, es sei n”>0 und ganz, Nach dem Dirichletschen Ficherprinzip
gibt es dann S ganze Zahlen w,, v ({=2,3, ... ,$) mit

et
|w"‘q"e‘_'vl”l<qﬂ s(t=213“-- ,S),

at1 §—1 a1
: o<wn§([qn"? ]-|— 1\) s2-ig, s Y
Dann ist
el_pnwn _%H — Y < 144.94-1(‘:2'3' vir 1 8)
Gn Wn qn Gn Wy Wogn *

Nun ist

latt) 6=1) |\ fat2)s RN (. )

qnz+a - (q n § ) als—1)425—1 2 (2—.v+1 w, q"] a(s—1)4285—1 ;
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 11

a+s+1 (a+1) (s—1) | a+1 (a+2)s
Oy Gn ° =Wn-qu s als—1)+25—1 . Gn als—1)+2s—1

a1 (at2)s
=w, (2—-7+1 w, ”) als—1)+2s—1 | In als—1)425—1

=1+ (a+2)s
=2 abs—IHZ T | (1), g,) eb-TH2sT

Bedeutet also %2 eine nur von s und @ abhingige positive Zahl, so ist
fiir jedes ganze n>0

{a12)s

’61 __Pn Wn < k(qn'wn)_ als—1)F25—1 .

n Wn

(a+2)s

_Yin_ < E(gn w,) W01 (1=2,3,.,, ).

6; —

dn Wn

Daher ist offenbar

1 . fe+42)s
e . e Dtzis1

a(s—1)+25s—1 - _a(s—l_)Tz—s—l;
wegen (3) folgt daraus, wenn man o gegen B,(g,) streben lisst,
0 Balps) —s+1 ) .
(s—1) B2 (o) +-25—1

Damit ist die Behauptung 2a des Satzes 2. bewiesen.
Zweiter Teil. Gegeben sind s, 6,. Es sei

6 (0, b, ... 0= —0FAS o e—stl

Bo(61s B2 v ,es)gMax(

.I _— ] sB‘z(ﬂl);"zs.. S+1 ~ ¢
(161 1> Max( —1ROEEE . ), wemn folo) <oe

(16") 1>——, wenn Bylg)=">.
s—1

Es sei £=0 ganz. Unter einem ,ausgezeichneten Zahlenpaar der Ord-

nung ¢" verstehen wir jedes (geordnete) Paar von ganzen Zahlen p, ¢ mit
1

61 —P <—,»

' q91°¢

11. Prace ‘Mthm -Fiz. T. 43, 161

ZI_S_ q<21+1'




12 Vojtéch Jarnik )

die Zahl ¢ heisse dann ein ,ausgezeichneter Nenner der Ordnung ¢”,

Zu jedem ausgezeichneten Zahlenpaar p, ¢ der Ordnung 7 gibt es
genau ein Paar von ganzen Zahlen ¥, @ mit

>0, (v, w)=1, 5 ;p(also w < 21
es ist dann 1
'01
w i
also umsomehr 4
‘01 —_ 2[ T

Umgekehrt, zu jedem Paar ganzer Zahlen v, @ mit w >0, (v, w)=1
(1

gibt es héchstens 2 ausgezeichnete Zahlenpaare p, ¢ der Ordnung ¢
1]

¢

L P . 1s . 2
mit —=— (es muss ndmlich §=aw, p=av sein, wo a ganz, E'—: a
qg w

< 2t+‘>l Es sei N(f) die Anzahl der ausgezeichneten Zahlenpaare der

Ordnung ¢ und fiir ganze #=0, £ =0 sei N(f, 1) die Anzahl aller Paare
ganzer Zahlen v, @ mit

(17 S woe)=1, 2t s e ]2, r‘h 'U| 231
Dann ist also '
(18) . - N(f) EZ N(t, u . QtH1—u.

’ ’ u=0

Fir jedes ganze £=0 bezeichnen wir als einen ,ausgezeichneten Wiir-
fel der Ordnung ?" jeden Wiirfel

| I__pi i=2, 3, ....8).

_~<l
q

qT

der mit W einen nichtleeren Durchschnitt hat, wobej ¢ ein ausge-
zeichneter Nenner der Ordnung ¢ ist und p,, py, ... ,p. beliebige ganze
Zahlen sind. Bei einem solchen Wiirfel ist offenbar - g< g~ 2¢;
also ist die Anzahl aller ausgezeichneten Wiirfel der Ordnung ¢ héch-
stens gleich §)

%) Man beachte stets, dass bei einem solchen Wiirfel 23 g <T20H1 gst,
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 13

N(g). (3. 29y

Wir wollen nun zeigen: die Inhalte aller ausgezeichneten Wiirfel aller
Ordoungen f=0 bilden eine konvergente Reihe. Dazu geniigt es zu
zeigen, dass die Reihe

j=)
{19) Z N(t) . (3 . 21—,‘—! )s—! . 2—-‘-1 (s=1) | 2s—l
=
konvergiert, Zu diesem Zweck schitzen wir N(f) nach oben ab. Je
zwei verschiedene Zahlen — mit (17) haben voinenander einen Abstand,
w

der grosser als 2-2¢—2 ist; im Intervall (g, — 2%, §, +2*) konnen da-
her hdchstens 2.2~ .2%+24-1 solche Zahlen liegen; daher ist

{20) N(t, py= 23+t L 1,
Es sei nun erstens f, (§,)=~c; dann ist nach (18), (20)

t
N ({) § Z (24—!-"—1 (=10 + 2f+l— ll)

u=0
<L 28+ | 212,
es geniigt also, die Konvergenz der Reihe

[==)
(21) 2 [25+t @y + 21+2) R (3 .22 U—) )s—l
: =0
zu beweisen; es ist aber nach (16”)
2— 14—t —7=s+1—57 <0,
1+ (s—1)1—1=s—(s—1)7<0,
woraus die Konvergenz von (21) folgt. Es sei zweitens fi; (5,) < >0; also

gilt (16'). Dann wihlen wir ein 2 mit

(22) > 2> 6 (6:), (3_1]a+2s_1<(

das geht wegen (16'), Die Ungleichung

1
bat2

ofis
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1 ... Vojtéch Jarnfke

hat héchstens endlich viele Lésungen in ganzen @, & mit 6>>0; es gibt
daher eine nur von ¢, und ¢ abhingige Zahl ¢ >0 mit folgender Eigen-
schaft: ftir ganze @, b mit 6>0 ist stets

Soll nun fiir ganze v, @, &, ¢ mit # 20, £73:0 (17) gelten, so muss
1 ¢ c

21 gtz ) (at2)

sein, also -

1 L ’_,1.
207> - gat2 wi2
) .
Wird also die ganze Zahl #, durch

1 o
(23) 2::..> l ¢t 2’?[-&-—2 =2urt
2 T

definiert, so ist
(24) ‘ Nt u)y=0 fir n<u,.

Wegen (18), (20), (24), (23) ist also (man beachte, dass die Rechnungen
auch flir #,<0 und flir #,°>¢ gellen)

NS Y @+t 1) 2t

[P g
1 o
L 25 22 L g5t o e (1 ;q:z) .

Um die Konvergenz der Reihe (19) zu beweisen, geniigt es daher, die
Konvergenz der Reihe

cQ

1 T
(25) Z (25+f(2—-{) -+ ¢ af? 23'” (t'}l'lf'-'z)) (3. 22k et
-

nachzuweisen, Es ist aber wegen (16')

2t (s~ —q)=s-}-1—57-70;
weiter ist wegen (22)
1_L+(S_1](1—T)<1;"i""‘“"""‘s +

a2 s—1)a-f2s—1
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Uber einen Satz von A. Khintchine. 15

_yf—— skt \_,
+s 1)(1 [s—l)cr.—l—z.s'—l) 0;

daraus folgt aber die Konvergenz von (25). Die Inhalte aller ausge-
zeichneten Wiirfel aller Ordnungen Z=0 bilden also eine konvergente
Reihe. Es sei M; die Menge derjenigen Punkte (6., s, ... .0s), die in
unendlichvielen ausgezeichneten Wiirfeln liegen (M; hingt nur von
Y. 6,5 ab); alsdann ist p M;=0 (vgl. die Fussnote 7})). Es sei nun
(62, B34 ... ,6s) ein Punkt aus W—M;, Wenn fiir ganze p;(i=1, 2,
....5), g die Ungleichungen ’

26) >0, lp—2lcl =12 ...9
| N

gelten, so ist nach der Ungleichung mit i=1 die Zahl ¢ ein ausge-
zeichneter Nenner irgendeniner Ordnung £ =0. Nach den Ungleichungen
mit i=2, 3,...,5 liegt der Punkt (g,, 65,....6s) in dem ausgezeich-

neten Wiirfel der Ordnung ¢ mit dem Mittelpunkt (Eg. &. cee &) und
q9 9 q
der Kante 2¢—1. Da aber der Punkt (6, fs, ... .0s) héchstens in en-

dlichvielen ausgezeichneten Wiirfeln liegt, sind die Ungleichungen (26)
héchstens fiir endlichviele ganze g bei geeigneten ganzen p; erfiillbar;
und da bei jedem festen ganzen ¢ -die Ungleichungen (26) fiir h6chstens
endlichviele Systeme ganzer Zahlen p; erfiillt sind, so besitzt das Sy-
stem (26) iiberhaupt nur héchstens endlichviele Lésungen in ganzen Za-
hlen p,, ps, ... .ps, q. Daher ist

l—l-—;—(l—!-ﬁg(el- Bos ern i Bs)) =T

Es sei nun 7y, 72, ... eine abnehmende Folge mit

. SBa(6) 425 S+1) .
1 'n=M s f 35 N, b .
et T oru v B I L S
s
lim 1n=-——fiir Ba(g)=>0.
n=:3 —1
)
Es sei M= ) M;,, also p.M=0. Es sei (g2, 63.... .0s) ein Punkt
. 1

n=

aus W— M; dann gilt
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16 Vojtéch Jarnik

1+';‘“‘|‘(52(01: Broeor s O8)) =tn

fiir jedes ganze n >0, also auch

. _shlo)t2s s+t
1 +"s—(1 4B (614 624 -+ 1 05)) = Max ([sg_ﬁl][aa [01]4-25——1' S )

fiir Bo(g:) << oo, bzw,

1+i(1+53(01- Bar oo s Gs)) S50 S far By () == co.
§ s—1

Daraus folgt aber
B2(61+ B2, ... .0.«)§Max(

Balo)) —s-1 ~ . .
[3_1)32[01)+25—1'0) far B (o) <o,

1 .
Balor Bas ..o ;Gs)gs—:i— fir B,(g) =v;

nach dem ersten Teil dieses Paragraphen kann aber hier das Zeichen
< nicht gelten. Damit ist- also auch die Behauptung 2b des Satzes 2
bewiesen.
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