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Uber einen Satz von A. Khintchine. 
Von 

Vojtěch Jarník (Praha). 

§ 1. Problemstellung und Resultate. 

Ein wohlbekannter Satz aus der Theorie der diophantischen Appro-
ximationen einer reellen Zahl 6 (alle Zahlen dieser Note sind reell) be-
sagt: zu jeder Zahl 6 gibt es unendlichviele Paare ganzer Zahlen q, p mit 

<7 

Mann kann bekanntlich diesen Satz auf zwei wesentlich verschie-
dene Arten verallgemeinern. Es gilt nämlich erstens folgender Satz: 

Es sei 1 und ganz. Zu jedem System von s Zahlen . . . , 
gibt es unendlichviele Systeme ganzer Zahlen q , p i , p 2 p s mit 

(1) g>0,\gQi-pi\<~\r(i = í,2t...1s). 
q f s 

Zweitens gilt der Satz: 
Es sei s ^ 1 und ganz. Zu jedem System von s Zahlen 6 t , 62, . . . , 6* 

gibt es unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen xQtxx xs mit 

(2) M a x | * , | > 0 Axo + J ^ X t S t ^ — — — 
7=1,2 .v Max | Xi I 

1=1,2 j 
Bei einigen Systemen 6 l f 6 S l . ( , , 6 j kann mann die durch (1),(2) ge-

lieferten Approximationen noch wesentlich verschärfen; zur näheren Un-
tersuchung dieses Umstandes führen wir folgende Definition ein: 

Definition. Es sei s^l und ganz, 8j, 82 f ... ř 8j reelL Dann sei 
ßi (®i« Ö2, , . . , QJ die obere Grenze derjenigen Zahlen a , für welche die 
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2 Vojtěch Jarník 

Ungleichungen 

/=1,2 

unendlichviele Lösungen in ganzen xot xlt , t,, xs besitzen. Ebenso sei 
ßs ( , 0a, . . . , 0*) die obere Grenze derjenigen Zahlen a, für welche die 
Ungleichungen 

q>O,\0i~-^-\< 2 8) 

unendlichuiele Lösungen in ganzen q, plt p.2 ps besitzen. 
Nach den angeführten Sätzen ist stets 

(3) OSßi (Oi, . . . . 0 S ß 2 (0,, 0, 0,) tgoo. 

Diese Definiton hat Herr K h i n t c h i n e aufgestellt.1) 
Für 5 = 1 ist offenbar ft (0i) = ßa (0J. Für ganzes s > 1 hat Herr 

K h i n t c h i n e folgende Ungleichungen bewiesen2), welche für alle Sy-
steme 0!, 6a Gj gelten:3) 
(5) p, (ölf 03 0.) fe ß2 (0! .6, 0S) ä ßl (Ql<°2 0s] 

" ( i - l ) f c ( M . M + *8 

') A, K h i n t c h in e, Über eine Klasse linearer diophanlischer Approximationen, 
Palermo Rendiconti 50 (1926). S. 170 —195, vgl. insb. S. 189 - 190, Die Definition lautet 
dort etwas anders als bei uns; beide Definitionen sind aber äquivalent. Z. B. lautet die 
Definition von (Ö1( ö2, 0,) bei Herrn K h i n t c h i n e so: ß, (0 l f 02, . . . . a«) sei die 
obere Grenze derjeningen Zahlen a , für welche die Ungleichung 

(4) 

bei jedem e > 0 in ganzen Zahlen xQt xx, Xs lösbar ist, Man beachte erstens: ist 
(4) für jedes e > 0 in ganzen xi lösbar, so gibt es offenbar auch Lösungen mit beliebig 

— 

grossem r\ zweitens; es ist r ^ Max | xi | j> s r. Aus diesen Bemerkungen folgt 
i=l,2 i 

offenbar die Äquivalenz der beiden Definitionen von ßt (0 t , 9 0.«); analog für 
P i ( o t , e Oi). 

2) L. c, J)i Vgl. insb. S, 189—195. 
8) In dieser ganzen Note soll 

__ . ^ aoo-j-b a 
0 0 4 . 0 = 00, — = — für 0 

coo-j-rf c 
gesetzt werden. 
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Über einen Satz von A. Khintchzne, 3 

In dieser Note wollen wir unter anderem zeigen, dass die zweite 
Ungleichung (5) scharf ist; d, h. wir werden folgenden Satz beweisen: 

Satz 1. Es sei und ganz, OS^^oo. Dann gibt es reelle 
Zahlen 0lf 62, ... , 0,s mit 

Wir wollen aber noch einen schärferen Satz (Satz 2) ableiten, 
welcher den Satz 1 enthält. Zunächst aber einige Vorbemerkungen. Die 
Zahlensysteme (02lö3, . . . ,6*) werden wir stets als Punkte eines (s—1) — 
dimensionalen Cartesischen Raumes deuten; mit W bezeichnen wir dau-
ernd den Würfel 0 S 6 / < 1 (¿ = 2,3 s). 

„Fast alle Punkte einer Punktmenge M" bedeutet: alle Punkte von 
M, mit Ausnahme der Punkte einer Menge vom Lebesgueschen Mass 
Null. „Nahezu alle Elemente einer Menge" bedeutet: alle Elemente 
dieser Menge mit höchstens endlichvielen Ausnahmen. Das äussere 
Lebesguesche Mass der Menge M soll mit [xAi bezeichnet werden. Nun 
lautet der 

Satz 2. Es sei 6 t reell, 1 und ganz. 
Behauptung 1. 
a) Für alle reellen 02, 6S, . . , , 0j ist 

m m 2 . öJ = R 
ßi ji> 

( S - U ß l + S2 

ßi (ÖL e2 e j ^ Max (0, i + ß2 (0J - s). 

b) Für fast alle Punkte (02, 03 0.,) aus W ist 

(6) ßj (öl 02 ÖJ = Max (0,1 + ß2 (6,) - s) . 
Behauptung 2. 

a) Für alle reellen 62, ö8 ist 

b) Für fast alle Punkte (02l 03 0,) aus W ist 

Behauptung 3. 

Für fast alle Punkte (ö2, 03, . . . , 0J aus W ist 

(8) 
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Die Behauptung 3 folgt aus den Behauptungen lbf 2b. Denn für 
p2 (0 t )^s— 1 ist nach (6), (7) für fast alle (Ma °J aus W 

Pi A l ^ M O a A < y = o , 

also (8) wahr. Für ß2(0!) = oo ist nach (6), (7) für fast alle I0a, 08 fl,) 
aus W 

ßl (0! ,02 6 J = OO, % (011 03 0.) = . 

also (8) wahr. In den übrigen Fällen ist endlich nach (6), (7) für fast 
alle (02,08 0.0 aus W 

02 (01,02 M 

>2 (°l) = Pl ( ° l . ö 2 0J + » - l f 

Pl (0lt0a 0s) 
(s — 1) (pl (01 f02 T" 5 1) + 2 s 1 

also (8) ebenfalls wahr. 
Um den Satz 1 -aus- dem Satz 2 herzuleiten, brauchen wir noch 

folgenden (trivialen) 

Satz 3. Es sei O ^ p ^ o o ; dann gibt es eine Zahl 0 mit ßa (0) = p. 
Es sei nun und ganz, 0 ^ p t ^ o o . Wir wählen ß2 = Pi + 5 — 1 

(also ßjS^s— 1>0) . Nach Satz 3 gibt es eine Zahl 0, mit ß2 ) = ßsr 
4) Beweis: Es sei 

b,+ 

die regelmässige Kettenbruchentwickelung einer Zahl 0 \ p,u qn seien die 
Näherungszähler und Näherungsnenner dieses Kettenbruches. Bekannt-
lich ist 

q„ +1 = bn 4. i qn -f- qn _ lf  

1 

3 bn +! q\ 

1 < 
(qn +1 + qn] qn I q» < 

qn 1 qn 

< 0 - f i ü 
qn 

< bn + 1 qV 
beachtet man, dass für die Approximierbarkeit von 0 durch rationale 
Zahlen die Brüche pnqiTl allein massgebend sind, so sieht man; wählt 
man sukzessive + i = M für p < c o , b ^ ^ q ' i für ß = cof so ist p2(0) = ß. • 
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Über einen Satz von A. Khintchine. 5 

dann ist nach Satz 2 (Behauptung l b Und 3) für fast alle (62.-63 6J 
aus W 

M M S e,) = i + ß2 - 5 = ß t < ß2 (6lf e2 e j = ßi 

( s - U ß i + s 2 ' 
womit der Satz 1 als eine Folgerung des Satzes 2 erscheint. 

Wir wollen noch eine unmittelbare Folgerung des Satzes 1 explizite 
anführen: 

Satz 4. Es sei s ^ 1 und ganz, 0 ßi ^ oo. Dann gibt es reelle 
Zahlen f0lt02, ... mit fc (03,02, ... = 

Für 5 = 1 ist nämlich dieser Satz mit dem Satz 3 identisch, da 
ßi (0J = ßa (öi)» Für « > 1 ist er im Satz 1 enthalten (man beachte aber, 
dass zum Beweise des Satzes 4 der leichtere Teil des Satzes 2, näm-
lich die Behauptung 1 allein, hinreicht). 

Unsere Aufgabe besteht jetzt noch in dem Beweis der Behauptun-
gen 1, 2 des Satzes 2. Wir werden bei diesem Beweis keine Vorkennt-
nisse voraussetzen; der Leser braucht nicht einmal die Khintchineschen 
Ungleichungen (5) zu kennen. Mit der Benutzung der zweiten Unglei-
chung (5) würde sich allerdings der Beweis der Behauptung l b noch 
vereinfachen lassen; wir werden aber zum Beweis dieser Behauptung 
l b einen Hilfssatz (Hilfssatz 2 mit Zusatz) brauchen, der vielleicht auch 
an sich ein gewisses Interesse beanspruchen darf. Wir zitieren hier den 
Zusatz zum Hilfssatz 2: 

Es sei und ganz, 0! reell. Dann haben fast alle Punkte 
(02,Ö3, ... ,QJ aus W folgende Eigenschaft: ist 0, so haben die Un-
gleichungen 

S 
M a x i * i | > 0 , l * o + ^ * / 6 i | < + g 

1=3.3 « Max | Xi | 
t=l,2„..,S 

höchstens endlichviele Lösungen in ganzen Xq, x^ ,... , x$, 
Dieser Zusatz ist besonders interessant für ß2(6i)^>5 — 1; dann ist 

nämlich nach Satz 2 Mfli.fls Ö J > 0 für alle 62l 03t . . . ,0,. Ist also 
0<^a<^ßi (0i, 02 0̂ ). so haben die Ungleichungen 

5 
M « | * | > 0 . | * + ] [ > 8 ' l < — - T Max \xi\s~*~a 

1=1.2....S 

unendlich viele Lösungen in ganzen x0,xltx2 xs. Für fast alle 
(03f 63, . . . , 0;) aus W ist aber nach dem Zusatz für nahezu alle diese 
Lösungen x2 = x3 — ... = xs = 0, sodass nahezu alle diese Lösungen 
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durch die- Lösungen der Ungleichungen 

q> 0 köi— 

(in ganzen p, q) gegeben sind, welche ausschliesslich von abhängen 
und mit Ö2, 03 0$ nichts zu tun haben. 

Was den Beweis der Behauptung 2 des Satzes 2 betrifft, so habe 
ich bereits im Jahre 1932 eine Methode publiziert 5), die fähig ist, den 
Beweis dieser Behauptung zu geben. Damals hatte ich aber ein ande-
res Ziel, sodass ich diese Methode nicht in der Form ausgearbeitet 
habe, die ich heute brauche. Aus diesem Grunde wird der Beweis 
der Behauptung 2 im § 3 in allen Einzelheiten durchgeführt. 

Zum Schluss dieser Einleitung möchte ich noch folgendes bemer-
ken: Wenn ß2 (Öi, 08, . . . . 8J = 0 bzw. = co, so ist nach (5) auch 

(Öj, 02 0Ä) = 0 bzw. = co« in diesen beiden Fällen ist also 
ßitöj, ö2 Öj) durch die Angabe von ß2(0lf 8a< . . . , 0J eindeutig be-
stimmt. Und man kann auch zeigen: nur in diesen beiden Fällen ist 
ßt (61, 02 0J durch die Angabe von ß2 (0t, 02, . . . , 0S) eindeutig be-
stimmt, wenn s > 1 (für s = 1 ist freilich stets ßi (0i) = ß2 (Oj)). Der Be-
weis dieser Beauptung soll in einer anderen Arbeit publiziert werden 

Beweis der Behauptung 1. des Satzes 2. 

Erster Teil. Gegeben sind 81, s. Es sei a^ßolOJ; für beliebige 
reelle 02, 8,, . . . ,8, ist dann die Ungleichung 

M i + O. 02 + O . 0 3 + . . . + O . O , - - / > | = |?01 - P \ < ~ -

für unendlich viele Paare ganzer Zahlen p, q mit < 7 > 0 erfüllt; also ist 

ßi (0 i , 8 £ ( . . . — 5; 

lässt man a gegen ß2 C0i) streben, bekommt man wegen (3) 

ßi (0 i . 0 2 , . . . , 6 J ^ M a x ( < U + ß a ( 0 l ) - - 5 ) f ' 

womit die Behauptung la und für ß2(OJ = oo auch die Behauptung lb 
des Satzes 2. bewiesen ist. 

5) Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen, Prace 
mat.-fiz. 39 (1932), S, 135—144. 

O simultaních diofantických aproximacích, Rozpravy Čeffké Akademie (im 
Druck); ein französischer Auszug soll im Bulletin international de l'Académie tchèque 
unter dem Titel „Sur les approximations diophantiques simultanées" erscheinen. 
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Über einen Satz von A. Khintchine. 7 

Zweiter Teil. Wir beweisen zunächst zwei Hilfssätze. 
Hilfssatz 1. Es sei 1 und ganz; 5 sei die Reihe 

1 

^ M a x (\xif log2 ( -j- 3))' 
1=1,2 i 

f 
wo über alle ganzen Xi(i=\, 2, . . . ,s) mit summiert wird. Be-

i=i 
hauptung: die Reihe S konvergiert. 

Beweis. Es genügt, die Konvergenz der Reihe S t zu beweisen, die 
aus denjenigen Gliedern der Reihe «S besteht, für welche \Xj\ = Max 

ist. Fasst man die Glieder mit demselben Wert von L l̂ zusammen, so 
bekommt S, die Gestalt 

^ ( 2 ^ + 1 I T 1 

Zixino^{x1+3) 2 

woraus die Konvergenz folgt. 
Hilfssatz 2. Es sei ÖT reell, 5 ^ 2 und ganz. Es sei E die Menge 

derjenigen Punkte (62, 6,, . . . , 6*) aus W, welche folgende Eigenschaft ha-
ben: es gibt unendlichviele Systeme von ganzen Zahlen xQ, xlt ... ,xs mit 

(9) Max |* £ |> 0, 
i=2,3, ...s 

j i < Max (WMog 2 (MH-3)) 
i=l,2 s 

Behauptung: \iE = 0. 
Züsatz. Alle Punkte (62,63 Qs) aus W—E, also — nach 

Hilfssatz 2 — fast alle Punkte (02. 63 9,) aus W, haben folgende 
Eigenschaft: Ist a > 0, so haben die Ungleichungen 

(10) Max |* / |>0 , 
1=2,3,.. .,S 

s 
< Max \xi\s+a 

1=1,2,....5 

höchstens endlich viele Lösungen in ganzen x0, x1, ... txs. 
In der Tat: es sei dann gibt es eine nur von a abhängige 

Zahl ¿^>0, sodass 
(11) !— für x > t . 

xs log2 (* + 3) ~~ ~~ 

Es sei nun (62, 08, . . . , 6J ein Punkt aus W, für welchen die Un-
gleichungen (10) unendlichviele Lösungen in ganzen x0,xlt ... ,xs be-
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8 Vojtěch Jarník 

sitzen; dann besitzen die Ungleichungen (10) auch unendlich viele Lösun-
gen in ganzen X01 xlt . . . ,xs mit Max \x\ ^ /; diese Lösungen erfüllen 

aber wegen (11) umsomehr die Ungleichungen (9), also ist (02f 0„ 0,) 
ein Punkt aus E, womit der Zusatz bewiesen ist. 

Beweis des Hilfssatzes 2. Man setze für 

1 t , Xn XX) • 

xr> 0 

Max (WMog 8 (W + 3)) 
l—\,2 S 

Bei gegebenen ganzen x0t xt xs mit Max sei E(x0l xJ, 
1—2,3 s 

... ,xs) die Menge derjenigen Punkte (Öü, 0„ 0.y) aus W, welche die 
Ungleichung 
(12) Xi c Xs) 

erfüllen. Ist |.**| = Max \xi\ und soll, bei gegebenen 
/=2 ,3 s 

xQ, xL a;^ 0/(í = 1, 2, . . . , s ; 

die Ungleichung (12) erfüllt sein, so ist dadurch 0A auf ein Intervall der 
Länge 

2 * ( * i , x»¿ xs] 

M 
beschränkt; also ist 

; *1 x.)^ ' V . 
Max \xi\ 
i—2,3 s 

Soll nun, bei gegebenen xít x¡> xs% die Menge E (x{), x] , ,.. , xs) 
nicht leer sein, so muss nach (12) (man beachte x.¿, ... ,#.»)< 1) 

j 

/V 2,3,..„.» 

sein, sodass höchstens 
( 2 5 + 1 ) Max 

/ = 2 , 3 S 

Werte von xQ ein nichtleeres E (a*0 , xt, .,, , xx) liefern. Die Reihe 

(13) 
158 
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Über einen Satz von A. Khintchine. 9 

— wo über alle ganzen xQ, xlt ... f xs mit Max ¡X/| 0 summiert 
i=2,3 s 

wird — wird also sicher konvergent sein, wenn die Reihe 

y ( 2 , + l ) M a x N . ^ 
^ ^ 1=2,3 Max \Xi\ 

1=2,3,. ...S 

mit dem Summationsbereich 

„ xlt x.2, . . . , ganz, Max \Xi\ > 0 " 
/=2 ,3 s 

konvergiert. Diese Reihe ist aber—abgesehen von dem Faktor 2 ( 2 5 + 1 ) — 
eine Teilreihe der Reihe 

(14) Xs), 

s 

wo über alle ganzen x1, x2 xs mit summiert wird; (14) 
j=i 

ist aber genau die nach Hilfssatz 1. konvergente Reihe S. 
Die Reihe (13) ist also konvergent; andererseits ist E die Menge 

derjenigen Punkte (02 , 6S, . . . , 6J aus W, die in unendlichvielen Mengen 
E[x0, x1, ... ,xs) liegen; also ist ^ £ = 0 , w. z. b. w, 7) 

Beweis der Behauptung lb des Satzes 2 für PafÖJ'vOO, Gege-
ben sind 6i, s ; es sei ( M ^ i X 0 0 - E se* die Menge aus Hilfssatz 2; 
(02; 6S 0J sei ein Punkt aus W—E. Es sei c o > a > M a x ( ß 2 (0J, s — 1). 
Für nahezu alle Systeme ganzer Zahlen xQ, xlr x2, ... ,xs mit 
x2 = xs= . . . =a ; 5 = 0 ist dann — wegen o c ß 2 ) — 

g 
1 1 

l ^ + a Max \xt\l+« 
i= 1,2 S 

Ebenso: für nahezu alle Systeme ganzer Zahlen x0, xt, ... ,xs mit 
Max ist nach dem Zusatz zu Hilfssatz 2 (wegen 
1=2,3 S 

7) Ist nämlich Nt, N2, . . . eine Folge von Punktmengen, ist N die Menge derje-
oo 

nigen Punkte, die in unendlichvielen Nn liegen und ist ^ ^ jx Nn konvergent, so ist für 
n—l 

CO oo 
jedes ganze k>-0: N C^^Nn, also [x N ^^^ H- Nn . also |jl N = 0. 

/;=/? n=k 
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10 Vojtěch Jarník 

(15) 
s 

Max 
/= 1,2 í 

Insgesamt sehen wir also: für nahezu alle Systeme von ganzen Zahlen 
x0, xlt ... ,xs mit Max | * / | > 0 gilt (15); also ist 

Ä + PI(6I. 02 0 ^ 1 + " ; 

indem man hier a gegen Max (ßa(öi)» s — 1) streben lässt, bekommt 
man für jedem Punkt (02 , 03 0.v) aus W— E, d, h. für fast alle 
Punkte aus W, die Ungleichung 

Pi (Oi. 02 ÖJ = Max (0, ß2 (OJ 1 — s). 

Nach dem ersten Teil dieses Paragraphen gilt hier aber notwendig das 
Gleichheitszeichen, womit die Behauptung lb des Satzes 2 auch für 
P2 0 0 bewiesen is t 

Beweis der Behauptung 2. des Satzes 2. 

Erster Teil. Gegeben sind s, Qlt Es sei —1 <Ca<Cßa i^i) J dann 
gibt es eine Folge von untereinander verschiedenen Paaren ganzer Zah-
len/?*, qn (/2 = 1,2, ,..) mit 

.Eil 
qn < - 2+a qn>0. 

Offenbar ist qn—+c&. Es sei (ö2, 08, . . . , 6,) ein beliebiger Punkt aus 
W, es sei 0 und ganz. Nach dem Dirichletschen Fächerprinzip 
gibt es dann s ganze Zahlen wn, ^ ( ¿ = 2,3, . , 5 ) mit 

- O+l 

Dann ist 

Vn>qnüi — Vin\<.qn
 s (¿ = 2,3 s), 

0<wns([qn^] + l ) " § 2 - ' ^ -

Pn Wn 
qnWn < q,t2+a 

Vln 
qnWn I < - q+J+1 (/ = 2 , 3 , . . . , s ) . 

o n q n 

Nun ist 

162 

/ (tt+l) [s-1) \ fg+a)s (a+2)i  
qn2+a = [qn s ) «('-U+2Í-1 ̂  (2-.9+1 Wn gn) a[s-i)+2s-l . 



Über einen Satz von A. Khintchine. 11 

a+s+1 (g-H) (a-1) # tt+1 
0« qn s =Wn> q,i S a ( i - l ) + 2 i - l . Q n a ( i - l ]+2 i - l Qn 

^ Wn [2~S+1 W„) a(s-l)-\-2s-l . gn a ( i - l ) + 2 j - l 

(¿-1) (tt+11 (a-^-2]s 
= 2 a(J-l)+2J-l . [Wnqn] a l i - l ) + 2 i - l . 

Bedeutet also k eine nur von s und a abhängige positive Zahl, so ist 
für jedes ganze 

(et-r2)j 
Pn Wn 

fr Wn 

Vin 

qn Wn 

<k(qnwn) 

(a+2 )s 

<k[qnwn) ^-11+2^-1 (/ = 2,3 s). 

Daher ist offenbar 

1 + - U + M & 1 . ^ U l i - i • 
S a(s — l) + 2s — 1 

Pa ( ö i . ö2 *>s) l -s — 1- a — s +1 
a(s —1) + 2 S — 1 a(s— l) + 2 s — 1 

wegen (3) folgt daraus, wenn man a gegen ß2(6i) streben lässt, 

M ö i . ' 02 0 ^ M a x f o , ^ I ' V t 1 V 
\ l ) M ö i ) + 2 s — 1 / 

Damit ist die Behauptung 2a des Satzes 2. bewiesen. 
Zweiter Teil. Gegeben sind s, 6 t . Es sei 

(16') T > M a x ( 
V 

g P 3 ( 6 i ) 4 2 s s + 1 , wenn ßatöiX ^o ; 

(16") y > . wenn ß2 (6l) = ~ . 
s — 1 

Es- sei ganz. Unter einem »ausgezeichneten Zahlenpaar der Ord-
nung t" verstehen wir jedes (geordnete) Paar von ganzen Zahlen p, q mit 

11. Prace Matern -Fiz. T. 43. 161 



12 Vojtěch Jarník 

die Zahl q heisse dann ein „ausgezeichneter Nenner der Ordnung t*. 
Zu jedem ausgezeichneten Zahlenpaar p, q der Ordnung t gibt es 

genau ein Paar von ganzen Zahlen v, w mit 

0, (v, 

es ist dann 

) = 1 , ~ = — (also 
w q 

also umsomehr 

v 
Oi — 

Oi — -

Umgekehrt, zu jedem Paar ganzer Zahlen v, w mit w > 0 , (v, 10) = 1 

gibt es höchstens ausgezeichnete Zahlenpaare p, q der Ordnung / 

mit ——— (es muss nämlich q—aw, p — av sein, wo a ganz, -— 
q iso \ w 

< ), Es sei N{t) die Anzahl der ausgezeichneten Zahlenpaare der 
w f 

Ordnung t und für ganze tt^O, sei N(t, u) die Anzahl aller Paare 
ganzer Zahlen v, w mit 
(17) (v, w) = l, 2" 2"+1, Oi — 

1 
Dann ist also t 
(18) i l ) . 2 ^ - " 

w 
. 1 
* 2'V ' 

Für jedes ganze bezeichnen wir als einen „ausgezeichneten Wür-
fel der Ordnung tn jeden Würfel 

0/- < (/ = 2, 3, . . . ,s), 

der mit W einen nichtleeren Durchschnitt hat, wobei q ein ausge-
zeichneter Nenner der Ordnung t ist und , pi]t . . , ,px beliebige ganze 
Zahlen sind. Bei einem solchen Würfel ist offenbar - — #<.;>/< 2q\ 
also ist die Anzahl aller ausgezeichneten Würfel der Ordnung t höch-
stens gleich 8) 

B) Man beachte stets, dass bei einem solchen Würfel 2' < q < 2'-M ist 
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N{t).{ 3 -

Wir wollen nun zeigen: die Inhalte aller ausgezeichneten Würfel aller 
Ordnungen bilden eine konvergente Reihe. Dazu genügt es zu 
zeigen, dass die Reihe 

CO 
(19) N\[t) • (3 • 2 / + 1Y'1 . 2nr' . 2 i"1 

/=ü 
konvergiert. Zu diesem Zweck schätzen wir nach oben ab. Je 

i) 
zwei verschiedene Zahlen — mit (17) haben voinenander einen Abstand, 

w 
der grösser als 2~2u_2 ist; im Intervall (fh — 2-/7, 6i + 2~"'v) können da-
her höchstens 2 . 2~'v • 22"'+:2-(-1 solche Zahlen liegen; daher ist 

(20) N[tt u)^ 23+2»-<7 + l. 

Es sei nun erstens ß2 (fo) = cc; dann ist nach (18), (20) 
t 

N[t] ^ 2 (24+"-'l'i-» + 2'+*" ") 
U=U 

es genügt also, die Konvergenz der Reihe 
CO 

(21) X (25+/(2"7> + 2<+2) • (3 . 22+/(1~T) y - 1 

t=o 

zu beweisen; es ist aber nach (16") 

2 - Y + ( 5 - l ) ( l - Y ) = 5 + l - S 7 < 0 f 

1 + ( S - 1 ) ( 1 - T ) = S - ( S - 1 ) Y < 0 , 

woraus die Konvergeüz von (21) folgt. Es sei zweitens ß2(6i)<C°°i a l s o 

gilt (16'). Dann wählen wir ein a mit 

(22) 

das geht wegen (16'), Die Ungleichung 

a 
2 
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14 Vojiech Jarnik 

hat höchstens endlich viele Lösungen in ganzen a, b mit ¿>>0; es gibt 
daher eine nur von Ot und a abhängige Zahl £ > 0 mit folgender Eigen-
schaft: für ganze a, b mit ¿>>0 ist stets 

a 
0 l - T 

__ c 
2 ' 

Soll nun für ganze v, w, u, t mit ögi- 0, ¿^ .0 (17) gelten, so muss 

* 
"" w*+ 2 2 ( 'H 1 ) <a+2) 

sein, also 

2" ^ --- c r/-+2 2 ft J2 

"" 2 

Wird also die ganze Zahl u0 durch 

1 — t-1-
(23) 2"«> — c 2 "+2 ^ 2""- 1 

2 
definiert, so ist 
(24) 7V(i.tf) = 0 für /¿<M0. 

Wegen (18), (20), (24), (23) ist also (man beachte, dass die Rechnungen 
auch für « 0 < 0 und für gelten) 

2 5 + ' (2--y> + 2 2 + ' - f f « < 2 5 + ' O - T ' + < T 2 3 + / ^ " « + 2 ) • 

Um die Konvergenz der Reihe (19) zu beweisen, genügt es daher, die 
Konvergenz der Reihe 

(25) Y (2®+/ (2"Y) + c' ^ ^ ~ '«+*)). (3 • 22' « '0f),s 1 

nachzuweisen, Es ist aber wegen (16') 

2 t + (s ~ 1) (1 - r) J + 1 - s y < 0 ; 

weiter ist wegen (22) 

164 
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Über einen Satz von A. Khintchine. 15 

1 
(s — i ) a + 2 s — 1 ' 

daraus folgt aber die Konvergenz von (25). Die Inhalte aller ausge-
zeichneten Würfel aller Ordnungen t ^ Q bilden also eine konvergente 
Reihe. Es sei M-; die Menge derjenigen Punkte (02l 03, . . . , 0j), die in 
unendlichvielen ausgezeichneten Würfeln liegen (Aiy hängt nur von 
f . 6i • 5 ab); alsdann ist p. M-> = 0 (vgl. die Fussnote 7)). Es sei nun 
(02, 03 6s) ein Punkt aus W — M-(. Wenn für ganze pt[i= 1, 2, 
... ,5), q die Ungleichungen 

(26) q> 0, (i= 1, 2. . . . ,s) 
<1 >7 

gelten, so ist nach der Ungleichung mit i = 1 die Zahl q ein ausge-
zeichneter Nenner irgendeniner Ordnung t ^ 0. Nach den Ungleichungen 
mit / = 2, 3, . . . , s liegt der Punkt (fa> 6s• • • 6j) in dem ausgezeich-
neten Würfel der Ordnung t mit dem Mittelpunkt , ^ - 1 und 

\q q gl 
der Kante 2 q~'l. Da aber der Punkt (02. 9s» • • • . 0$) höchstens in en-
dlichvielen ausgezeichneten Würfeln liegt, sind die Ungleichungen (26) 
höchstens für endlichviele ganze q bei geeigneten ganzen pt erfüllbar; 
und da bei jedem festen ganzen q die Ungleichungen (26) für höchstens 
endlichviele Systeme ganzer Zahlen pi erfüllt sind, so besitzt das Sy-
stem (26) überhaupt nur höchstens endlichviele Lösungen in ganzen Za-
hlen Pi, p2 ps, q. Daher ist 

1 + — ( 1 + M f l i . 62 8 J ) S T . 
5 

Es sei nun , 72. . < • eine abnehmende Folge mit 

lim v„ = Max( 1 , für M f i i ) < ~ . bzw. 
«=co \ ( s — 1) ß2 (öl) + 2 S — 1 S I 

<J 
lim Yn = —-— für ßo (6i) = 

n = : o 5 — 1 

:o 
Es sei M=^iM'[fl, also \i.M = 0. Es sei (ö2, 03 f . . . , 0*) ein Punkt 

«=1 
aus W—M; dann gilt 
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16 VojtSch Jarnik_ 

1 + — ( 1 + P s ( 6 i . 03 Q j ) S T « 
S 

für jedes ganze n^>0, also auch 

1 + -1-(1 + fc tax, 6, o,)) S M a x • 
s —1)P»(0 i ) + 2 Ä — 1 5 / 

für ß2 (öi) 0 0 . bzw. 

1 + - (1 + ß2 (0i. 02 Öd) S *— für ß2 (0|) - co. 
s s — 1 

Daraus folgt aber 
ß2 (Oi. 02 0t) ^ Max , o) für fc (0|) < . 

\(s— l ) ß a ( 0 i ) + 2 s — 1 / 

Ps (0n 02. . . . •7 für pjJoJ — C o ; 
s — 1 

nach dem ersten Teil dieses Paragraphen kann aber hier das Zeichen 
< nicht gelten. Damit ist also auch die Behauptung 2b des Satzes 2 
bewiesen. 
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