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Uber einen Satz von A. Khintchine.

Zweite Mitteilung').
Von
Vojtéch Jarnik (Praha).

§ 1. Einleitung.

Es sei s ganz, s =1; es seien 0,, 0,, ... , 65 reelle Zahlen?. Dann
gelten folgende wohlbekannte Sitze, die sehr einfach mit Hilfe des Di-
richletschen Facherprinzips zu beweisen sind:

I. Es gibt unendlichviele verschiedene Systeme ganzer Zahlen
X1y Xou oun y X5y Xsi mit

x=Max (| x|, | %], ..., |xs|]>0,!2x16;+xs+1

=1

1
<.
xS

II. Es gibt unendlichviele verschiedene Systeme ganzer Zahlen
Pio P2y oo 4 Ps. ¢ mit

q>0, Oi——’;ig<———1—l ((=1,2....9).
| 1+ —
q

s
Wir fithren nun folgende Definition ein: Gegeben sei ein System 0.,
02, ..., 0s von reellen Zahlen (s =1). Dann sei
1) Die erste Mitteilung ist in Prace Matematyczno-Fizyczne 43 (1936), S. 151—166
erschienen; die vorliegende Abhandlung ist ganz unabhingig von der 1. Mitteilyug
lesbar,

?2) Alle Zahlen dieser Abhandlung sind reell; nur die Zahlen 0,, 9,....,0s im Pe.
weis des Hauptsatzes fiir § = 0 brauchen nicht reell zu sein.

1. Acta Arithmetica, II.
1. Odbitka.
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pl(el' 02,...,ﬂs)

die obere Grenze derjenigen Zahlen o, tiir welche die Ungleichungen

s
Z X1 07— Xs 44

=1

x=Max (| %], | %], ... .[%]) >0, <

x5ta
unendlichviele Losungen in ganzen Zahlen x,, X,, ..., Xs, Xst1 besitzen.

Analog sei
@2(91. Ozv sy GS)

die obere Grenze derjenigen Zahlen o, fiir welche die Ungleichungen

Ol—ﬂ‘<‘—1§a— (i=1,2,...,9)

70 g+

unendlichviele Losungen in ganzen Zahlen p,, p.,..., ps, q besitzen.
Nach den angefiihrten Sétzen ist stets

q>0,

0=0p; (6, 6,, ..., 0) =00, 0=8, (6,, 03, ..., 0;)=c0.
Fiir s =1 ist trivialerweise B, (0,) == B, (0,); fiir s >1 hat Herr A. Khin.
tchine bewiesen?): stets ist

(1) 31(01'02""00-\')2@2[01'02"-'|0~5‘)'
Bi(9,,6,,....6 4)

2 261,02,,,.'682 .

() p ( ) (5_1)91(61- 62,....0s)+52

In der ersten Mitteilung habe ich bewiesen, dass die Unglei-
chung (2) fiir jeden vorgeschriebenen Wert von B, (6;,6,,...,60;) scharf
ist; hier soll dasselbe fiir die Ungleichung (1) bewiesen werden. Unser
Ziel ist also gegeben durch den folgenden

Hauptsatz. Es sei s ganz, s>1, 0=0=co. Dann gibt es ein Sy-
stem reeller Zahlen 9,, 6, ,..,,0; mit

pl(olv Ozv L .es]=pz(91- 02: Coey es)=@.

Um dem Leser das Nachschlagen zu ersparen, reproduziere ich zu-

3) A. Khintchine, Uber ecine Klasse linearer diophantischer Approximationen,
Palermo-Rendiconti 50 (1926), 170 — 195; vgl. insb. S, 189 — 195,

%) Dabei soll
o 1

(s—1)oco+s* =s—1
gesetzt werden,
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nichst den einfachen Beweis von (1)%). Es sei also 0;, 8,,....0s ein
System von s (s>1) reellen Zahlen. Gilt eine Beziehung

s
in91+xs+x=0

i=1

mit ganzen, nicht simtlich verschwindenden Zahlen x,, x,, ... , X5, Xs41,
so ist offenbar B;(6;, 0,, ..., 0) =0, also (1) wahr, Sonst sei
—Ss<<B<By(01,6,,...,00). Ist c>0, so gibt es ganze Zahlen p1. Ps, ...,
Ps, g mit
g>clo— Pl 1 .
| q 14 1B
q

Nach dem Dirichletschen Ficherprinzip kann man leicht schliessen,

dass die Kongruenz
S

Zp;x;&-EO[mod q)
i=1
mindestens eine Ldsung in ganzen Zahlen x;, X,, ..., Xs mit
1
O<x=Max(|x], [ %], ..., |%:])=¢q°

besitzt; bei geeignetem ganzen Xy ist also

s
Zﬁl‘xi+xs+l =0,
= 9
S
Z Xi 04 X1

i=1

SX . N
<TTT e = :

3)

Fiir c— oo strebt die nichtverschwindende linke Seite von (3) ge-
gen Null, also durchliuft das System x;, X,, ... . X; unendlichviele
verschiedene Systeme, also ist pB: (91, 0,,...0)=8 fir jedes
B<<B; (6;,0,,..., 8, also gilt (1).

Wir wollen noch gleich zwei einfache Fille des Hauptsatzes erle-
digen. Fir 61=08,= .., =08;=1 ist §; (61, 6,, ..., 0)=8,(8,,0,,...,04)
=00, also ist der Hauptsatz wahr fiir f =0, 9)

5) Schwieriger ist der Beweis von (2), Umgekehrt, der Beweis, dass diese Un-
gleichungen scharf sind, scheint mir fiir (1) schwieriger zu sein als fiir (2).

% Man kann sogar auch linear unabhingige Zahlen 8;, 9, ..., Os mit
Ba(8y .06y, o0e s Bs)=00 (also B,(8,, 93y ..., fis) =°9) konstruieren; vgl. O, Perron,
Uber diophantische Approximationen, Math, Annalen 83 (1921), 77 — 84,
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Aber auch fiir =0 ist der Hauptsatz bereits bekannt und leicht
zu beweisen; wir geben hier einen einfachen Beweis, dessen Grund-
gedanke einer wichtigen Abhandlung des Herrn O. Perron?) entnom-
men ist. Es sei 0, eine reelle ganze algebraische Zahl (s 1)-ten Gra-
des; 6,,60,,...,0; seien die zu 0, konjugierten Zahlen; es sei

M= Max (1,8, |0, ....|0s]), a=(3sM)=s.

Sind dann Xy, X;,.... X;, X541 ganze Zahlen mit 0 <{x=
Max(lx1'11x2lv“°lesl), so ist

s
a
.0 —_
(4) ;x O+ Xon | = —.
Denn sonst wire
s
in00f+xs+1 <is.
| i=1 x
also
[ Xspr | <SxX M+ 1< 2556 M5,
also
s
Zx,@,‘—{— Xop1|[<3sx M fiir j=1,2,...,5,
=1
also

I (§ xieji+xs+1) <a(BsM)=1;

|j=0 i=1

das geht aber nicht, da die linke Seite eine ganze rationale Zahl ist und
nicht Null sein kann. Damit ist (4) bewiesen, also ist B;(0,, 6,2 ...,0,5) =0,
also nach (1) auch B,(0,, 6,%..., 6,5)=0.

Es gentgt uns also, den Hauptsatz fiir 0 <3< oo zu beweisen. Der
Beweis wird etwa folgendermassen gdefiihrt: Die Systeme (6,,0,,..., 0,
werden als Punkte eines s-dimensionalen cartesischen Raumes aufge-
fasst. Dann wird erstens eine im Wiirfel 0<6;<1(i{=1,2,..., s) enthal-
tene abgeschlossene Menge E konstruiert, so dass fiir jeden Punkt von E
die Ungleichung

Bz (01 1 02!'-"05)26

gilt; zweitens wird eine Menge E, konstruiert (im folgenden wird sie
mit P,+ P;+ P,~+... bezeichnet), welche alle diejenigen Punkte des
Wiirfels 0<<0; <1 (i=1,2,..., ) enthilt, fir welche

) L. S,
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B0y, 0y, 6> D

ist und schliesslich wird bewiesen, dass E— E,; 0 ist d. h., dass es
einen Punkt von E gibt, der E; nicht angehért. Damit wird der Beweis
fertig sein, denn fiir jeden Punkt aus E—E; ist B, (0;,0,,...,0) ==
=8(0,.0,,...,04), also nach (1) B, (0;,0z,...,0)=0,(0,,0,,...,0)=.

Die bei dem Beweis benutzten Hilfsmittel sind dusserst elementar;
der Beweis selbst ist aber nicht ganz einfach.

§ 2. Konstruktion der Menge E.

Bis zum Schluss dieser Abhandlung sind fest gegeben: eine ganze
Zahl s >1 und eine Zahl 3 >0. Mit k,,%,, k;, k;, &k, bezeichnen wir
positive absolute Konstanten, mit ¢, ¢, positive Zahlen, die nur von s
abhingen,

Der wichtigste Punkt dieses Paragraphen ist der Hilfssatz 3, dessen
Grundgedanke von Herrn A. Khintchine®) stammt; ich habe {ibrigens
schon einmal einen verwandten Hilfssatz benutzt®). Die Hilfssitze 1, 2
sind trivial.

Hilfssatz 1. Man kann die natirlichen Zahlen k, und k, derart
bestimmen, dass es zu jedem Q >k, eine Primzahl q mit 2 Q < q<k, Q gibt.

Beweis. Ist ©, die r-fe Primzahl, so ist bekanntlich
(5) kyrlogr <=, <kyrlogr
fir r=2,3,...19). Wird
klog3

ki >k 1log2,k, >3 22~
1 >Ry log2, ky > %y log 2

gewihlt und ist Q>%,, so gibt es ein ganzes r =3 mit
Ry(r—1)log(r—1)=2Q<k,rlogr;
dann gilt (5). also

2Q< 5 < kyrlogr=2Q—Farlogr

ky(r—1)log(r—1)

=kQ.

8 A. Khintchine, Zur metrischen Theorie der diophantischen Approxi-
mationen, Math, Zeitschr 24 (1926), 706 — 714, vgl. insb. den Hilfssatz 3.

%) V. Jarnik, Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Math.
Zeitschr, 33 (1931), 505 — 543, Hilfssatz 3,

1) (5) ldsst sich elementar beweisen; vgl. z. B. E. Landau, Vorlesungen iiber
Zahlentheorie I (Leipzig 1927), S. 68, Satz 113; den wesentlich tiefer liegenden Primzahl-
satz brauchen wir nicht.
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Fiir ganzes 2 >0 sei ¢ (%) die Anzahl der zu /4 teilerfremden Rest-
klassen modulo 4. Ist '.p(h)>—z—. so heisse die Zahl & ,normal”.

Hilfssatz 2. Es gibt eine ganze Zahl k; >0, so dass tiir jedes ganze
n=ky sich unter den Zahlen n,n-+1,n4-2,...,2n—1 mindeslens—’sz— nor-

male Zahlen befinden.

Beweis. Bekanntlich ist 1Y)

n—1

Z<pth)= %n“’—l—o(ﬂlogn];
=1 “

wegen%<;::—<—;-gibt es ein ganzes k, >0, so dass flir jedes ganze
n=kg gilt
2n—1

(6) 20> Low—Lw=2um

h=

Wére nun die Behauptung fiir ein ganzes n =k, falsch, so wire
(wegen ¢ (R)=4)

2n—1
n 1 13

AN)< —2n4+—2n"n=—n<—n?
Z? ) 5 +8 20

h=n

im Widerspruch zu (6).

Hilfssatz 3. Es gibt zwei Zahlen ¢, >0, ¢,>0 undeine nur von s und
Q abhdngige Zahl d(Q)>0 mit folgender Eigenschaft:
Ist Q>c¢,,2>d(Q) und sind2,,e,, ..., as reelle Zahlen, so gibt es
im s-dimensionalen cartesischen Raume der Punkte (6,, 6,, ..., 0;) eine
endliche Punktmenge
9)2=m(5, Q,z,a, WOy eee as)

mit folgenden Eigenschatten: ist N die Anzahl der Punkte von M und sind
P, P,, ..., Py die Punkte von W, so gilt:

1, Jeder Punkt P,(1=n<=N) hat die Gestalt P,,=(£!,&,....£’—*).
q9 q q
wo jede Zahl pi;(i=1,2,...,5)ganz und zu der ganzen Zahl q teilertremd
ist; dabei ist

11) F, Mertens, Uber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, Journ.
f. d. reine u. angew. Math. 77 (1874), 289—338, insbes. S. 2890—291,
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1
(7) 2=q=h,zQF1,

2. Konstruiert man um jeden Punkt P,(n=1, 2, ..., N) einen
s+1
abgeschlossenenWiirtel 1?) von der Kantenldnge 2~ s , so sind diesen Wiirfel

paarweise fremd und liegen alle im Wiirfel

o oi+1
8) —=6= i=12...,9).
3 ¢ | ?
. s+1
(9) N>czz

Beweis. Wir wihlen erstens ¢; so, dass
(10) €;>(3:32-2 -3t >16,c,>k 1),

Zu jedem Q>c, wahlen wir ein d(Q), so dass fiir z>d(Q) fol-
gendes gilt:

+1
z2>kyky Q; zs>(k le
322 3
(11)
1 4
. > Max (&, &k, Q);
3.32-2-3 5 ax (k; 2Q)
(k; Q)
endlich setzen wir
s+1
(12) 02=( 1 ) . 1 . 1 \
3:32:2+3 104, 16°

Es sei nun Q>c¢,,2>d(Q) und es seien a,,a,,..., a5 reelle Zah-
len. Man wihle zundchst eine Primzahl q mit

(13) 2Q<9<hk Q
(vgl. (10) und Hfs. 1) und man setze

1 -4

14 =i
14 3:32:2-3 qs—Jj—,

nach (11), (13), (14) ist (k5 ist ganz!)
12)  Unter einem Wiirfel verstehe ich stets einen s - dimensionalen Wiirfel, dessen

Kanten den Koordinatenachsen parallel sind.
13) Der Punkt bedeutet stets das Multiplikationszeichen.
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(15)  b2A =1L b+1>kQ>q2041=36=s—1 2.
22-3 5

Wegen—g >2 gibt es ganze Zahlen a,,a,,..., a; mit

q 13
y-<ai<ai+1<(a +1)—,
Q Q

also
o @ a-+1 w1,
(16) —< << ——(i=1,2,..., ).
Q «q q Q
Es sei nun ¥ die Menge aller Punkte
(17) (ﬁ'— L. !Zi)
q9 49 q/

welche folgende Eigenschaften besitzen:
1) 9=244,9 ganz, 3
(18) b+1<<g=2b11.

2) Jede Zahl pi(i=1,2,..., s) ist ganz und zu ¢ teilerfremd.
3)

Gtly_ g0,

(19) <

=2
A

< 5
=)

Da (pi, ) =1,¢=¢gq>1q, so kann man statt (19) auch

" (20) ﬂ'<ﬂ<‘—z"—;lli(i=l.2....,s)'
schreiben %),

Wir bemerken zuerst: aus (18), (15), (13}, (11) folgt
1 1 3223 1

1
(21) = = 1 s41°
9 qq9 (26+4+1)q ZzqFi

25
Konstruiert man also um jeden Punkt von ¥ als Mittelpunkt einen

14)  Bis zum Schluss des Beweises des Hilfssatzes 3. machen wir folgende Verabre-

' p " py P .
dung: Wird ein Punkt in der Gestalt (%l‘ . % yeees 7:) oder ("27 . % veees i,) geschrieben,
so wird dabei stillschweigend folgendles vorausgesetzt: ¢.9", p,. p; ganz, (p;.q) = (p/.q')=
=1(=12....8:¢=06¢ =¢ ¢ .9 ganz, b+1=¢g=2b+41, b+15¢ 52041,
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: _s+
abgeschlossenen Wiirfel von der Kante z ¢, so sind wegen (16), (20),
(21) alle diese Wiirfel im Wiirfel (8) enthalten. Weiter folgt aus (18),
(14), (15). (13), (10):

1

cl-"_'!-_l qs+l

z<z <z — <
3-32:2-3 3:32:2-3

q:

1 1 1
=q1= 3t1m<§5—z-~2---5(k2Q)?ﬂ<k2z Qi

Um den Hilfssatz 3 zu beweisen, geniigt es also, eine Teilmenge
M von B zu konstruieren, welche folgende Eigenschaften besitzt:
A. Sind
@”&,_%¢ﬁzg %)

g ¢ gl g ¢ ¢

zwei verschiedene Punkte von 9, so gilt mindestens eine von den s
Ungleichungen ,
}l_p; >’H_l_l(i=1'21 er ey S)'
q Poars

’

B. Ist N die Anzahl der Punkte von I, so gilt (9).

Zu diesem Zweck definieren wir I folgendermassen: M ist eine
Teilmenge von VB und ein Punkt (17) gehort dann und nur dann nicht zu
M, wenn es in B einen von (17) verschiedenen Punkt

(22) (p_f'l’_z".“'_l_)_s;)
ql ql q'
gibt, so dass folgende s Ungleichungen gelten:
(23) PPl 1 i=12,.....9.
9 49 P

Dann besitzt I die Eigenschaft A und es bleibt noch zu zeigen,
dass die Anzahl N der Punkte von M die Ungleichung (9) erfiillt,

Wir bemerken zunichst: sind (17), (22) zwei verschiedene Punkte
aus B und gilt (23), so ist ¢ % ¢q'; denn sonst wire fir mindestens ein

(vgl. (21))

‘&_ﬂki>1¢
> o
9 491 9 le



10 V. Jarnik,

also ist fiir jedes [ (i=1,2,...,9)

PPy,
9 g

denn links stehen zwei irreduzible Briiche mit verschiedenen Nennern.
Wir kénnen also in der Definition von M die Ungleichungen (23) durch
die Ungleichungen

(24) oﬂﬂ—ﬂzf—
g 9q

ersetzen,

Es sei nun ¢ ganz, b+1=9g=2b-+1;t(g) sei die Anzahl derje-
nigen Punkte aus B, fir welche die Darstellung (17) mit g=gqq gilt;
die Anzahl derijenigen unter diesen Punkten, die nicht zu W gehéren,
werde mit v () bezeichnet. Nun ist nach (19) t(q_) gleich der Anzahl

derjenigen Systeme ganzer Zahlen p,,p,,...,ps, welche den Bezieh-
ungen
(25) aqg=pi<aiq+q, (pi, =1, (pi, g} =1

fir i=1,2,...,5 geniigen. Bei jedem i/ ist die Anzahl derjenigen pi,

fiir welche (25) gilt, mindestens gleich (p@)-—f’g; denn die Anzahl der

durch die Primzahl q teilbaren Zahlen unter ¢ konsekutiven ist héchstens
9 4+1=29<
(denn aus (18), (14), (13), (11), (10) folgt

;]—> 1____ z
3:32:2-3

. >k, Q>q,0>2c,>32).
(ky Q)

Ist also insbesondere g eine normale Zahl, b-+1=¢g=2b-}1, so ist

9" = (b+1) )
16°  16°

— _ _ ;7— s
(26) t(q);(cp @ l_6) >

Sind ¢, ¢’ ganze Zahlen mit
bH1=g=2b+1, b+1=¢=2b+1,
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so sei w(q, q') die Anzahl derjenigen modulo g verschiedenen ganzen
Zahlen p, zu welchen es ein ganzes p' mit

(27) mﬂlw—é}ﬁg
q9 g9 s
z
gibt; dann ist (vgl. (24)) offenbar
B 2b41 o
(28) v= Y wlq.q).
g'=b+1
Aus (27) folgt
) 0 9b2
2 s
also
2
pq =a(modg), wo 0<|a|<-?—1%_11.
z°

Dabei haben wir also, falls (¢, ¢') =g gesetzt wird, fiir a héchstens
2
—18—1;% Méglichkeiten (denn @ muss durch g teilbar sein) und bei gege-

gz’ _
benem @ hat die Kongruenz p¢'=a (mod ¢) genau eine Lésung modulo

4, also genau g Lésungen modulo g; daher ist
186%q

s+l
2 s

(g ¢)=—7

und daher (vgl. (28), (14))

25 . 32.9(1, _l__ 1] b2s G = 25 . 32’(17-{- 1] bs—1 zs+1 q° <(b-+—l)’ .
25+ st (3 +32-2- 3)s+1 f[’ 3-16°

v(g)=

Daraus und aus (26) folgt: ist ¢ normal, b6--1=¢=2b6-1, so ist

o o+1)
(29) t(g)— vm>21@

Nach der Definition ist aber f(g)—v(q) genau die Anzahl derje-
nigen Punkte aus M, welche bei der Darstellung (17) im Nenner genau
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die Zahl g=¢q besitzen. Nach (15) ist b-+1>k,; nach Hilfssatz 2
gibt es also unter den Zahlenb-+1,64-2,...,26+1 mindestens%(b—l— 1)

normale Zahlen; also ist nach (29), (14), (13), (12)

N> -t ) :
10 16° 1016 \3-32°2-3

1 ( 1 )s+1 zs+1 zs+l
. == (o ——
k. Q¢ * Q

womit der Hilfssatz 3 bewiesen ist?!®),
Man setze nun

(30) G=8s*s+1)1351(2s-}3) 2%, 5!
und wihle eine Folge
f<au<zy<z;< ...

mit folgenden Eigenschaften:
s+14p

(31) f>e f>c, z1>d(f), zn+1>d(zn : )(n=1.2..-.);
B
(32) Zni>e ", z,° >2(s+ 1) (loglog za )+ >s+1 (1=1,2,...);

1

(33) z.">eloglogz, (n=1,2,...);
13
(34) (loglog zap)t'>B2," logz., (n=1,2,...);
(log log z,)*® cntt
35 G < %) (n=1,2,...)
( ] lOg Zn 2n+1fs (zl Zyeen zrz—l]g ) ( ]

das ist offenbar méglich.

Wir definieren nun fiir jedes ganze 7 =1 Punkte, Wiirfel und ver-
grosserte Wiirfel n-ter Ordnung!’). Ein Wiirfel n#-ter Ordnung (bzw.
ein vergrosserter Wiirfel n-ter Ordnung) ist dabei ein abgeschlossener

) Zu einem zuldssigen System: von Zahlen s, Q.2 a,, a3, ..., a5 kann es mehrere
(aber offenbar nur endlichviele) Mengen M (s, Q, 2. a;, ay, ..., &) mit den im Hilfssatz
3" geforderten Eigenschaften geben; man kann aber offenbar eine Vorschrift angeben,
durch welche jedem solchen System s, Q, 2, @, @y, ..., «; eindeutig eine solche Menge
M(s, Q 2, ay, ..., &) zugeordnet wird; ebenso ldsst sich freilich auch ¢, (als Funktion
von §) und d(Q) (als Funktion von § und Q) von vornherein eindeutig feststellen.

%) Fiir n=1 soll 2,.2, ... 2n—1 =1 gesetzt werden.

1) Wir arbeiten stets im s-dimensionalen-.cartesischen Raume der Punkte
Ore b oeu bs) ]
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_sHite 5+t
Wiirfel von der Kantenldnge 2, (bzw. z, ° ) , dessen Mittel-
punkt ein Punkt n-ter Ordnung ist. Die Punkte (und daher auch die
Wiirfel und die vergrosserten Wiirfel) n-ter Ordnung werden schliess-
lich folgendermassen definiert:
a+-1
f

Man wihle eine Zahl a mit 0<-2 <212 <1; dann gibt es wegen

(31) nach dem Hilfssatz 3. (mit Q=/f, z=2;, a;=a) eine Menge I von
mehr als
2 s+1

fs

Punkten, welche folgende Eigenschaft besitzen: Jeder Punkt von M hat
die Gestalt

1

(ﬂ.&.... p;) Pi+ Dov--vy Ps. g ganz; zlSq<kng'+1
q9 9 q
kounstruiert man um jeden Punkt von I als Mittelpunkt einen abge-

_s+t
schlossenen Wiirfel von der Kante z; ° , so sind diese Wiirfel paar-
weise fremd und liegen sédmtlich im Wiirfel

2 —p=ttl =12,...9.
f f
Die Punkte von I mdgen die Punkte erster Ordnung sein.
Ist # ganz, n>1 und sind die Punkte (und also auch Wiirfel und
vergrosserte Wiirfel) (7 — 1)-ter Ordnung definiert, so definiere man

II/\
H/\

Punkte n-ter Ordnung folgendermassen. Es seien W), W,, ..., W, die
Wiirfel (n—1)-ter Ordnung. Zu jedem Wiirfel W) (1=Ah=7r) gibt es

s+148
nach Hilfssatz 3 (mit Q=2,—1 ° , 2=2, und mit geeigneten oy,
Ogy .. 0% vgl. (31)) eine Menge M von mehr als

zn s+1
€yl
Zn—1 s+1+8

Punkten, die folgende Eigenschaften haben: Jeder Punkt von M hat
die Gestalt

(22
q 9 q

konstruiert man um jeden Punkt von M, als Mittelpunkt einen abge-

s+14-8

); pl. p2| v 'ps' q ganz; z”§q§kzznzn_ S(S—i-l)'
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st
schlossenen Wiirfel von der Kante 2, ° , so sind diese Wiirfel paar-
weise fremd und liegen sdmtlich im Wiirfel W). Die Punkte von i+
M+ ... + M, mégen die Punkte n-ter Ordnung sein 9.
Damit sind also Punkte, Wiirfel und vergrésserte Wiirfel aller Ord-
nungen definiert. Sie haben offenbar folgende Eigenschaften:
A1, Jeder Punkt n-ter Ordnung hat die Gestalt
(ﬂ b . .Ef)
q9 9 q
mit ganzen p1, P2, ... . Ps. 4, WO
1
2 =g=k,zif"", wenn n=1,

4145
2n = q=ky2n 201"V, wenn n>1.

A2, Die Wiirfel n-ter Ordnung bzw. die vergrdsserten Wiirfel

n-ter Ordnung sind genau diejenigen abgeschlossenen Wiirfel von der
s+14-8 s+1

Kantenlinge 2z ° bzw. 2. ° , deren Mittelpunkte Punkte r-ter
Ordnung sind.

A3. Je zwei vergrosserte Wiirfel derselben Ordnung sind fremd.

A 4. Jeder vergrosserte Wiirfel (7-+1)-ter Ordnung (n=1,2,...)
liegt in genau einem Wiirfel n-ter Ordnung.

A5, Alle vergrosserten Wiirfel aller Ordnungen liegen im offenen
Wiirfel
0<b;<1 (i=1,2,...,9).

A6. Die Anzahl aller Punkte erster Ordnung ist grésser als

zlS+l
c, 75
A7. In jedem Wiirfel (7 — 1)-ter Ordnung (2>1) liegen mehr als

> 0.

zns+1
Co———— =0
P

Punkte (also auch Wiirfel und vergrésserte Wiirfel) #-ter Ordnung.

1%) Die Anwendung des Auswahlaxioms bei der Wahl von Mp ist nur scheinbar;
vgl, die Fussnole %),
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Es sei V, die Vereinigungsmenge aller Wiirfel n-ter Ordnung;
nach A4 ist Vi> VDoV >...

Man setze
E=V\V,V, ...;

E ist abgeschlossen und liegt nach A5 im offenen Wiirfel 0 <<0;<<1
(i=1,2,...,5). Weiter: in jedem Wiirfel /#-ter Ordnung liegt nach A7
mindestens ein Wiirfel (2 1)-ter Ordnung. Ist also W ein Wiirfel n-ter
Ordnung (n=1), so ist WV, %0 fiir # =n; da die Mengen

WVnD WVn+1) an.;.zD...

abgeschlossen, beschrinkt und nicht leer sind, so ist auch ihr Durch-

schnitt
EW'——- WV,‘,‘ WVn+1 * WVn+2 e

nicht leer; mit anderen Worten: Jeder Wiirfel n-ter Ordnung (n=1)
enthdlt mindestens einen Punkt von E.

§ 3. Beweis des Hauptsatzes fiir 0 <f<oo.
Im folgenden soll stets

x=Max(|x|,]%|.,....]x1)

gesetzt werden. Sind M und N zwei Mengen, so soll die Aussage M
schneidet N* oder ,M wird von N geschnitten” bedeuten, dass M N # 0.

Hilfssatz 4. Esseinganz, n=2; x;,X,,...,Xs, Xs+18anz;

1

(36) L S L B
log log 2n—1 log log 2

1
S
n

M sei die Menge aller Punkte (6,,6,,...,95) mit
0<0;<t(i=1,2,...,8), | %16, +x.0,F... FXs0sF X511 | <

x+blogx
Behauptung: die Menge M schneidet hiochstens
PAR 1 1
s—1__“r
2s(s+1) Bs—t) | xsti+ Jog x + s+1
Zn_:] Z,,s

Wiirfel n-ter Ordnung.

Beweis. Man wihle zunichst ein ganzes j(1 = j=s) mit x; = x19).

19) Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x;=0 voraussetzen; sonst
dndere man das Vorzeichen von x;.x,,..., X1 Xgpqe
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Wir zeigen zuerst, dass die Menge M héchstens

(s+1)(s=1)
(37) (s+1yrtzpy®

Wiirfel (n—1) - ter Ordnung schneidet.

Es sei P=(y1,¥,,....¥s) ein Punkt (n—1)-ter Ordnung, W
bzw., W der ihn enthaltende Wiirfel bzw. vergrosserte Wiirfel (n —1)-
ter Ordnung, Ist M W=£0, so gibt es einen Punkt (5, &,, ..., &) von
M mit

1

|51—,V1 | §W(i=l. 2....,8),
22,3
1
(38) |x1&1+...+xs£s—|—xs+,[\w.
Wegen (32) ist dann auch
(39) b=y | <1 li=1.2,... . 3)
2(s+1)z. 4
Man setze \,=¢; fir 1=i=s, i+ und wihle }; so, dass
(40) Xl)\1+,..+xs)\s+xs+l=0.

Dann ist nach (38) und wegen xj=x
1

| N —& | <_;S:‘?H’—10E:t—=

nach (36), (33) ist x>e, also ist nach (36), (32)

1 o1 (log log z,—y)s+1t# 1 )
xsH1+8 1og x = it = stith = st
zn—ls 2 (S + 1)zni1
also ist
1
(41) |)‘i_yi|<‘—@(i=l.2,....$’].
(s 4 1) 2.2
Es sei A die Menge aller Punkte (6,,0,,...,0;) mit
(42) X0+ X0+ X =0,
(43) | 0= | < i=1.2,.... 5, i £ )).

2(s-+1)z,.2
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Ist (6,,6;,...,05) ein Punkt von A, so ist nach (40), (42), (43) und we-
gen X; =X

2(s—|—l)z;_i-,
also wegen (41), (43)
[ 0:—yi | <—'1£E(l'=l.2. vee s S),

22,5,
also ist ACW'. Es sei B die Menge aller Punkte (6,,0,,...,0s) mit
0<0,<1(i=1,2,...,5), X 0,F ...+ X 04 X1 =0;
dann ist (man beachte, dass W’ im Wiirfel 0<<6;<1(i=1,2, ..., 5)liegt)
AcCBW:.

Nun hat aber die Projektion von A auf die Hyperebene 6;=0 das
(s — 1) - dimensionale Volumen

(44) !

[N

(s+1)p1z, °

wird also W von M geschnitten, so hat die Projektion von B W’ ein
(s —1)- dimensionales Volumen, welches mindestens dem Ausdruck
(44) gleich ist. Nun sind aber je zwei vergrosserte Wiirfel (7 — 1)-ter
Ordnung fremd und verschiedene Punkte von B haben auch verschie-
dene Projektionen; endlich ist das (s—1)- dimensionale Volumen der
Projektion von B héchstens gleich Eins. Daher ist die Anzahl der von
M geschnittenen Wiirfel (n—1)-ter Ordnung héchstens gleich dem
reziproken Wert von (44), d. h. héchstens gleich (37).

Es sei nun Q=(,, ta, ..., ts) ein Punkt 7-ter Ordnung, U bzw.
U’ der ihn enthaltende Wiirfel bzw. vergrisserte Wiirfel r-ter Ord-
nuung; es sei MU=%£0. Dann gibt es also einen Punkt (v;,v,,...,v)
von M mit

1 . 1
[ vi— | §——s+—;+—g. | X1 vyt Xs Vs Kot | < e Flogx "
22,
Ist nun (64, 9;,....0) ein Punkt aus U’, so ist
) SR
| 6—pi | = —5ml=12...,9)
22z,°

2 Acta Arithmetica. 1I.
2 Odbitka,
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also
[ 0 — v | <—SIJ;.—(i=1.2. cee s S)
2,
also
1 $X
(45) !xlel+¢;-+x363+xs+lI<m+__£?__
Zn

Also: Es sei N die Menge aller Punkte (61, 9,,...,0,) mit (45); ist U
ein Wiirfel n-ter Ordnung, ist U' derjenige vergrosserte Wiirfel n- ter
Ordnung, welcher U enthilt und ist MU #0, so ist U’ CN.

Es sei nun W ein Wiirfel (# — 1)-ter Ordnung; die Anzahl p der
in W liegenden und von M (also von M W) geschnittenen Wiirfel 7 - ter
Ordnung ist nach dem eben bewiesenen héchstens gleich der Anzahl
der in W liegenden und in N (also in N W) enthaltenen vergrosserten
Wiirfel n-ter Ordnung. Nun ist aber das Volumen eines vergrosser-
ten Wiirfels 7-ter Ordnung gleich z,°"'; dagegen ist das Volumen von
W N héchstens gleich

1 2 + 2s 20),
-+ | xsH+s [og x s+t
Zn—t g z”s
daher ist
- 25 P 1 1
P= "hrtn o | s [og x 11
Zn ° za

Da aber die Anzahl der von M gdeschnittenen Wiirfel (z—1)-ter Ord-
nung héchstens gleich dem Ausdruck (37), ist, so ist Hilfssatz 4. bewiesen.

Sind X1, X3, ..., Xs, Xs41 ganze Zahlen mit x>0, so werde die
Menge aller Punkte (64, 6,,..., 85), welche den Bedingungen

1
x518 log x

(46) 06, <1(i=1,2,...,8),| %1 0y 42,0, ... 4 X 05 -} X541 | <

20) Denn jedes 0; (i =1,2,....5, i j)durchlduft hchstens ein Intervall von der
_SH1tR
Linge z,_, ° i bei gegebenen §;(i=1,2, ..., s i¥)) durchléuit aber §; (wegen
(45) und wegen x;=x) hdchstens ein Intervall von der Linge
2 2s
xR 1og x s
z s

n
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geniigen, mit M(xy, X,, ..., Xs, Xs41) bezeichnet. Ist n ganz, n==2, so be-
deute P, die Vereinigungsmenge aller Mengen M (x(,X,, ..., X5, Xs41),
welche der Bedingung

1
(47) _ et gl B
log log 2n—1 log log 2

genligen,

Hilfssatz 5. Es sein ganz,n=2; ©, sei die Anzahl der von der
Menge P, geschnittenen Wiirfel n-ter Ordnung. Dann ist
25! (loglog z.—1)t
a 1

., =G0
Zn—1 log Zn—1

wo G durch (30) definiert ist.

Beweis. Fiir ganzes m>0 sei 1
__
log log zm
nach (33) ist 1
2s
(48) Un—1>>€>2, Up_1>2n1.
Ist eine ganze Zahl j mit 1 =7==5s und eine ganze Zahl x mit (47),
d. h. mit v,y =x<v, gegeben, so ist die Anzahl aller nichtleeren
Mengen M(x,. X5, ..., X5, Xst1) mit
Xj=x=Max (| %[, [Xa]. ..., | %s])
hochstens gleich
x4 1)-1(25sx4+3)=3"1(25+3)x*

(denn fiir i/, 1=i{=s soll |x:|= x sein und wegen (46), (48) soll

[ s | < |2y | %2 | 4o A s [ ]S X 4-1

xs+B ] og X
sein). Daher ist nach Hilfssatz 42!)

+1 s
s 32543 25 (s 2§ ( 14 .= )
Bls- e, \X

(s—1) 148 s+1
s_-vn—l n logx N
Zn—1 Zn
zns-l-l l vn$+1
=s2-3-1-2: (254 3) (s 1) .
T T Bo—\B (vpmy — 1) log p—y = S
Zn—1 : 2,

21)  Vgl, die Fussnote 19).
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Nach (48) ist v,,_,——l>%v,,_,. also nach (48)

1 28 - 25 (log log zx—1)*

ﬁ('vn-l - I)B lOg Un—1 _E_
pzﬂ’-’, : lOg zn_.l

nach (34) ist

u,sH _ 1 28 - 2s(loglog zn—1)?
st (loglog 2,)"t! £
zn s @Z,,_xs ¢ log zﬂ—'l

(denn der Zahler rechts ist >1 wegen (31)).
Daher ist

85371 (2543) (s 1)1 - 2% 2+ (loglogzai)?
- B "Zot® log Zns

‘tn '

womit wegen (30) der Hilfssatz 5. bewiesen ist.

Hilfssatz 6. Es sei n ganz, n=1; I, sei die Anzahl der von der
Menge P, P;+ ...+ P, nicht geschnittenen Wiirtel n-ter Ordnung
(ftir n=1 soll P, P,-} ...+ P, die leere Menge bedeuten).

Dann ist

( 4 9) F,, - c," z,,s+1
- 2" (z1 2944 zn——l)g_f

(fiir n=1soll 2, * 2, ... 2,—1 =1 gesetzt werden), also insbesondere I', > 0.
Beweis. (49) ist wahr fiir n=1; denn I'; ist gleich der Anzahl
aller Wiirfel erster Ordnung; nach A6 (vgl. den Schluss des § 2) ist also
€y 2, +'
f

Es sei nun 72 ganz, n=1 und (49) wahr. Nach A7, A4 und dem
Hilfssatz 5 ist dann

r,>%40

Al z}l-\‘-ls-*-l
~ . —
| P (A pypeTET Trtt

CMH zy st Gz,,+ﬁ+‘ (log log z.)*

2%z, 25, Za)PSE zb logz, |
nach (35) folgt daraus
n+l z”+‘ s+1
I n+l

2rti(zy 0 2, zn)ﬂfs'
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womit der Hilfssatz 6. bewiesen ist,

Beweis des Hauptsatzes fur 0 <3 <oo.
Ich behaupte erstens:

(50) E——ip,,;éo

n=2

(E ist am Schluss des § 2, P, vor dem Wortlaut des Hilfssatzes 5.
definiert). E ist nimlich beschrinkt und abgeschlossen, P, ist offen.
Wire

(e

(51) Ec ZP,..

so gibe es nach dem Borelschen Uberdeckungssatz eine ganze Zahl
m=2 mit

EciPn.

n=2
Da aber jeder Wiirfel m-ter Ordnung mindestens einen Punkt

von E enthilt, so miisste die Menge Z P, jeden Wiirfel m-ter Ordnung
=2

schneiden, also wire I'y=0 im Widerspruch gegen den Hilfssatz 6.
Also gilt nicht (51), also gilt (50).
[ee]
Es sei nun (6,, 0,, ..., 05 ein Punkt, der in E-—Z P, liegt; es
n=2
gibt einen solchen Punkt. Sind x,, X,, ..., Xs, Xst+1 ganze Zahlen mit
1
x = Max(|x,|.,| %], ... lx:!)%———zi——
pheimaiereee ~ log log 2,

1

so gibt es— wegen z,° (log log 2s)~!— oo —eine ganze Zahl n=2 mit

! 1

s s
Zn—1 < Zn—1

e Sl o S
log log 2,—1 log log 2,

Da 0<6;<1 (i=1,2,...,5) und da der Punkt (8,, 6,,...,0s) nicht
in P, liegt, ist

|0 04 X Oy s X B ey | =,
xstPlog x
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also
(52) Bi(br, 0, ... . 0)=8.

Andererseits: ist 7 ganz, # =2, so liegt (61, 0,,..., 05) in einem Wiirfel
n-ter Ordnung. Nach A1, A2 gibt es also ganze Zahlen p,, p,, ...,
Ps. ¢ mit

pi 1 Si‘?kﬂ;
— P s (s+1
(53) 6,—;‘; s+l+B(l—l'2'°”'s]' W =q=Fky20 27 .
2z, °
Wird also ﬂ—'—1———}_—B=0 gesetzt, so ist nach (32), (53)
s(s-F1)
2= q=k,2n (log z,)’ = kyzx (log q)°,
also
s+14-p
le,_ﬂlgl(?ﬂlﬂgﬁf) o oi=1,2....9
q| 2 q
also
(54) B2(01, 65, ...,0)=0.

Nach (1), (52), (54) ist aber

[31(91. 021 ---.es)_—‘pz(el-ez----.es)=ﬁ.
w.z. b. w.

Praha, den 24. September 1935. 22)

(Eingegangen am 4, Oktober 1935.)

22) Zusatz bei der Korrektur: Herr Mahler wird demniichst einen sehr einfachen
Beweis von (2) verdffentlichen.
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