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Eine Bemerkung uber lineare Kongruenzen.

Von
P. Erdés (Budapest) und V. Jarnik (Praha).

Kleine lateinische Buchstaben bedeuten in dieser Note ganze Zahlen,
kleine griechische Buchstaben — reelle Zahlen.

Herr A. Khintchine hat in zwei Arbeiten mit dem gemeinsamen
Titel , Uber die angenidherte Auflésuing linearer Gleichungen in ganzen
Zahlen"!) zwei wichtige Sdtze tiber die angendherte Losung der Gleichung

Oy %, =40, % ... -F 00 X0 4 X031 =2

bewiesen. Die Hauptschwierigkeit lag dabei im Beweis des folgenden
Hilfssatzes, der auch ein selbstindiges Interesse beanspruchen darf:

Satz?). Zu jedem Paar von positiven Zahlen +,n 'gibt es ein ¢ =
a(1,n) >0 mit folgender Eigenschaft:

Sind r,, ¥y, ..., tn, q ganze Zahlen mit

(1] q>0' (rlv"-vr"v (1)21

) Rec. math. de la Soc. math, de Moscou 32 (1924), S. 203 — 218 und Acta
Arithmetica 2.

?) Dieser Satz tritt in den beiden zitierten Arbeiten als Hilfssatz 3 auf. Herr
Khintchine schreibt in (3)

1
n 2
(Z xf) statt Max | x; |,
- 1 7i"n

was freilich fiir unsere Zwecke auf dasselbe hinausliuft.
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und besitzt die Kongruenz

n

2) D rixi=0 (mod g)

i=

keine Lasung mit
1
n

(3) 0<_Max |x; — 1q",

1<i: n

so besilzt die Kongruenz

n

Z rixi—=m (mod q)

i=1

fiir jedes m: eine Losung mit

Max x; — oq"

17in

Fiir diesen Satz wollen wir einen neuen und einfacheren Beweis
mitteilen. Dazu brauchen wir zwei Hilfssétze.

Hilfssatz 13%). Zu jedem p.~>0 gibt es ein ganzes ) =1(p) >0 mit
folgender Eigenschaft: Es sei q >0, />0 und es sei 0<_a,<a,<...
< ar= q; fiir jedes x mit 0<_x = q sei die Anzahl der a; = x mindestens
gleich p. x (also a, =1); dann ist jede natiirliche Zahl = q als Summe von
hochstens ). (gleichen oder ungleichen) Summanden a; darstellbar.

Beweis?). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 1. 1. Fir
h = 1 seien

al,lz<a2./l<---

diejenigen natiirlichen Zahlen = ¢, die sich als Summe von hdéchstens /#
Summanden a; darstellen lassen (also a;;=a;). Fiir 0 =x~ ¢ sei N;(x)
die Anzahl der a; ,=<<x (also N,(0)=0; zur Abkiirzung werde N, (x)=
= N (x) gesetzt); p, sei die untere Grenze von N, (x): x fiir x=1,2,.... ¢
(also 1y ==1). Wir wollen zuerst zeigen, dass

(4) 1—p == (1 —p).

%) Wohlbekannt; man kann diesen Hilfssatz z. B. sofort aus den Betrachtungen
vom Herrn E. Landau in seiner Arbeit Die Goldbachsche Vermutung und der Schnirel-
mannsche Satz, Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géottingen,
Math.-Phys. Klasse 1930, S. 255 — 276 ablesen (vgl. insb, Satz 14 und den Beweis des
Satzes 15).

') Fast wartlich nach E. Landau, L. ¢.3).
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Fiir #=1 ist (4) wahr. Ist aber (4) fiir ein # =1 wahr, so ergibt
sich die Richtigkeit fiir #-}-1 folgendermassen: fir 1 = Xx=g ist (man
beachte, dass im Intervall a;<z==0& fiir a;,==b6=q genau N, (b-—a))
Zahlen a;--a; ; liegen)

Nx) 1

Nyy1(x) = N (x) 4 Z Ny (@ip1— ai— 1)+ Nu (¥ — an)
=1

N(x) -1
S i \
Z (@ip1—ai—1)+x—anx [

=1

;\_ N ()C) "{‘“ {L/z{ %
= N (%) 4 ps (x — N(x)) = (1 — ) - pa X5
W1 = Do P g
T—ppr = (1 —p) (1 —pa) = (1 —p)it
Also gilt (4) stets. Man wihle nun ein /)= /2 (p) so, dass

1—p) = ;f also (Ln\:;% und man setze ). (1) =2A ().

Es sei 1 =~x=<¢; es seien
(5) b1<b2<...<bk

diejenigen a; n(y, die = x sind. Die Anzahl dieser Zahlen und ebenso
die Anzahl der Zahlen

(6) X—b,x—by, ..., x—bi
ist }_f;f x. Ist bp=2x, so ist x als Summe von héchstens 7 (p.) <X (p)

Summanden a; darstellbar. Ist aber 6,<x, so sind alle Zahlen (5)
und (6) =1 und <x; also gibt es unter ihnen héchstens x —1
verschiedene Zahlen, also ist fur geeignete i, j

bl-=x—b,-, x:bi+bj;

also ist x als Summe von héchstens 2/%(p) =12 (p) Summanden a; dar-
stellbar, w. z. b, w.?),

5) Unser Wert von ~ ist im Allgemeinen nicht scharf; schirfere Sédtze in dieser
Richtung findet man tei A, Khintchine, Zur additiven Zahlentheorie, Rec, math, de la
Soc. math. de Moscou 39 (1932), S. 27 — 34 und A. S. Besicovitch, On the density of
the sum of two sequences of integers, Journal of the London Math, Soc, 10 (1935),
S. 246 — 248,
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Hilfssatz 2. Zu jedem 2 >0 gibt es zwei Zahlen [}, = [ (2) >0,
B, =10, () >0 mit folgender Eigenschaft: Ist ¢ >0, sind a,, a,,..., a
paarweise inkongruent mod g und ist [ a.q, so gibt es ein b mit folgen-

den Eigenschaften:
1) 0<bz=f;

2)  zu jedem r gibt es eine Summe von héchstens §, Summanden T a;,
welche modulo q kongruent der Zahl br ist.
Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei 2 =1,

0=a <a,<..<aq (¢ =2q).

Man setze 31:4>‘(”g)z4, =172,

a4- i

4 .
Ist (]i*i, so setze man b=¢g = (,; es ist dann stets a,—a, = br
T

(mod ¢), also die Behauptung wahr (da , — 2).
Es sei nun q>f40 > 2 . Man bezeichne mit
a*= aL

(7) by <by<...bm

die Menge aller Zahlen ar—a; mit 1 =i =k= [, Also ist ,=0,

b<lg o m>=1 -1~ ag—1> ; %q; daher ist 0<b,<C 2 <@ (denn
a

sonst wéire a; 2 ({ —1) >¢q). Unter den Zahlen (7) gibt es also eine
a

Menge von mindestens
t

m--1_ l \'/.[]>y.3q
b, T b, b 2

Zahlen, welche einer und ‘derselben Restklasse modulo #, angehoren;

man bezeichne die Zahlen dieser Menge mit ¢,, ¢, ..., Cs (S>1 22 (I);
weiter sei 2
(8) d1<d3<...<d1

die Menge aller Differenzen ¢;— ¢; mit ¢;< ¢;; endlich sei

b1f1<b1f2<-'-<b1fv

die Menge, welche aus (8) durch Hinzufiigen der Zahl &, entsteht (also
v==1 oder v=1¢-41; man beachte, dass alle d; durch &, teilbar sind).

Also ist . )
1=f</foo..fo, fo=b foq.



218 P. Erdés und V. Jarnik.

2

Ist 0<k— ,:'1 g, so gibt es mindestens ein Intervall

- i+1 ~
< ‘v \}
N P

mit 0 ==i<k, in welchem mindestens

Zahlen ¢; liegen; unter den Zahlen d;, also umsomehr unter den Zahlen

fi, gibt es also mindestens ;~1> “q Zahlen, die = Z sind.

4k
Es sei nun 1=x=¢; z(x) sei die Anzahl der f;~-x. Fiir
I=x= " ist z(x)=1= TBX- Ist aber ;82<x§q, so setze man
9= a4

k=

52
2(]]. also kf_i—zi]*< z q. andererseits & > q, x> l]; also ist
X | X 4 X k

a2 X @ X

z (%) > Z“kq ?_»'~é—r— . Also ist stets z(x) > Nach dem Hilfssatz 1

9
o=

ist also jede natiirliche Zahl » =< ¢ als Summe von héchstens » ( 18 ) _
= —;—@1 Summanden f; darstellbar; jede Zahl rb, mit 0<_r "¢ ist also

als Summe von héchstens ‘11 3, Summanden &,f; darstellbar; jede Zahl
rb, (— oo < r<oo) ist also modulo ¢ kongruent einer Summe von héch-
stens j}(ﬁl Summanden &, f;. Man beachte nun, dass b, f, =0, gleich

der Differenz zweier a; ist und dass jedes andere 0, f; die Gestalt
a, — a; -+ an — a, hat. Daraus und aus 0< b, <8, folgt die Behauptung.

Beweis des Khintchineschen Satzes. Es seien 7 >0, 1 >0,

ryy vv., tn, ¢ mit (1) gegeben; (2) besitze keine Losung mit (3). Daraus

folgt: 14sst man die Zahlen x,, ..., X, unabhidngig voneinander die
1

Werte 0, 1, 2, ... ,[Y (]"] durchlaufen, so sind die zugehérigen Zahlen

n

©) PN (Oi’xiivql\'

i=1
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paarweise inkongruent mod ¢; ihre Anzahl ist >7"¢. Wendet man nun
auf die Menge der Zahlen (9) den Hilfssatz 2 mit 2=+" an, so folgt
die Existenz einer Zahl & mit 0<b0 =3, (y"), welche folgende Eigen-
schaft besitzt: fiir jedes 7 sind die Beziehungen

n

1
(10) E’fxfj’b(mod @, X =B (Mg =12 ..., 1
I
16sbar. )
Es sei nun m beliebig gegeben; wegen (1) gibt es Zahlen y,, ...,
Yu, I, 2 mit

n

(11) Er,-)ri—{—rb»~§—zq:1n.

i1

Da diese Gleichung bestehen bleibt, wenn man y; um +& und gleich-
zeitig # um + r; dndert, darf man voraussetzen, dass yi - b <G, (")
fir i=1, 2, ..., n ist. Dann folgt aber aus (10), (11)

er (Xi=-y) —m (mod q),
i1
1 1 1

Max xi4+yvi ~7vB (")q" FEBG)~ G662 g" =d,mq" -

1- 7 .n
Bemerkung zum Hilfssatz 2. Wir wollen noch zeigen, dass man

die Zahl & des Hilfssatzes 2 durch die Zahl
dz(alq LA | a/! 0)

ersetzen darf. Da & mod ¢ einer Summe von Zahlen - a; kongruent
ist, ist d/b. Es sei a;j=a/d, b=0b"d, ¢g=¢'d. Es seien p,, ..., p, die
verschiedenen Primfaktoren von (&', ¢'); also 0= y= &'~ b =% und
wegen (@, ..., a’,q')=1 gibt es zu jedem j(1 ;= y) ein d’y) mit
pitayy. Also ist (@i, ..., @y, 0, q)=1. Fir jedes r gibt es also
Zahlen w;, ', 2 mit

Y
(12) Za'ftj)7”f+b'r’ +qz=r,

J
wobei man offenbar noch erreichen kann, dass w; <0~ "3, ist. Aus
(12) folgt aber

%) Die Beziehung (r,, ... rn, 9) =1 haben wir bisher noch garnicht benutzt; das
wollen wir erst jetzt tun.
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y

Zflfmw +br'+qz=rd;

7=s1

nach der im Hilfssatz 2 hervorgehobenen Eigenschait von & ist also 7 d
modulo ¢ einer Summe von héchstens B, - B, 4+ 3; Summanden +a; kon-
gruent.

Bemerkung. Beschrinkt man sich im Khintchineschen Satz auf
den Fall, dass ¢ eine Primzahl ist, so ist dieser Satz—und zwar mit

sV}

= —eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes vom Herrn

A(n——l
Davenport’): ,Ist ¢ eine Primzahl, sind die Zahlen a,, ..., ar—und
ebenso die Zahlen &,, ... b,— paarweise inkongruent modulo ¢, so stel-

len die Zahlen a;+06;(1 =i=*%k, 1=j=</) mindestens Min{k+1—1, q)
verschiedene Restklassen modulo ¢ dar”. In der Tat: ist 1"¢ =2, so
hat jede Kongruenz

(13) rix;=m (mod q)

2.

eine Losung mit
. /1:1 . .
n 2

xil<lg=q" q" = “—q" <3q"

:{ﬂ-—-1

n 1

Ist aber 1" ¢ >2, so beachte man, dass die Zahlen (9) mehr als "¢ >2
verschiedene Restklassen modulo ¢ darstellen (also v = 1). Man wihle

c:[ 2 ,; dann ist
.(VI
wq+(c~—n(-wq—n>(c+nﬁzq>q;

durch wiederholte Anwendung des Davenportschen Satzes bekommt
man also folgendes Resultat: jedes m ist modulo ¢ einer Summe von
hochstens ¢ Zahlen (9) kongruent; also hat (13) eine Lésung mit
1 1
| x| <c-ig"=8q" .

(Eingegangen am 1. Oktober 1936.)

) H. Davenport: On the addition of residue classes, Journal of the London
Mathematical Society 10 (1935), S. 30 — 32, d
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