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TPУДЫ TБИЛИCCKOГO MATEMATИЧECKOГO ИHCTИTУTA, T. III, 1938 

TRAVAUX DE LTNSTITUT MATHÉMATIQUE DE TBILISSI, T. Ш, 1938 

ZUM KHINTCHINKSCHEN «ÜBERTRAGUNGSSATZ» 

VON VOJTECH JARNIK (Prag). 

Herrn Prof. K. Petr ~nm 70. Geburtstag gezv'uhnet. 

§ 1. Resultate. 

Alle Zahlen in dieser Note sind reell; überdies bedeuten kleine lateinische 
Buchstaben stets ganze Zahlen. {r]U . . . , TJ.,} bedeutet ein geordnetes System 
von s Zahlen, also den Punkt mit den Koordinaten vji, . . . , rjSy zum Unter
schied von dem grössten gemeinsamen Teiler (t/1, ..., as). {61? ..., 6S} (s^i) 
heisse ein eigentliches System, wenn aus x$\-+-...+.YA+-V0=--:O folgt x~i = x2 

= ...=xs = o (also auch x0-=o). Ist ein System Hi, ..., 0., gegeben, so setze 
man für T ^ 1 

^ ( T ) - ^ I ( T , üi, ..., fj,) = Min |.vieL + ...+.vA-fAol, 
o<Max | A,: | <: r 

I <i i <-' s 

tys(?) = 'h(?> (,'> ••• • f , 0 ^ Min (Max | ./«.-/>.') 
o<<7^r i < i ^ s 

(die pi brauchen keine Primzahlen zu sein). 
Bekanntlich ist 

(0 'MT)='MM)<M-*, 'K- ) -^( l t l )< -7- . 
- » 

Für eigentliche Systeme ist ' I>I(T)>O, 6 2 (x)>o. 
Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Funktionen 'bu ^2 unter

suchen (für s=i ist freilich trivialerweise ^ I (T , ö) = 'ia(T, Ö)). Zu dieser Unter
suchung hat Herr A. Khintchine folgende Zahlen ßi =ßi(Öi, ..., 0.,),, 
?a="ß2(6i, .., 05) eingeführt: $t bzw. ß2 ist die obere Grenze derjenigen A, für 

welche lim inf ^ ( T ) • T * + * < C\3 bzw. lim inf ^ 2 ( T ) • T S' < GO ist (also nach (1) 
X— 00 x~ co 

o ^ ß ^ o o (i==i,2)); und er hat folgenden «Übertragungssatz» bewiesen: lue 
.v>i ist 

^030^ . 9OOT. o6ü(5. % . , ß . III. 13 
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(2) Mífc---

(für ß i ^ o o soll die rechte Seite • bedeuten). Und diese Schranken sind 
S—I 

in folgendem Sinne scharf: ist s>i, o ^ [ x ^ 00, so gibt es zwei eigentliche 
Systeme {0i, ..., 6,}, {TJI, ..., TJ.,} mit 

ßi(6i, ..., Ö,) = ßi(iji, . . . , r i , ) - ;x , 

|X
 2 

(.5— i);x+.i2 

In dieser Note wolleu wir statt der «Minimalordnung)) die «Maximalord-
nung» der Funktionen tyly <j>2 untersuchen; wir definieren also Yi=:Ti(61» •••>6»), 
Y2 = ya(6i, ...,6.9) genau so wie ßi, ß2, nur mit lim sup statt liminf. Aus rech
nerischen Gründen ist es aber # vorteilhafter, statt yl9 y2 folgende Zahlen a, ß 
einzuführen: 

ß^ß(ei, . . . ,e,) = Yi+J, a = a(8i, ..., 0*)= i - ^ 1 ^ . 

D. h.: ß ist die obere Grenze aller X mit <J>I(*:) = 0 ( T
 /-) und a ist die 

untere Grenze aller X mit ^ 2 ( T ) = 0 ( T 1 ) . Also ist nach (1) j ^ ß s o o , 

1 A. Khintchine, Über eine Klasse linearer diophantischer Approximationen, Palermo-
Ilendiconti 50 (1926), S. 170—195, insb. S. 189—195. Einen einfacheren Beweis hat Herr 
K. Mahler, Neuer Beweis eines Satzes von A. Khintchine, Matematiceski sbornik 43 (1937), 
5 . 961—962 gegeben. 

2 V. Jarnik, Über einen Satz von A. Khintchine; erste Mitteilung in Prace Mat-fiz 
43 (1936), S. 151—166, zweite Mitteilung in Acta arithm. 2 (1936), S. 1—-22. Ich habe dort 
zwar nicht betont, dass für {%, . . . , ?],*}, {Oi, . . . , Q8) eigentliche Systeme gewählt werden 
können, dies ist aber für /^<<oo klar und lässt sich für /^=-oo folgendermassen einsehen: be
kanntlich gibt es eigentliche. Systeme {%, . . . , %} mit ^2=°°» a^ s 0 ß i = ° ° ( v g l . z. B. O. Per
ron, Über diophantische Approximationen, Math. Annalen 83 (1921), S. 77—84, vgl. insb. den 
5 3, S- 83 — 8 4 . Andererseits wähle man ein irrationales Üt mit /52(0i)-=oo; nach dem 
Satz 2. der 1. Mitteilung ist dann für fast alle Punkte {82, . . . , 0,*} des Einheitswürfeis 

A(Öi> »•- 6.,)= 00,/^(Gi, . . .,ÜS)= ; und dabei kann man noch den Punkt {02, . . . , 0«} 
s— 1 

so wählen, dass 01? . . . , 05 ein eigentliches System ist; denn die übrigen Punkte {02, . . . , iis} 
hegen auf abzählbar vielen (s—2)—dimensionalen Hyperebenen x 2 0 2 + . . . +**0Ä=--••.*. -xßi 
(1*2 .+ ••• +1**1 >°)> bilden also eine Menge vom Mass Null (Nulldimensionale Hyper-
ibene=Punkt). 
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S—l 
-a = . Ist weiter 0 irrational, so ist bekanntlich ,{ 

( 3 ) - ^ l im s u p i ^ 2 ( T , 0) ^ 1, 
2 7-— 00 

also oc(8)^o. Umsomehr ist also a(6i, . . . , Ö6)^o, wenn nicht alle 8» ratio
nal sind4. Für rationale tii(i^i^s) ist freilich ^1 (~)-= <j>2(z) =-= o für grosse 
•", also ß=oo , a= — 00. 

Da die Maximalordnung von ^2 (~, 8) = ^ (T, 0) durch (3) hinreichend 
genau beschrieben ist, so beschränken wir uns im Folgenden hauptsächlich 
anf den Fall ^ > i und zwar auf eigentliche Systeme. Für s=2 gilt folgen
der Satz: 

S a t z 1. Ist 61, O2 ein eigentliches System, so ist 

ß(8i,ea) 
a ( 0 i , Ö 2 ) 

(für u = o lies £=00 und umgekehrt). Also: für s = 2 ist a durch ß((L h. y$ 
djirch yi) eindeutig bestimmt und umgekehrt—ganz anders als bei ßi» ß* (vgl-
die scharf01 Ungleichungen (2)). Man kann aber diesen Satz noch verschär
fen, indem man <J>i, <J>2 mit allgemeineren Funktionen vergleicht: 

S a t z 2. Es sei 01? Ö2 ein eigentliches System, o < Ä " < 00; fy (T)=<{>»(T, 81,82) 
(i=.i, 2). F7/r x ^ | i sei cpi(t) definiert und stetig, T""1 cpi(-c) wachsend, tpiix)^-?-
Man bezeichne mit ^ ( x ) die %ii epi (z) inversc Funktion 5. 

ß 1 
3 Die zweite Ungleichung folgt aus (1). Gesetzt, es sei r^ 2 (r, v ) < - - für % > %. 

Dann gibt es Zahlen «7, p mit (q,p)=i,o<q^v0, \qQ—p\< — > also |d8 — />| = mit cl-
2r0 2 % 

nem rA > r0? Also gibt es ein V^r q1,p1 mit o<q1<r1,(q1, p±)=i9 \q$—pi\ < - - ^ ^ 

pq1—p1q^Fo, andererseits aber \pq±—p1q\< ( ^ - f - ^X 1—Widerspruch. 
2Tt 

4 Wir benutzen oft die trivialen Ungleichungen 

Vi (r> 61? • • • > 8*) ?. v i (r> 81, • • . , 6^, 6fc+1), 

V2 (r> 8i? . . . , 6*) ;<= V2 (r, 81, . . . , 8*, 8*+i). 

ß Oder, was dasselbe besagt: </2(r) sei (üi T >K definiert, stetig und wachsen S. 
1 

r-1</i2 (r) abnehmend, fp2 ( r ) ^ r 2 , </2(r)—00 für r — oo; </i (r) sei die zu v ? ( r ) i-osro £ 

Funktion. 
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B e h a u p t u n g i. Ans 

lim sup 91 (T) $1 (T) < K 

folgt 

aits 

folgt 

lim sup ф 2 ( т ) ^ i 2 ( i + I 0 ; 

T 
lim sup ——-ф2(т)<_řf 

%=z 00 ф2 ( V 

Iim sup ф i ( ^ ) ф i ( т ) ^ 4 (-+#)• 

B e h a u p t u n g 2. Es gebe ein w > o , 50 dass T W<PI(T) abnimmt*. Dante 
gilt: Es ist 

«itfH/z und nur damiy wenn 

fc (x)= O (-^1 } ) A-t,. *2 W = { ^ - ) 

isL 

Die den Funktionen 91, 92 auferlegten Bedingungen sind ganz natür
lich, da ja 

1 

lim sup T 2 ^ I ( T ) ^ I , lim sup T2<JJ2(T)_SI 

(für s=2). Satz 1 folgt offenbar aus Satz 2. Aber auch die Behauptung 2. 
folgt aus der Behauptung 1; es genügt zu bemerken, dass für o<CA^i~B 
gilt A-1 cpt(Az)^^i(t)^A-m^1(Ax)i B-1<PI(BZ)^<PI(?)^B-'"VI(BT) und dass 
auch far 92 (T) entsprechende Ungleichungen gelten. 

Wir wenden uns nun dem Falle s> 2 zu. Dem Satz 1. entspricht hier 
folgender 

* Oder, was desselbe besagt: es gebe ein m > o, so dass % m y% (r\ w ä c n s t . 
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S a t z 3. Es sei 0i, . . . , 0* ein eigentliches System, s> 2, a = a ( 0 i , — * Ü*\ 
ß = ß ( 6 i , . . . , e,)7. 

Behaup tungen: i) 

<4) ß l = ( í - i ) - W ( i - a ) 

(5) 
*—2 , í I 

(5) ~~ s-i [ s-i (s-i)Þ+s 

1 
2) Füra< — ist sogar 

s 

<б) 
a 

3) Für ß> .y(2 .ғ—3) «/ УÔ ЯГ 

^ — 2 , 

' ( ? ) " " V - ! ' ( ^ - l ) ( ß - 2 , - f 4 ) ' 
.Man überzeuge sich: 

1) Dass (4) und (5) den Ungleichungen 

T l = T 2 = ( 5 - 1 ) ^ + 5' 

äquivalent sind, welche genau den Khintchineschen Ungleichungen (2) entsprechet 

2) Dass für a < -—(6) schärfer als (4) und für ^(25 — 3 ) < ^ < o - (7) 

schärfer als (5) ist. 
Im Unterschied zum Satz 1 wird durch Satz 3—von einigen Spezialfällen 

abgesehen—weder a durch ß noch ß durch a bestimmt. Z. B. ftirß=~^ folgt 
S— 2 

aus Satz 3 (bei eigentlichen Systemen) nur o ^ a = ; und wir weiden 

zeigen, dass diese beiden Schranken tatsächlich angenommen werden: 
S a t z 4. Es sei s> 2; dann gibt es ^wei eigentliche Systeme {T?I, . . . , 7/.,}, 

{9i, . . . , 6,} mit ß(>?i, . . . , ij,) = ß(6i- . . . , ü,) = oo, a(6i, . . . , »0 =-*_."-> 

s —1 7 Also: o <; a ^ -, s < 3 rg 00. 
s 

s—2 
8 Für a = o lautet (6) ß=co; für /?=co lautet (5) und (7) a ^ . 
9 Für uneigentliche Systeme wäre die entsprechende Behauptung sehr leicht zu be

weisen; aber die uneigentlichen Systeme sind eben als störende Ausnahmefälle zu betrachten 
2. B. wäre Satz 1. für uneigentliGhe Systeme falsch: denn für ß (ßi, 82)= 00 kann lür une 
ofentliche Systeme entweder a=o oder a = —co sein. 
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Satz 4 ist, wie wir jetzt zeigen werden, eine Folge der beiden folgen
dem Sätze. 

S a t z 5 10„ Es sei .?> i , cp(t) — oo für z — oo. Dann gibt es ein eigent
liches System TJI, . . . , rjs mit 

ф î ( t , łjl, . . . , ł?.) = ö ( - — I. 

S a t z 6. jfo sei .y> 2, 0i irrational. Dann' ist für fast alle Systemr 
f82, . - . , Ö,̂ } 

(8) <I»(T, 8,, 0„ . . . , 6.-0 = Q fx ~ ~ ^ \ 

Aus Satz 5 mit cp(i;) = log x folgt nämlich (für jedes s^2) die Existenz 
eines eigentlichen Systems {TJI, . . . , TJS} mit a(T]i, . . . , TJ.9) = O; nach Satz K 
bzw. 3- ist dann ß(>ji, . . . , T7*)= 0 0* Zweitens: es sei .r>2; dann gibt es ein 
(zweigliedriges) eigentliches System Öi, Ö, mit ß(9i, #rJ,) = co. Diejenigen 
Systeme {62, . . . , 0*-i}> für welche das System Oi, . . . , 6* nicht eigentlich 

*-i 
ist, liegen auf abzählbarvielen (s— 3) — dimensionalen Hyperebenen ]T] 0;x i= — 

«-2 

— ( x o + x ^ i + ^ A ) ? | x 2 | + . . . + |*«-i1 > 0, bilden also eine Menge vom Mass 
JNulL Nach Satz 6 kann man also Ö2, . . . , 0*-i so wählen, dass das System 
81, . . . , 8* eigentlich ist und (8) gilt. Dann ist also ß (9X, . . . , 6,) -̂  ß (61, %) = co y 

s—2 s—2 
a(ßu.„, 0*) ^ a(0i, . . . , 0 , - i ) ^ , also (nach (<0) a ( 0 i , . . . ,Ö,) = • 

5 — 1 ~ . y — 1 

Die Sätze 1, 2, 3 sind endlich offenbar in folgenden Sätzen enthalten: 
S a t z 7. Es sei G1, . . . , 0* ( ^ > i ) ew eigentliches System, o < A r < r o ? 

4I»(X)==4,<(X» ®i» •••> Gs) 0 ' = I J 2 ) * Weiter sei cp2CO //ir -u^X definiert, stetig; 
und wachsend, T~1c.p2(x) mVA* wachsend, 92CO-* co fuy T — co, 

(9) lim sup — — <|>a ( 0 </T; 
TT =.00 ? 2 V V 

9 J ( T ) J H *#£ %u <p2(0 inverse Funktion. 

1) Drtw« i.rt 

(10) lim sup ——<}>i ( 0 = ^"-Y-
T=cx) ?2 (X) 

1 
2) Ztf <p2(0 = xÄ jßr d/fc TI^X, so ist, 

(11) lim sup x8~29i(~\(>:)^s°{i+K). 
%=<x> \2l\J 

19 Satz 5. ist nicht neu; er stammt von A. Khintchine, 1. c.1), Satz IL Ich gebe in* 
Folgenden für den Satz 5 einen anderen Beweis. 

file:///2l/J


Zum Khintchineschen «Übertragungssatz» l o a 

S a t z 8. Es sei 0i,..., 05 (s>i) ein eigentliches System, o < i f < o o , ^»(T) = 
— ^iCc, 0i,...,0«) ( i = i , 2). Weiter sei ? I ( T ) für T^[X definiert, stetig, positiv 
und wachsend^ <PI(T)—>oo für T-*OO, 

(12) lim sup (pi(T)^i(T)<ür. 
T — 00 

1) Ddvw Ltf 

(13) Hm sup f ^ - ) ^ 2 ( T ) ^ _ 35 a(i+A0, 
T^3D V p(TK S ) y 

A - l 

7co P(T) tfe ~H Tr.fi~7"(T) iuversc Funktion ist. 

2) /*/ 

-2.S--+-3 5(2.9-3) 

(14) ?I (T)T wachsend, ^ I ( T ) ~ T für T^JX, 

.vO t i / 

(15) Hm sup ( ±—)\vS3s
2(i +Ä). 

—2«+4 

7OO 9 2 ( T ) die ^u ^ I (T)T inverse"''Funktion ist. 

Zum Schluss möchte ich noch folgende Folgerung des Satzes 2 hervor
heben (die man freilich auch sehr einfach direkt beweisen kann): 

S a t z 9. 0i, 02 ist dann und nur dann ein eigentliches System, wenn 

(16) lim sup T<J>2(t, Oi, 02)=co 
r = OD 

ist. 

In.der Tat, es sei zunächst Oi, 02 ein uneigentiiehes System, also z. B. 

h = O*0i-W0> f > o . Zu T>2<; gibt es ein q^k mit i</9i— p\<\ 1 
c c 

2 1 i 

< — , also <c<fh-cp\< — , \cq(S,-r\s^^, also ^ ( V ^ O O " * ) " . 
T T T 

Es sei zweitens 0i, Ö2 ein eigentliches System, also <]>I(T)>O, also gibt es 

eine für T ^ I stetige Funktion ? I ( T ) , so dass < ? I ( T ) ^ T V T * ^pi(t) wächst und 

11 Bekanntlich beweist man auf dieselbe Welse allgemeiner: ist 8 l f . . . , 9$ (->>-) ein 
uneigentiiehes System, so ist 

Vï(r, 1(.... , )=o(* м ) 
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^I(T)^I(T)—oo für T— 00 ist. Es sei ya die zu qp 1 inverse Funktion, also 
cp2(T)—00 für T-*co# Wäre 

, >. ,. T^ 2 (T) I 
(17) lnnsup Y \ y < — , 

T=oo <J> 2 ( j) 2 
so wäre nach Satz 2. 

lim sup 9 I ( T ) ^ I ( T ) ^ 6 < O O , 
Z= 00 

was nicht der Fall ist. Also ist (17) falsch, also (16) wahr. 
Für j > 2 kann es keine solche notwendige und hinreichende Bedingung 

geben: dafür, dass 6i,..., 9* ein uneigentliches System sei, ist die Bedingung 

<|̂ (~) =0(z~1 ) nach Satz 9 hinreichend 12 und die Bedingung <|>2(T) = 0 \ J s l ) 

notwendig (Fussnoten); und beide Bedingungen sind scharf: ist 9(T)-*OO für 

T—oo5 so gibt es nach Satz 5 ein eigentliches System mit &2(T) = O(T _1 <?(T)); 

andererseits gibt es ein uneigentliches System mit ^ 2 ( T ) = Q^T S~LJ (man 

nehme ein System 61, ..., 6*_i mit ( 8 ) i a und setze 65 = Ö,9_i). 

§ 2. Beweise 

Es genügt, die Sätze 5, 6, 7, 8 zu beweisen. Zum Beweis der Sätze 7, 8 
habe ich zunächst] die ursprüngliche Khintchinesche Methode (1. c *) benutzt. 
Herr K. Mahler hat mir aber freundlichst folgenden Hilfssatz mitgeteilt, 
welcher mir ermöglicht, die Beweise zu vereinfachen. 

H i 1 f s s a t z.14 Es seien 
s ' s 

k=o k=0 

je s-\-i (s>o) Linearformen in den Veränderlichen qk b%w r^; JD-4--0 sei die 
Determinante der f-W. Die Bilinearform 

үғ.mciyi) 
h=o 

1 2 Dann ist schon Ql9 g2 ein uneigentliches System. 
1 3 Statt dez Satzes 6 kann man folgenden Satz des Herrn Perron benutzen: ist 

61? ...,6s-! ein eigentliches System von Zahlen, die sämtlich in einem algebraischen Körper 

5-ten Grades liegen, so gilt (8), ja sogar lim inf I z8"1 ?/;2(T, Ö1?..., tis-i) ) > o (vgl. Perron, 

1. c.2)). 
14 Diesen Hilfssatz (und ebenso den Zusatz und den folgenden Beweis) verdanke ich 

einer brieflichen Mitteilung des Herrn Mahler. Auch die Idee, den Minkowskischen Linear
formensatz zum Beweis "der Übertragungssätze zu benutzen, stammt von ihm (vgl. seine 
1. c.1) zitierte Arbeit). 
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möge lauter gan^ahlige Koeffizienten haben. Endlich gebe es ein System 
Ooy ai,...,a9 und s-\-i positive Zahlen a0, ai,..., <y8 mit 

\Fk(a)\^Gh (o^h^s), 

wobei für mindestens ein h die Gleichung \Fh(a)\=3h gilt; man set^e 

i 
5 = (jL)|cyoC7i ... C7*)T~. 

Dann gibt es Zahlen bo, h,..., b& mit 

^ ' s' 

>(i8) | G * ( * ) | S J — (o ==/,=!,), V > „ ! > o . 
<3h 

Һ — O 

Z u s a t z . 1 4 Ist .̂ B. |Fo(a)| = J0> 0̂ fom/j H/*m .y/Ht/ (18) schreiben: 

«N -» ** 

| G 0 ( l j ) | § * — , i G * ( » j ^ — ( I S A S J ) , y | / ; / , | > o . 
Л=o 

B e w e i s - 1 4 O. B. d. A. ( = ohne Beschränkung der Allgemeinheit) sei 
IFo(a)| = ao. Die Determinante der j-f-i Linearlbrmen15 

]TFA(>)GA(>J) , Gi(ij), G2(VÍ),..., G,0}) 
Һ = 0 

ist absolut gleich [Fo(fl)D| =cio|-0|. Nach dem Minkowskischen Linearformen
satz gibt es also s-\-i Zahlen b0, bu...,bs mit 

£ M > o , |G*(i)!s~ (isArši), |X/*00G*(*)|<-. 
tf=5 "" A=o 

Die linke Seite der letzten Ungleichung ist eine ganze Zahl, also Null, also 

; G.O)I= *Ьг|> ) G , ( ł ) ÍÒ 

So 

15 Mit den Veränderlichen i)h. 
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Beweis des Sa t ze s 7. ty*(z) ^st e i l l e positive, stückweise konstante-
Funktion mit unendlich vielen Sprungstellen q±<q%< ... . 

Für gn = T<gM+i ist nach (9) 

fW?»+i)<^a(?n) = ^ a ( ' c ) < ~ - - ¥1(1), 

wenn n hinreichend gross ist.lß Also durch Grenzübergang x—qn+1 

(19) Hq^K-^±iL. 

qn+i 

Weiter gibt es zu jedem H>o ein System pn,u pn,2,...,pn,8 mit 
( 2 0 ) (P*A>->pn,8, qn)=I, Max | tfnÖ;—/>„,,-.='^(tf»)-

Es sei /z>0- A^i; man wende den Hilfssatz an mit 

-^(0=-so, fi(0=«oO*-& ( I ^ Ä ^ O ; 
s 

Go(rj)= E^-Öi+^o, .GA(>J) = 7JÄ ( I ^ A ^ J ) ; | D | = I ; 
t = i 

a0 = qn, cih*=pn,h (i=h = s); 
1 

a0 = ^ w , aA = '.]>2(tf*) (1 ^ A ^ 0; 5 = Aqn~h(qn) • 

Es ergibt sich die Existenz von .5+1 Zahlen y0,yu...>>y8 mit 

(21) lEjA+Jol S 4 2 ( ? " L , Max|--,| = ^ ~ , Eb'.-i >o.17 

A*-*q; 

L Ist x hinreichend gross und wird n durch 

sqn ~ x<sqn+1 

16 «Hinreichend gross» bedeutet in diesem Beweis: grösser als eine nur von ftl9..., 86., 
f>2(r), K abhängige Zahl. 

• 
17 Es kommt eigentlich nur]T [Ti|>o heraus; ist aber die rechte Seite der ersten 

^ 8-0 
8 

Ungleichung (21) kleiner als 1, so kartn nicht Y \yi\=o, y0*o sein; ist die genannte rechte 
fei 

Seite > i , so kann man (21) mit y1=y2= ... =-y5 = i und mit einem geeigneten y0 befriedigen. 
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X 
definiert, so liefert (19) uud (21) mit A = — — die Ungleichung 

sq*n 

5»A>2(?»+0 
f M ~ ) - — — x  

T <7« + l 

Da cp2(x) wächst und x " 1 ? . ^ ) nicht wächst, so ist wegen (22) 

also 
^Kcp2(y) 

'M~)< „ 2 f f - l 

womit (10) bewiesen ist. 
1 

II. Es sei cp.(~)^"c * für alle T = A; es sei x hinreichend gross und n 
werde durch 

(23) . --A>2(?» + 0 = ' C < 2 ^ r f 2 ( ^ + 2) 

definiert. Man beachte f/M+2>cpi( — ) , also (da x_1cp2(x) nicht wächst) 

cp2(?w+0 ^ T 

(n) 
2hę\-lк) 

1 

Ist 

(-.0 x<. f - ^ - T , 
V 9-(?n+0/ 

so betrachte man die Ungleichungen 

(26) If/rtöi—^N„'t = , \qn+iVi—pn+ui\= = 
-/n + 1 qn + Z -/H+1 

( 1 - / ^ 5 ) 

und beachte, dass wegen 0<<jn<<jn+1 und wegen (20) für mindestens ein 

i ( i ^ i ^ - O d i e U n g l e i c h u n g - ^ - ^ 4 = - ^ ^ gilt. O. B. d. A. sei x=pn,%qn+i — 
q*i #n+l 
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—pn+Mqn^o; man setze nochy= •—pn,iqn+iJrpn+uiqm ^=pn>ipn+U2—pn+i,ipnrt\ 
dann ist nach (26) 

o<Max ( |x | , \y\)^2K^{qn+1)^z, . 

л- i+y 2-f d = 
V ?n+i J V qn+i J 

, Ъ(qn+i)<p2(qn+2) 
ш4K 

Şn+lÇn+2 

Nach (24), (25) ist also 

(27) <W(T, 6 I , ..., 0.) g tyt(x, Gi, e,) § -
2SS~Ч{ 

т,Hr) л-ťř-2 

Ist aber 

-z^s 
qn+i 

1 

.Wafaf t+ i )/ 
1 1 

so ist T ^ ^ n + 1 (wegen 9 2 ( ^ + 1 ) ^ ^ + 1 ), also ist nach (21) mit H+i statt n 
T 

und mit A = 1 

SÇn+i 

S* 
(28) *iC0 -§ - 7 T " *>(í»+0 = - 7 r r g 

T T ín+2 s-2 
2T фi 

(vgl (24). Für jedes hinreichend grosse T gilt also entweder (27) oder (28); 
damit ist auch (11) bewiesen. 

B e w e i s d e s S a t z e s 8. <|>I(T) ist eine positive, stückweise konstante 
Funktion mit unendlich vielen Sprungstellen Hi<H2< .... Für 7 / W ^ T < Z / W + 1 ist 
nach (12) 

jr 

< W ( « n + l ) < <!>l(l'n) = <!>l(T)< • 
ф i ( j ) ' 

.wenn n hinreichend gross18 ist, also 

(29) tyi(un) ^ • к 
cpi(м„+i) 

18 «Hinreichend gross» bedeutet in diesem Beweis: grösser als eine nur von Ql9 ...,ÖS, 
*Pi(V), K abhängige Zahl. 
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Zu jedem /z>o gibt es ein System xn,0, xn,t,..., xn,s mit 
s 

\^0) MäX I ^CM,i I =Un,\<Xn,Q, Xn9±y •••, Xn,s)= I , y #n-i"i"T"-Vn-o "'flv^M« 

i^i^s [f=i ' 

Es sei n hinreichend gross, A=i; man wende den Hilfssatz an mit 
s 

Fo(ö=£&e.+5wB*(5)=?* (iShSs); 
i=l 

Go(rj) = — TJO, Gh(yi) = >jo8*—rjh (1 = h ̂  s); \ DI = 1; an = xn,h (o ̂  h ̂  s); 

AeK , . AKsu„ 
<?o=— г> vh = un ( i='» = í); 0 = — j 

?l(«n+l) , 
9l (^n+l) 

Wegen (29), (30) ergibt sich die Existenz von s-\-i Zahlen q, px,...,ps 

m i t 

(зo 

(32) 

so ìst 

(33) 

л-

•Ш„фi 

5-1 

-1 

s («»+i) 
. ! íвi-M § 

1 

sAK s 

1 

Ks A3'1 
< f l S (Mн+l) 

ІÎІ-HM + . ... + |/».|>o. 

;t: ist 

s - i 

T>.f-
гtnфi * Oln+1 0 

( l l = i = j ) , 

K 

ф2(x)şí -
K 

< f l S (Иn+l) 

(man setze in (31) A=i9 also | q | = x und \qtii—pi\<i für 1 ^ / ^ s , also y4=0-, 
also o. B. d. A. q>o). 

Ist aber 

(34) 

so ìst 

í « . 3 ( i + K > » < т < з ( i + K > 
«»cpi * (м»+i) 

K 
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(35) ^ ) = 3 ( i + A > 2 ( - ^ - - ) 

(man setze in (31) 

1 
sЦ. 

J ^ Л"1 nґr 1 / Л ^ Ф l * Q'» + l ) ^ „ 
.Л>o, Л = з ( i - f A> — > i ; • У - l 

K ' -

dann folgt aus (31) | ? ' = " und (wegen (34)) \qb~pi'<i für i ^ i ^ , also 
##=o, also o. B. cl A. q>o). 

I. Es sei nun ~ hinreichend gross; n werde durch 

. 9 - 1 . 4 - 1 

(n,\ - " n ï l * (Иn + i ) ^ ^ « „ + i T l " ( Я И + Ï ) 
(30; Í — Ş ~ < Í 

K 

definiert. Ist 

.V-i ~ ^ £ - 1 

S-i 

. Wn+iTt * ( » « + l ) , ' t • r , V x 
c< —; , also « n + 1 > p ( - A ), S-1 

к 
so ist nach (33) 

1 Я-Л j _ 
s - i 

. , w SK9 ^ SK* r?(^s)\ 

.<Pl * (Wn + i ) ?1 * \ P ( X Ä " ) ) 

s-i 

(denn p(£)cp! * (p (§)) = §)• I s t a b e r 

£ - 1 

Wn +l9- * OWl) 
s - l 

also w f l+1 ^ p(~Iv s ), $ - 1 7 - • " T 1 - Г V — J1 

к~ 
so darf man wegen (36) die Formel (35) mit H-f-i statt n anwenden und 
bekommt 

^ ) § 3 ( i + K ) ^ 

Damit ist aber (13) bewiesen. 

P(xK ' ) У ' 
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IL Man* setze nun voraus, dass (14) gilt; wir wollen noch (15) beweisen. 
Es sei z hinreichend gross; n werde durch 

, \ 1 SUnyi(lln+l)\* * ^ / ^ n + l<Pl(«n + a) Y * 
V37J 2unitn+i[ I ^ T < 2Un + 1l(n+2 K 

definiert. Man setze noch 

(38) , . - - C p l ( " " + l ) ; 
\<J S v -rr- .v 2 5—2 

J\Un " Kn+l 

wegen (14) ist also 

(39) ? o ^ — • 91 0/« + i) Wn+i+4= -T7- «»+1 > - ^ • 3 ( I + Ä ) w n + i; 

^тJ-iлЛc " " + lCÍ?1 ' 0'» + 2 ) _ ^-1 „-1 „-1 / J И " + ̂ ( " " + - ) > \ ^1" 
Д I - Ţ - A J Л — -i «n-ł-i»łi •v-l 

/ 1 _ T l_x __!__ -I~^=-t 

= I A f A I ?1 V'n + 2.J ^n + a >---

Ist also erstens ^>^o , so ist (34) mit 7/4-1 statt n erfüllt, also ist 
nach (35) 

1 

(40) ^ ) § 3 ( i - f K > 2 ( - ^ 1 - ) ; r i -

Aus X > T 0 folgt aber nach (39) 

Wn+i = cp2(x0IO< 92(-u/v), 

also nach (40) 

(40 W t ) S 3 ( l + J 0 ? ( j ^ . ) - . 

Es sei zweitens x = io (und freilich (37) erfüllt); wir wollen zeigen, dass 
auch in diesem Falle (41) gilt; dadurch wird (15) bewiesen sein. 
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Wir wTerden zeigen, dass für T ^ T 0 gilt 

(42) ^(x)^4sKa-1un+1  

_ 2 

uГ1 

<pi* Чм»+i) 

Das wird genügen. Aus (14) folgt nämlich, dass 9 I (T)T Q8Jhi-z 1 wrächst,, 

5 92(0 
also —— wächst, abnimmt; 

(42) ergibt dann für T ^ T 0 (wegen (38)) 

5 92(0 
also —--wächst , abnimmt; aus (39) folgt un+i^^(xoK) und 

?2(£) z 

also (41). 

Also sei T ^ T 0 . Es ist 

s 4J (i^rf, 

/ xn.iЬi-f-xn.o\ == 7 \ 

' fr ì ' ФI(«»+I) 

K_ 
? 

(43) 

/ xn+\:i 0t 4" xn+1,0 = — 7 r < — 7 r • 
" lf=i ! ? i ( ^ + 2 j 9 1 ( ^ + 1 ) 

Wäre xn,t,xn+irf—xn+i:ixn.k = o für alle /, £ mit 1 ^ i ^ j , 1 ^k^s, so wäre 
für i ^ z ^ . 5 nach (43), (14) 

_ . ^ 2Kun+i 
j x n , 0 ^ n + l,t -VM + 1,0-Vw,i| = • \ < *? 

9 l K + l ) 

also auch -v»?o-vn+i?i—-Vn+i?o*n,* = o; also wäre mit ganzen von i unabhängigen 
tz-4=o, ^4=0 

axn,i = bxn+i,i für o^i^s, 

wTas wegen o < w n < t t n + i und (30) unmöglich ist. O. B. d. A sei 

C — \XniiXn+irf ATn-f l,l-*n,2 | ^ O , 

also o<C^2unun+t. Für s=2 ist also nach (37) o < C ^ x und mit geeigneten, 
ganzen j?? S nach (43) 

, C 8 , - J ? | < i ^ - ± L , | c e a - 5 | < - 2 ^ + 1 

фl(w«+l)' * фl(t t«+i) ' 
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womit (42) bewiesen ist. Es sei also jetzt s>2; aus (43) folgt mit geeigneten 
ganzen Ah Bt (i = o, 3, 4,.... 5) 

at = AA + ... + AS* + A0 +
 2 ,Un+\ ei, |eil ^ i, 

(44) C î = B3tt3 + ... 4-i*A + B0 + 

? l ( « n + l ) 

2KH n + t 

•Sa, | £ 2 | ^ I , 
<Pl(«n + l ) 

0 < C - ^ 2 « n « » + i , \Ai\U2llnlln+u \Bi\ ^ 2 Z J n t t n + l ( 3 = * = * ) • 

Man setze nun 

(45) 
/* JWn?l(Wn+ l ) A 

S-2 
$-1 

(also ^—00 ftir ;/—oo5 d. h. für T—00) und finde Zahlen (7, ^ ( 3 ^ / ^ . y ) mit 

(46) o < ^ c , i#—Aí<r _i_i (3 = * = *)-Г — 1 
Ь J 

Dann ist mit geeigneten ganzen P t nach (46), (44) (alles für hinrei
chend grosse T) 

(47) i CtT». — Pi\<2sunun+& 's'"2 + —---—-i±— ( i = ü ^ j ) . 
?l(Wn + l ) 

Nach (37), (45) ist o<Ctf=-2wn*-n+i£ = T:; nach (47), (45) ist also 

^(z)<2SUnltn + l 

woraus (42) folgt. 

•Wn<PlO-n + l ) 

1 

+ lK 
Hn+i (SUнyi(Un+l) 

фl(Wn+l) V K 

f SUПЧІІЏП+Ì) Y 

B e w e i s d e s S a t z e s 5« O. B. d. A. sei T"1 CP(T) abnehmend. Man 
wähle eine Folge 0<</i<<72< ..., so dass i (0 und 0 beziehen sich auf wach
sendes H, bzw. später auf wachsendes T) 

ns 1 
^ ? n = ö(ф(?n + i ) ) , < 

' ?n+i ^ ПҶn 
also 

00 ,8 00 * . 

<7« = ö(?»+i), ]П -Г~<- Л P " = = Ҷ + " ) 
kJlГ+i ?*+* î«+í k^ïï+i k v î»+* ' *+ 

14 
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Dann wähle man p n j i (i^i^s^n^ i ) , so dass 

n* Pn + lji pnji w + 2 

Çn+i q%\+i qn qn+i 

pfiii 
also existiert lim — ~ = i j i (i=i~s) und für grosse n ist 

n=o qn 

rì pn,i и + 2 
<7?i < 

? n + i qn q-

oo 

и + i L—[ qjc+i qn+i 

k'+2 « + j 

f/f- i -I 0V.4-

Ä = n-f-I 

Aus xirjt + ... +AV/J,9 + A\) = O folgt für ;/->oo 

qn l ^f qn 
у Xipn,i + x0qn = — у XiU1 

г=1 / = i 

0 - , — ) - = < ! ) , 
ÿw+i v qn+i 

also ist die linke Seite Null, also (Mittelstück!) ]T . W = 0 ( i ) , also (links ist 

e in Polynom in w) xi = ... = x8 = o, also ist { TJI, ..., 7J,} ein eigentliches 
System. • ' 

Ist T ~ # I , so gibt es ein w mit -7n = 'c<#n+i (ji—co mit ~-* OO); also 

o < ҙ n = x, qnЩ% pnyi = 0 
rìqn 

qn+i 

<p(?«+0 "A ť <P(") 
= o I = o qn+i 

also c 2̂(x, TJI, ..., yjs) = ol — J 

B e w e i s ' d l e s S a t z e s 6. Es sei ^ > 2 , 8i irrational; es gibt dann eine 
Folge von Zahleripaaren sn,tn(n = i, 2,...) mit i < / i < / 2 < ...,(sn, tn)=i, |/nÖi — 
—sn\<tn~

1. Es sei IV der (s— 2) — dimensionaie Einheitswürfel o^T7,<i 
(2^i^s— 1). \LN bedeute allgemein das ((.5—2) — dimensionaie) Lebesguesche 
Mass einer Menge N. Für w > o , .^>o sei M(H/,;/) die Menge derjenigen 
Punkte { 03,..., Ö5-i} aus IV: für weiche 

(48) 

ist. Wir werden 

(49) 

tn ty-A tn, 61, 62, ...,6s-l I < 

4*~2 / 4 .-J.-V-2 
|í.M(m, я ) < 2 - ^ _ + 3 / L_ / n - 1 

m m 
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beweisen. Daraus wird schon der Satz 6 folgen. Es sei nämlich M die Meng^ 
aller Punkte { 62,..., ÖÄ~i} aus JF mit 

i 

<5i>) Hm - 7 = IK'c .0i ,e a , . . . ,e , - i ) = o; 

r— oo 

-dann ist offenbar 

00 00 00 

M= n j ] n M(«/,«). /// = I / . = l •//. = & 

Für jedes H^k ist 

Л7(///, £) = П M(rø, w) cz Л/(rø, Яo), 

25—3 —Ä-Ы 

iiho nach (49) |xAT (///, k) ~ 2 ' /// ; da die Mengenfolge A'(w,j£) 
(,v=--1, 2,...; Hz fest) nicht abnimmt, so ist bekanntlich 

00 

;x\ AT (m, k) = lim jx Ar(;//, Ä) ^ 2"' 
L i Z:=oo 

k= I 

Es ist aber für jedes /// 

CO 00 

.A/ezV' X(m,k), H A / S | A Y ^ N(w.,Jk), 
L / Z . /;=! h=i 

also fiM=o. Die Menge aller Punkte {Ü2,..., 0*-i} aus W mit (50) hat als© 
das Mass Null; und hier kann der Zusatz «aus fF» weggelassen werden, da 
^2(~>Öi, ...,()*-• t) sich nicht ändert, wenn ZJL den 9< ganze Zahlen addier! 
werden. 

Es sei also H/>o, H>o; wir wollen (49) beweisen. Gehört ein Pv.ükt 
{Ga,..., ()a-i} zu M(///,H) (also auch zu ZT7), so gibt es Zahlen q.ph~^pn miß 

(50 

(52) 

o < t / ^ / ł ř , 
1 

6 - Ï 
q i—/>i < — tn , 

m 

q(h-pi 

1 

< t„. ' \ 0=/>,£<7 ( 2 S Í S Í - I ) L 
m-

Die Punkte {Ö2,..., 0»-i } mit (52) f.'dien—bei gegebenem q vstvjsi 
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Ч*-2 _ r vЗ-2 
(# + 1) = (2*7) Würfel aus, deren Gesamtinhalt höchstens gleich 

8-2 5-2 * 1_ >v S - 2 

(2qf\-^-itn " = (+!» *") 
ist. Also ist 

1 x 8-2 ґ N Ł 

u M(w. н ) ^ A ( /rt *-1 ) , 
V m J 

wo A die Anzahl derjenigen q ist, zu welchen es ein p± mit (51) gibt. Aus 
(51) folgt aber 

qsn—p\tn 

- 1 8-1 . 

< W /n + I, 

also 

(53) qsn = a(mod tn), 

8-2 

- 1 . 8-1 
wo I tr j < tn tn + J . Da aber die Kongruenz (53) für jedes a genau 

eine Lösung q mit o<Cq^tn hat, so ist 

А<2т Чп

8 * + 3: 

-угогаиз (49) ^о!»!. 

Рга§? (1еп зо. ЗерхетЬег 1937-

(Ет^е^ап^еп а т 8. NоVетЬе^ ^ 937-) 

В. ЯРНЙК (Прага) 

О «ТЕОРЕМЕ ПЕРЕНОСА» ХИНЧИНА 

( Р е з ю м е ) 

Пусть греческие и большие латинские буквы обозначают действитель
ные, а малые латинские —целые числа. Система {01,..., 0*} * чисел называется 
собственной, если из х± 01 + ... + х8 0* + *о = о следует х±= ... =х8 = х0 = о. 

Если Т ^ 1 , то положим 

ф1(-с) = ф(т, 01, ..., 9,)= МШ |А*101 + ... + Х8 0, + * 0 | , 
* о < М а х |Л:*Г — Т 
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фа(х) = фа(т,в1,...,в,) = М т (Мах \ф4—р(\ ). 

Числа 71=71(81, . . . Л ) , Га=Г-|(в1,...,вО, Р = Р ( 0 . ь - Л ) , а = а ( 9 ь . . . , е , ) 
определяются следующим образом: 

{$1 верхняя грань тех X, для которых 

11т зир ф1(т)-т*+*<оо; 
Т= 00 

р2 верхняя грань тех X, для которых 

1±А_ 
!ип зир ф2(т)-т * < о о ; 

Т= 00 

Р = Г1+-^, а = 1 

Иначе это можно выразить так: [3 это верхняя грань тех X, для кото
рых ф 1 ( т ) = 0 ( т " х ) ; а нижняя грань тех X, для которых ф2(т) = 0(т^~ 1 ). 

Путем элементарных метрических соображений автор доказывает сле
дующие теоремы: 

Т е о р е м а I. Если {01, 62} собственная система, то 

РОМ-)= 
a( ,, a) 

Т е о р е м а 2. Пусть 01, 02 образуют собственную систему, о < / \ < с о ; 
Ф»(т) = ф»(т, 01, 02) 0 = 1 , 2); функция ср1(т) непрерывна для т^[л // /;/л.и 
т ^ ^ т ) возрастает, ф1(т) = т2; ср2(т) фг/нкцил9 обратная к ф1(т). 

Тогда: I) Яз 

следует 

113 

cл edyem 

lim sup cpi(т)фi(т)<K" 

lim sup — - — (J,,(x)si2(i4-K); 
T= 00 <P-(X/Q 

lim sup — 1 - cpa(T)<K 
T = oo f ^ V ^ J 

lim sup ф i f - ^ - ) фi(x)s4(H---). 
xг=oo \ 2K J 
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а ) Если существует такое ш>о, что т~шф_(т) убывает, то 

I 

Ф_(т) 

чшъда и только тогда,- когда 

ф,(т)-0( - ^ ) „м, ф,(t)_i ( - - - - ) 

Ф,(t)=0(_îíî))„.,„Ф,(t)_„(.^2) 

Т е о р е м а з- Пусть О,,...,О» образуют собственную систем/}, „>2, 

_;=<в1,...,еО, Р=Р(6,,...,е,). 7Ы_: I) 

(4) Р__(_-1) + ..(1-а) 

15> « = Н 

2) __:,.„ сс< — , то даже 

Р _ = . - 2 - Ь - -

а 

3) -ЕЬш !*>_;(___:—з), то даже 

5—2 I <7) « : 

f - i ( . - i ) (ÍЗ-2.+.4) 

Т е о р е м а 4* -ЕЬш 5>2, ;;/0 существуют такие две собственные системы 

$^,.-,4» К {0_,._.., 6*}, что 

Р(ЧЬ ••> Ч*) = 13(°Ъ - , в,) = со, 

5*—2 

а(в_,..., 0,) = , а(т?_,..., т?,) = о-
_•—I 

Т е о р е м а $. Пусть 5 > 1 , ф(т)—со для т~*со. 

Тогда «существует такая собственная система г]и .••> *•% что 

фa(x, łji,..., 1,0 = 0 I - - _ - 1 

Т е о р е м а 6. Пусть _г>2, 0_ иррационально. 

Тогдл для почта всех систем { 02,..., 9__1} 

(«) фł(т, 1 , ł,..., . _ 0 = ß ( т *'a) 
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(«Почти всех» обозначает здесь, что точки (02,..., 0*_1) 5—1-мерного 
пространства, не исполняющие соотношения (8), образуют множество меры 
нуль.) 

Т е о р е м а у. Пусть 61,..., 0 5 (^>1) образуют собственную систему, 
°<А<^оо; ф;(т) = ф,{т, 01,..., 9*) (/=1,2); функция ф2(т) непрерывна и возра-
стаюгцая для т=_;л; т - 1 ф 2 (т) там не возрастает, ф2(т)-»со для т—со; 

T 

) . l i m «lIP —тт Фî(')<A'; 

Ф1(т) ф>ункция, обратная к ^ 2 (т). 

Тогда: \) 

х 
(го) 11т вир — — ф ^ т ) ^ 2 ^ . 

ТГ=оо ? 2 ( * 6 ) 

1 

2) _йи« ср2(т) = т* Л/^ т_=Х, то 

( и ) К т вир т*~2ср! ( — ^ — ) ф ^ т О ^ ^ - т - А ) . 
т— оо V - л у 

Т е о р е м а 8. Пусть 0Ь..., 0* ( ^ > I ) образуют собственную систему, 
о < А < о о ; ф,(т) = ф»(т, 01,..., б.,) (/=1,2); функция срА(т) непрерывна, положи
тельная и возрастающая для т_^(х; ср1(т)— со с1/л т-^со; 

(12) Кт 8ир ф1(т)ф!(т)</_, 
Т ~ - ОО 

ТЬ/^д: I) 

(п) ^ Г / - 7 - ^ Г1 Ф.W--з-ł(i+Ä), 

3-1 

/&. р(т) функция, обратная к т^1 * (т). 

2) Если для т_ (̂х 

(14) ф1(т)т-2 5 + а возрастает, ф1(т)_=т^{2^-3), 



216 В. Яр ни к 

mo 

1ш1 зир ( ' _ 7 1 _ > ) « ф а ( х ) - з 5 2 ( 1 + /0, 
гг= оо V ф2(хЛ) У 

гЛ? фз(^) функция, обратная к ф1(т)т""2*+4. 

Т е о р е м а 9- 61,62 тогда и только тогда образуют собственную систему, 

когда 

(тб) Нт зир хф3(т, вь 62) = °°-

Теорема 5 уже известна. Она доказана впервые Хинчиным. Здесь же 
приводится более простое доказательство. 
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