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VII. 

Sur les solutions approchées de l'équation 
xxOx + x2Oz\ x{)() en nombres entiers xnx2>x{). 

Par YOJTËCH JAK-VfK, Praha. 

Dédié à la Mémoire d'Edmund Landau . 

(Présenté le 11 mai 1938.) 

§ 1. Introduction. 

Tous les nombres de cette note sont réels. Les caractères latins mi
nuscules signifient toujours des nombres entiers. Par le symbole =>, 
nous allons désigner l'implication logique, c'est-à-dire A => B signifie 
cpie A entraîne B. Soient donnés n nombres 0X, . . ., 0n (n > 0); alors 
•\ (0X, . . .. 0tl) signifie la borne supérieure de tous les nombres fi, pour 
lesquels le système de n + 1 inégalités 

! ©,--- A ! < -.- (i =-, 1 n). q > 0 
i <J ! «" 

possède une infinité de solutions en nombres entiers px, . . ., pn, q. D'une 
manière analogue, soit y (0X, . . . . 0n) la borne supérieure de tous les 
nombres fi, pour lesquels les inégalités 

| xxex + . . . + xn0n + x0 | < x- fi, x>0 

(où Ton a posé x = Max ( | xx |. . . ., | xn | )) possèdent une infinité de 
solutions en nombres entiers x0, xx, . . ., xn. On sait que 1 + 1/n <^ 
<L \ (©!, . . ., 0tl) <̂  oo. n <̂  y (0X, . . ., 0n) 5^ oo et l'on a évidemment 
y(0) = *(0)—\. 

A(®i); ^(©2) étant donnés, on peut déterminer les bornes suivantes 
pour *(0X.02)

1): 

H 4 - *&™ »' -tà + i) ^*<*•0^Min("(<9i)-"(6>2))-
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Et ces bornes ne peuvent pas être remplacées par des bornes plus 
précises, comme le montre le théorème suivant: 

Théorème l-1) Soit 2 <^ oc1 <__ oo. 2 ;___ oc2 _<__ oo; alors il existe deux 
nombres indépendants2) 0X, 02 et deux nombres indépendants ?__, n2 tels que 

"(Si) = «i. oc(&2) = «,. «(6>_. 02) = Max ( - , - ^ - , - 5 -v ) ; (1) 

«(?;_) =- ,*_. oc(?]2) = oc2. ,\(^_, T_2) = Min (*_, A2). (2) 

Ici, nous nous posons le problème analogue pour y(01, 02), le seul cas 
intéressant étant celui des nombres indépendants. On a évidemment 

Max (*(©_) — 1, oc(02) — 1, 2) <_; y(01, 02) £ oo (3) 

et nous allons démontrer le théorème suivant qui montre que les bornes 
données par (3) sont précises: 

Théorème 2- Soit 2 <__ «_ < oo, 2 <__ oc2 < oo;3) afors iï existe cfeitz 
nombres indépendants 0X, @2 e£ dewa; nombres indépendants ?__, .*/2 £^* (Zue 

<%(©_) - «_, <%(02) = «_, y(<9_, <92) = Max («_ — 1, «_ — 1, 2); (4) 

<*(%) = «î» ^M = oc2, y (^ , rç2) = oo. (5) 

Mais la question, résolue par le théorème 2, peut être posée d'une 
autre manière qui me paraît plus naturelle. oc(01), oc(02) étant donnés, 
on connaît d'une manière assez précise l'allure de la forme #_0_ -f- x202 + 
+ x0 pour xx = 0 et pour x2 = 0; il est donc naturel d'étudier cette forme 
sous la condition supplémentaire xYx2 4= 0. Définissons donc: 0_, . . ., 0n 

(n > 0) étant donnés, soit y'(0lf . . ., 0n) la borne supérieure de tous les 
nombres ft, pour lesquels les inégalités 

| xx0x + . . . + xn0n + x0 | < x~p, x^2. . . xn 4= 0 

(où Ton a posé x = Max ( ] xx \, . . ., | xn \ )) possèdent une infinité de 
solutions en nombres entiers x0, xly . . ., xn. Si 0_, (92 sont deux nombres 
indépendants, on sait que 

2 <_ y'(6>1; ©,) <_ oo. «) (6) 
1) V. JARNiK, Zur Théorie der diophantischen Approximationen, Monats-

hefte fur Mathematik und Physik 39 (1932), p. 403—438. 
a) Deux nombres Ov G2

 s o n t appelés indépendants, si xxSx -f x%Q% H~ xo = 
= 0 => #_ = x2 = x0 = 0. 

3) Pour éviter des complication? purement techniques, nous ne considérons 
que le cas a;- < oo (; = 1, 2). 

4) C'est un cas particulier du théorème 3 de mon article Ûber die an-
genàherte Lôsung der Gleichung x1Gl -f-... -f- xnGn + x0 = 0 in ganzen Zahlen, 
Casopis 66 (1937), p . 192—205. Mais la démonstration de ce cas particulier 
étant très simple, je vais la réproduire ici. 
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Pour démontrer (0), il suffit évidemment de montrer qu'à chaque t > 3 
on peut faire correspondre quatre nombres T. X0, X1% X2 tels que 

T ;> <, xvr2 + 0, | . r ^ + x2G2 + x0 | < 2T ~2 < 18x-~2 6) 

(où l'on pose .r Max ( | ^ |, | -r2 | )
 e* c*e ---ême dans la suite y — 

= Max ( | yl \, ' y2 \ ), 2 - Max ( | zt I. | z2 | )). Soit donc t > 3; il existe 
trois nombres //. tels que6) 

(i/o- _/i> _/2) = 1, 0 < y <; <? | yfît + y202 + y0\ <t - <; y 2. (7) 

Si yxy2 + 0, il suffit de poser x = t, xi = y... Soit donc p. ex. y2 - . 0 et 
posons | yl0l + y0 | = T 2 (donc T > r). Il existe trois nombres zi tels que 

{z0, z,, z,} = 1, 0 < z ^ [T] + 1 < 2r. 

I zio, + -_», + 2o l < (w + ir2 < T -*. - 2 _. _ - _ (8) 

Si l'on avait z2 = 0, on aurait — d'après (7), (8) et d'après la défi-
11 z 

nition de x — d'une part — + —, d'autre part I yfa — yfo I < 
y\ z\ 

<(\z1\ + \y1\) x 2 < 3T ' < 1 — contradiction. Donc z2 + 0; po
sons xx = yx + ezx, x2 = EZ2, x0 = y0 + ez0, oii e = + 1 est choisi de 
façon que xx + 0; alors on aura 

x > t, xxx2 + 0, r < 3r, | xx0x + x202 + x0\ < 2x~2 < 18a: 2. 

Et nous allons montrer que Ton ne peut pas remplacer (6) par des 
inégalités plus précises, même en fixant d'avance les nombres K(0I), 

A ( 0 2 ) : 

Théorème 3.3) Soit 2 ^ <xx < co, 2 <I <x2 < oo; alors il existe deux 
nombres indépendants 0V 02 et deux nombres indépendants t]v rj2 tels que 

*(01) = x(7]1)=a1, oc(02)=x(rj2) = \2, y'(0v 02)=2, y'(*h. rj2)= oo. 

On a évidemment 

y(0l9 02) = Max (*(©,) — 1, oc(02) - 1, y'(0l9 02))9 

donc le théorème 2 est une conséquence immédiate du théorème 3. Notre 
démonstration du théorème 3 (qui présente quelques analogies avec celle 
du théorème 1) sera tout-à-fait élémentaire, mais assez compliquée. La 
démonstration du théorème 2 serait beaucoup plus simple, mais j'ai déjà 
expliqué pourquoi le théorème 3 me paraît préférable au théorème 2. 
Remarquons que l'existence des nombres indépendants 0l9 02 possédant 
les propriétés (4) est une conséquence immédiate du théorème 1 et d'un 

5) On a alors x—>oo pour t->oo. 
fl) Par {a,b, . . . , c} je désigne le plus grand commun diviseur de a, b,. . . , c. 
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théorème bien connu de M. KINNTCHINE7) (..Ûbertragungssatz''). d'après 
lequel on a toujours 

2y(0v 02) + 2 

y(»!.©,) + 
donc 

* ( o , . o 2 U , .,r, .oч , .,• 

Soient, en effet. 6Jt. (92 deux nombres indépendants avec (1) et soit 
p. ex. 2 <̂  (\2 5l AX < oo, donc \(6V 6>2) < 2; on aura donc 

vie,, «y <, - 2 + 2 _ 

'-««(•.rh-.-) 
= — 2 + Max (.\- + 1, 4) -.= Max (\. I, \ 2 — 1, 2); 

mais cette inégalité, combinée avec (3), donne (4). Mais, pour démontrer 
le théorème 3, on ne peut tirer aucun profit du théorème 1. 

Au lieu de démontrer le théorème 3. je vais démontrer un théorème 
plus général, mais dont la démonstration n'introduit aucune difficulté 
nouvelle. <p(f) étant une fonction positive pour £ > 0, nous allons dire 
qu'un nombre 0 ,,admet l'approximation <p(Ç)", si l'inégalité \0 — 
— Pli I < <P(q) possède une infinité de solutions en nombres entiers 
q > 0, p. Alors le théorème en question s'énonce comme il suit: 

Théorème 4. Soient F,(£) (j = 1, 2) deux fonctions continues, posi-

tives et non croissantes pour f > 0 et supposons les séries 2 n ^ ^}(n) 
n=-l 

(;' = 1, 2) convergentes. Supposons enfin qu'il existe un nombre k > 0 tel 

que ^ < k jjour £ > 0. j = 1, 2. 

I. Soit y>(x) > 0 pour x > 0. Alors il existe deux nombres indépen
dants 0V 02 tels que 0} (j = 1, 2) admet Vapproximation -F,(£) . f"2, mais 
n admet pas Vapproximation 8F,(£) • £—2 et que l'inégalité \ xY(0Y — 02) + 
+ #o I < w(xi) possède une infinité de solutions en nombres entiers 
xx > 0, x0. 

7) A. K H Î N T C H I N E , Uber eine Klasse linearer d iophant i scher Approx ima-
tionen, Rendicont i Pa lermo 50 (1920), p . 170—195; voir aussi K. M A H L E R , 
Neuer Beweis eines Satzes von A. K H I N T C H I N E , Maternât. Sbornik 48 (1937), 
j). 961—962. Les nombres fil9 p3 de K H I N T C H I N E sont définis de la manière 
su ivante: 

1 L R 
« l A - :'(©i- • •., ôw). i H- —"—- - a(®i, •. -, e»). 

n 
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II. tfo?7 f7(£) f<r/£ fonction positive, continue et non croissante pour 
ce 

£ > 0 et suj>j)osons la série ^n G(n) convergente: alors il existe deux nombres 
n 1 

indépendants (-)v (-)2 tels que < 9 > ( / ^ 1 . 2 ) admet Vapproximation 
FfiÇ) . S ". mais n'admet jxts Vapjrroximation \F^) . £ 2 et que les 
inégalités 

(où Von a jyosé x ^ Max ( ] xx |. | #2 I )) WP jmsscdent qu'un nombre fini 
( > 0) Je solutions en nomlrres entiers x0. J J . .r2. 

Le théorème 3 est évidemment une conséquence du théorème 4; 
il suffit do poser, dans le théorème 4, tp(x) ----- e r. F;(f) = f2~V (log £)~2. 
#(£) :-:. (£ log £) "- pour x > 0, j — 1, 2 et pour des grandes valeurs de £ 
et de compléter la définition de F r G d'une manière convenable. 

§ 2. Nidations; démonstration de la première partie du théorème 4. 

Nous allons désigner par {a. b} le plus grand commun diviseur des 
nombres a. b: par | \ , fi] le couple de deux nombres «, fi: [A, fi] va aussi 
souvent désigner le point du plan, dont la première coordonnée est égale 
à \ et la deuxième à fi. (\. fi) va désigner l'intervalle A <" f ^ /?. J / , N 
étant deux ensembles quelconques, M — N désigne l'ensemble de tous 
les éléments de M qui n'appartiennent pas à N. La relation M C -V 
signifie (pie M est un sousensemble de N: \ € M signifie que A est un 
élément de M: MX est l'ensemble de tous les éléments qui appartiennent 
à la fois à JI et à N. Le symbole 0 signifie l'ensemble vide. Les ensembles 
JI,. JI2. . . . . J/.. sont ..disjoints deux-à-deux'', si 1 -< i < k < M --> 
JI;J/Â. 0. Si JIÀ' -+•- 0. nous allons dire que l'ensemble JI coupe l'en
semble N ou (pie JI est coupé par N. A et H étant deux ensembles de 
nombres, nous allons désigner par A X B l'ensemble de tous les points 
[6V (j2] tels que &le A. 02€ H. Four n > 0. nous allons désigner par 
q(n) le nombre de classes mod n. premières avec n et par ji(n) la fonction 
de Môbius. 

rt désigne une constante absolue et positive. D'une manière analogue. 
c8o(<l) v a désigner un nombre entier et positif, ne dépendant que du nombre 
°' r9o(<7- F) (q étant un nombre et F une fonction) va désigner un nombre 
entier et positif, ne dépendant que du nombre q et de la fonction F etc. 

Lemme 1. f > cL ^> £ (v(w) — .^w — 3) > J f2. 

Démonstration (bien connue).8) y(w) = w% d~l ji(d)\ posons [f] = a; 

pour f -> oc. on a 
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2 ?(») = 2 2 wd~W) = îe(d) 2 * 

-5 ' M ( -S + 0(7))-Ï"J1 ' ,W ' - '+ 

-)-O(;r2 I d-2) + 0 ( ^ 2 ^ - 1 ) = 342 + O(a;loga:)--^-2; 

> (a'(w)— w—3)~ Ë2— £2: > 
*; 7tj_rV ' 32 ' rr2 Ç 64 Ç ' n2 6 4 ^ 2 

Lemme 2, Soient -F;-(f) (; = 1, 2) deux fonctions positives, non 
croissantes et continues pour f > 0; supposons qu'il existe un nombre 

k > 0 tel que - | - ^ - < k pour | > 0, j = 1, 2 (donc £ = f2(.*V F2)); 
00 

supposons les séries ~\ n~x F^n) (n = 1, 2) convergentes. Pour # > 0, 
n = l 

î > 0> 92 > 0> 3' = 1> 2 posons 

M P ' 7 ' \ _ + 2 ? * <7 <_- , 

A ,̂î) = / ^ - ^ )
; ^ + ^ ) \ 

\ ? 3g2 ? 3g2 / 

C(Pi> _h> #.> ft) = ^i(Pi> Vi) X J2(_p2, g2). 

Soit enfin \p(x) > 0 pour # > 0 et soit ÇR une droite dans le plan des 
points [©!, 0 2 ] . 

Alors, si Pi, Ji, p2, g2 sont quatre nombres tels que 

g, > c,(Fv F2) pour , = 1.2 . j < ^ ( J l ) . - * f - < 4fc. (9) 
4fc 9i F2(q2) 

il existe six nombres entiers Pv Ql9 P.,, Q2, xv x0 jouissants des propriétés 
suivantes : 

1. *i > ? i , Qi > ?i, Q 2 > Î 2 . 

2. l <F^.-W.<u. 
4k QS P_(Ç_) 

3. C(P_, o_, P2, o.) C C(pv ?., p2, q2). 
4. a) r , . étant deux nombres tels que ft 5__ « < o_, on a 

./ .(P.. Q,) K,{r, s) ---- 0.») 
8) F . MKKTENS, Über einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, 

Journal f. d. reine und angew. Math. 77 (1874), p. 289—338. 
r r' 

•) Remarquons: si — = — , 0 < s' < s, on a Kx(r, s) C Ki(**', s'), donc 
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b) r, s étant deux nombres tels que qt <, s < Q2, on a 
./2(P2, Çt) Kt{r, s) = 0. 

5. C(P.. Qlt P» Q2) 91 = 0. 
«. [©,. o2l < C ^ , Qv Pa, Q2) => | *,(©. — o2) + a:, | < ?(*,). 

CD 

Démonstration. La série 2 -^,(2") e s* évidemment convergente et 
»i =• i 

l'on a F (f) -> 0 pour f -> oo (; = 1,2). Sans restreindre la généralité, 
supposons que y>(x) < 1 pour x > 0. Choisissons c3(F1, F2) = d de manière 
que 

F,(rf) < 1, 2» 2 K,(2<)< ^ (/ = *< 2). (10) 

Soient /;1} qx, p2, q2 quatre nombres avec (9); posons 

Cl = Vi+*ÏM ( , - = 1 , 2 ) ; 

choisissons deux nombres rationnels rjlt rjt tels que 

\fll-t,\<iF,iq,)qr* ( j = l - ) 

e t ensuite deux nombres x.. x0 tels que 

«ifai — »h) + ô = 0, *i > <?i- a-i > 16- *i > M a x =T7T- (10') 

Soit ensuite q un nombre premier tel que 

1 ү>(*l) 
4 *i q 2 *! 

Posons 

< 1 < 1 y(*-^ d o n c q > 2 a : i > 3 2 

m = Min r ^ ' ^ 1 , donc m > 2; 
; = i,2[ 8g>2 J — 

pour 0 <̂  n <1 m, 7 = 1 , 2 soit a ; n = 27, + wq l et pour 0 <^ n < m 
soit ^4n l'ensemble de tous les points intérieurs du carré <«IfW, <*i.n+i) x 

X <«2,n» »2 ,n+l / ' 

Pour [0i ,02]6^4n , on a 

| <9; - Cj | < * F,(q,) qr~ + W T 1 < 1 F,(q,) qr\ 

Ji(Pi, <?i) Ki(r, *) 4= 0 => J^F!, Qi) K! (r', «') 4= 0. On peut donc formuler la 
condition 4a) comme il suit: r, 8 étant deux nombres tels que qx <^ « < Qx et 

r r' 
qu'il n'existe aucim couple [r', *'] avec — = —, qx<*'<*, on a J1(Pi,Ç1) Ki(r,*) = 

8 8 
= 0; une remarque analogue s'applique à la condition 4b. 
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donc 

AnCC(pligiip2.q2). (11) 

D'autre part, 

2r 
[03. 02] eAn^\ xx(6Y - G2) + x0 | <C. —1 < f (,-,). (12) 

<\ 

Choisissons maintenant deux nombres Tt, T2 de manière que 

* > <«• * > *' «" < ï = * "' - " 2>- FM - F,U "> ( '3) 

et que, Qj étant défini par 

- ^ _ = 8T,n) (1 = 1.2). (14) 

on ait 

FAQiX l q - 1 (> = 1-2). (15) 

Pour 0 _ n < 7W, ? = 1.2 soit Qi%n l'ensemble de tous les couples 
[t>;. Wj q] avec 

1 V' 1 
{vj. wiq} = 1. T, < wtq < 2rj. *,> -\ < ; < *,> + i • (16) 

— M '' wjq — w,q — wyq
 v ' 

Soit Sjn le nombre d'éléments de ©, „; alors on a (voir le Lemme 1) 

<S/\. é 2 (џiЩ) - 4 w> - 3> > 5" í 12) 
<1 ~ '> ' ' q 

et évidemment Sjv _ ^T;
2q 2. 

Soit (£;, l'ensemble de tous les rectangles C(vl9 u\q. v2, w2q), où 
m—1 

[rx. f^q] c g j „, [% (i'2q] € £.,,.; soit £ = 2 ^V Soit Mn le nombre d'élé-

ments de l'ensemble (£„: alors on a Mn > 1iT1
2T2

2q"4. 

Soit C'(vi^v1q.v2^r2q) le rectangle concentrique avec C(vvu\q, 
v2. u\2q) c (£, dont les côtés (parallèles aux axes des coordonnées) sont 

i — • > i — • > 

i c q^i "? i (» qT2 

Soit ; = 1 ou / —- 2. 0 <I n < m, [Vj, ^v•q] e G, n. Alors on a 

10) Observons que Ty2(F,(r.))_*->oo pour TJ->CO. 
11 ) Qj peut être défini si TJ est assez grand et l'on a oy->oo pour T,—>co» 
12) En effet, Wj étant donné, vf doit parcourir tous les nombres entiers 

d'un intervalle de longueur w,—2, premiers avec Wj et non divisibles par 
q > 32. 



Sur les so lutions approchées de l'équation . r ^ j -f x2G% -f ÎT0 —• 0 . . . 9 

iFf{wA) . ( ^ q ) - 2 <:. _F ,(T ,) T , 2 < , 1 , ^ ^ - 2 ; 

Vi 1 1 q 

ti_q — w , q 2T> K ) T , 2 

y, F;(w,q)^ 1 1 ^ 1__^ q _ 
'•n + 1 w,q (w,q)2 ~ u _ q (wVq)2 "' 4T, ^ 16T,2 * 

et si l'on a aussi [v'j. IV'JÛ] e (3, „. -—7-- > — •••- . 
^ ' ' w ,q iv,q 

on a 

íł(»Л) -_ _fl j* <ł 
w'j(\ w}(\ (Wj(\)2 4 T , 2 T , 2 HT, 2 " 

Donc, pour C(vv u\(\, v2. iv2(\) € (£n. on a 

C(vv u\(\, v2. w2(\) C C'(rv H_q. r_, w2q) C -4„ (17) 

et les ensembles C'(vv wL(\, v2, u_q) sont disjoints deux-à-deux. 
Soit Bn le nombre de tous les éléments de (£,, qui sont coupés par la 

droite ÇR; soit 

h®i + A»6>, + /«, = 0 (A_2 + A_2 > 0 ) 

l'équation de 91. Choisissons a (a = 1 ou a = 2) de sorte que 

j A„ | = Max ( | At |, | A2 | ) 

et posons b 4= ce (fi = 1 ou 6 = 2). Soit &„ l'ensemble de tous les points 
[Ov 02] c An tels que 

|^1 + A 2 » 2 + A 0 | ^ ; ( | ; V + ! - ^ ) : 
1 0 \ V T2 2 / 

Taire de Rn est au plus égale à 

1 ?<»_ /___+'____< ' M , M 
q ' Ki ! ;.„ [ \ T.* v / 4 \ T.*

 T22 / 

(en effet, 0b ne peut pas quitter un certain intervalle de longueur cf ' et» 
o6 étant donné, Qu est restreint à un intervalle de longueur 

..__ - / ._: +i_J),. 
161 ;.„ i \ v ' r2

2 / 

Si C(i\, wtq, i_, u_q) e (£„ est coupé par 9î, on a o'(t-,. wtq, v2, w2q) C 
C 5?,, (en effet, si AA + AA + A0 - 0, | „y _ _ | ^ ,'„ q-T"2, on a 

Uxox + A 2 o -+ Ao | <_ ^ _ + q . _ _ ) ; l'aire de o>1; tr.q, t_, ti_q) 
1 O T _ J 1 < > T 2

2 

q 2 

t H a i l t 98 2 2? ° n a ( V O l r ( 1 3 ^ - T_ T2 
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«.<!(_!_+ _!).!!_! -т 2 1 т 2 r 2 

_ _- <-- ___ - 2 

2 8 q 4 

Soit (£'n l'ensemble de tous les éléments de (£n qui ne sont pas coupés 
m—1 

par 9Î; soit (£' = _> (£'n; soit ilf'„ et M' le nombre d'éléments de <£'n resp. 
n --• o 

de (£'; alors on a 

Mn' = Jf „ -Rn> k W q - 4 , 

_r , 1 T1
2T«2 T,2T2

2 , , . -F,(0,') 
* > Ô » » 4 > L 3 Min , w , / . 

8 <!4 2 V i=i,2 g,2 

Soit ; = l ou / = 2; soit i = 2 pour j = 1, i = 1 pour y = 2; soit ^ 
l'ensemble de tous les couples [r, s] avec <_;- <_ 5 < 2T ; et tels qu'il existe 

m—1 

un couple [vp t^q] € _> <5;> avec 5 < iv;q, J;(v;-, w;q) K.(r, 5) =# 0, 

r' r 
mais qu'il n'existe aucun couple [r\ s'] avec qf <J_ _•' < s. — = — (donc, 

r r' 
fr, 5], [r', s'] é*ant deux couples différents de <•)>., o n a - # —). Soit ©; 

l'ensemble de tous les C(vv wxc\, v2. t/'2q) € (£, pour lesquels il existe au 
moins un [r,.<?] e °P; avec 

_ j £ s < w;q, Jj(vp wfq) __;(r, s) + 0. (18) 

Pour chaque 2, soit °}>; , l'ensemble de tous les couples [r, 5] € ^ avec 
2* <_ s < 2e+1 et soit ©; f l'ensemble de tous les C(vl9 w1c\1 v2, w2q) € (£ 
pour lesquels il existe au moins un couple [r, s] c ^ t avec (18). Dj resp. 
2) ;, étant le nombre d'éléments de ÇV resp. de 5);t, on a 

I>, _ I-V 

Les relations (18), où [r, _] e °P; t entraînent J;. (_?;-, g;.) K;(r, s) =j= 0 
r _ • 

(voir (11), (17)); donc — -4= - (car, dans le cas contaire, on aurait r = pjy 
s qj 

s = qj d'après la définition de ^ et l'on a Jj(Vp Çj) K;(/?;, g;) = 0) et 
r v ' 
- =)= ' (car 0 < _ < „'q, {v7,11?,q} =-- 1); donc 
_ i_;q

 7 ' ; 

- < - , : , Î / < " _ 7 - | » ~ T ^ T ^ + ~^ r<2^T ' (1J) 

_ ! _ _ _ < _ _ _ < B> r i . 1 J » i ^ q ) f,(2') , , ( n 
4T,2< — w^qs =-= «vq s ! = 3 s2 ' r (wyq)- 2« ' v ' 
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Si "fy t + 0, on aura donc 

2 , > 4 W W ) < 8 ™ , , ° i , 2 < < f t - ^ 
Les inégalités (19) admettent au plus 

!^>_-« + •+ x 

r 
solutions en — avec 2l < s < 2M_1 et, r, 5 étant donnés, (20) admet au 

s — 

plus 

- , ( » ) 4___ 
2« - <| ^ 

solutions en —— avec T. < w.q < 2T.. Enfin, •«;., IL' étant donné, l'in-

dice n, pour lequel [vp W;<\\ e G;> est déterminé d'une manière uniforme 
et ©,-n contient au plus 4T{

2q~2 éléments. On a donc 

Mais, pour nos valeurs de t, on a 

^ 2 2 ' + 2 > ^ y ) > 1 ( V O i r ( 2 1 ) ' ( 1 0 ) ) ' 

4^,(2») 4T,« 4F,{Q,) 4 g,« 1 _ _ _ ^ 1 _ 

2«« • q >
 ft» 64 *•,•(») • q 4 ' qf,(o,) ^ 

(voir (21), (14), (15)), de sorte que 

D. < 2i> *><"> T «T « V F-m < — ^ T «T « < T - ^ Min ^ 
' =* <frV l 2 --< ' ( ' 2»* g ,V Tl T2 < 2«q» , ? " ?,» 

2 < > *'' 
*Fj{.qj) 

(voir (10), (9)). 

L'ensemble (£' — ( Ç^ + ©2) a donc au moins 

M' - ( A + Di) > ^ Min ^ > 0 

éléments. Tl existe donc un n et quatre nombres vl9 w\, r2. w^ tels que 

0 <2 n < m, |>., wvq] 6 S ; > (/ = 1, 2), 

C(*i, w,q, v2, w2c\) e (T — (®x + $ 2 ) . (22) 

En posant P ; =-= r;. Qi = w}<\ (j — 1, 2), on voit que les conditions 1, 3, 6 
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du I^emme 2 sont satisfaites (voir (10'), (13), (16); (17), (11), (12)); de même 
les condition 4. 5 (voir (22), la définition de (£', T1^ 1^ et la remarque9). 
Enfin, on a 

Ftl \ = FT7v r> = Qi < 2 T > ' 
-*l(*l) - M ^ ) 

donc (pour / -= 1.2; i ~ \, 2; i 4= ;) 

Fm < F, Ti) . K*((?,) 
<2,2 - V ^ 4 A a » • 

d'où la condition 2. Le Lemme 2 est donc démontré. 

* 
* 

En conservant les suppositions et les notations du Lemme 2 et eir 
ordonnant toutes les droites yl0l -f y2f)2 -V y0 =.- 0 (i^2 -f- //2

2 > 0) dans 
une suite 9îi, 9x2. . . ., on peut définir (à l'aide du Lemme 2) six suites 

V\,n: ql,,P Vlsv Ï2,„> *!,„• &'...„ (" - = 1 , 2 , . . .) 

jouissantes des propriétés suivantes: 

*• ^ < ?>.i < <7.;,2 < • • (/ "^ 1. 2 ) ; -*i,„ -> °° pour n -> oc. 
2« r ' (P | . „ : L <7l?„ : 1, P2.„ j-P 7>,„-H) C C(P,.„, </,.„, P2,„, g2 ,J. 

3- ïi.,*.-^ * < ï i f „ . - i => <MPI,,M i-?i.„ 11) 7 ^ i ( r , 5 ) - : 0 ; 

?2,„ ^ * < Ï2,„ r I => '72(P2.„4-P ?2.„ l) ^ ( ^ *) = 0-

4 - C(P l . „ . P ?!,„. H> P2,,H-1> ïâ.n i l ) &H = 0-

5. [© i , © 2 l 6G(p I J l H , 3 l i H . H , 7 î 2 f H + 1 . ? 2 i M M ) => 

l ^ l , „ ( 0 l - " ^ 2 ) + *„,,, | < V(*|.„). 

11 existe précisément un point [0 t . 02] qui est contenu dans tous les 
rectangles C(p]ir q]n, p2n, q2n) (n = 1 , 2 ). Donc 

0.— VLH <r FJ(1'.») . 
' ? » " fc>2 

d'autre part, <i 6* > q}A, il existe un n tel que gy ;, ;_ s < g;. „ .,_,. d'où 

(voir 3) 0j > \Fj(s)s 2 pour chaque T. 

Ensuite, les nombres 01? 02 sont indépendents d'après 4) et, d'après 
5), l'inégalité |#i(0i — 02) -f- x01 < y(j\) possède une infinité de solutions 
avec a\ > 0: la première partie du théorème 4 est donc démontrée. 
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§ 3. Démonstration de la deuxième partie du théorème 4. 

Leiiune 3. Soit F(£) une fonction continue, non croissante et posi-

tive pour £ > 0; soit ^n~l F(n) une série convergente. Pour q > 0, 
/' i 

posons 

q 2 q- q q- x 

Vl , P I F(q) p , 1 F(q) 
h(p.q) - — - - I - . f 

7 •* 7" 7 •- 7" 
Alors, p, q étant deux nombres tels (pie {p. q} -- L 7 > cA(F) et t 

étant un nombre quelconque plus grand (pie r5(F, 7). il existe un ensemble 
fini J)l. jouissant des propriétés suivantes: 

1. Chaque élément de l'ensemble 9DÎ est un couple de nombres 
entiers [P, Q], oii {P. Q} ,,, \, t<LQ<2t. 

2. Le nombre d'éléments de 9PÏ est plus grand que 

200 qA 

3. [P, Q] étant un élément quelconque de (30î et r, s étant deux 
nombres entiers tels que q <^ s < Q, on & J(P, Q) K(r, s) -- 0.13) 

4. Pour [P, Q] € JJI soit -/ '(P, ^) l'intervalle fermé de longueur 

,Jvr\' concentrique à J(P. Q); alors on a J(P, Q) C J'(P, Q) C J(/i, 7) 
M' .r (g) 
pour chaque [P, Q] e ^ et les intervalles J'(P, Q) (pour tous les couples 
[P, Q] e ?K) sont disjoints deux-à-deux. 

00 

Démonstration.14) La série ^F(2") est une série convergente, 
n = 1 

F(Ç) -> 0 pour f -> 00. Définissons c4(F) = d de sorte que 

1 4v/2 --, 1 1 
F(d) < . — > 32. 2* 2 -^(2M) < • (2:*) 

S F(d) „u <i 12S 200 
*4F((/) 

Soient donnés deux nombres p, q tels que g > cA(F), {p,q} --• 1. 
Choisissons un nombre premier q = c6(F, q) tel que 

1 3) I l suffit d'exiger la dernière équat ion pour les nombres r, s tels que 

T' T 
q^L#<Q e t qu' i l n'existe aucun coup le [r', s'] avec a<^s'<a, - = - ; c o m -

•~" $ ' s 

parez la considérat ion ana logue dans la remarque 9) . 
1 4) Ana logue à celle du Lemme 2, mais u n peu p lus simple. 



14 Vojtëch Jarnik: 

l F(q) q '* < q- ' < \F{q)q-*, (24)' 
8 4 

donc q > 32. Soit t > q; soit 9Î l'ensemble de tous les couples [v, qw;] 
tels que 

(la dernière expression est < — A — |. q 8 q* J 
91 est un ensemble fini; soit N le nombre de ses éléments; alors on a, 
d'après le Lemme 1, 

N ^ 2 M») - * «; - 3) > J f-q-- (26) 
— 10 < — 
Q <1 

pour f > r7(F, q). 
Pour [r\ qw] € 9Î, f > cs(F, q) > c7(F, g), on a 

v _ P _ l F_)^ l F(q) q2 F(_ F(qw) 
qw q 2 g2 — H q2 ^ M2F(q)^ t2 4(qw)2 ' { ' 

P , W _ J L _ J W > l _ _ - l > -<?- (2H\ 
q q2 qw (qw)2 = H q2 t2 U2 F(q) { } 

v v' 
et, si l'on a encore [v'', qw'] € 9Î. — < —,. on a (voir (24)) 

^ qw; qw 

_[_ * F(qw) _± _ * _ _ l _ - ^ ? t2q> 
qw' qw (qw)2 ww'q t2 ^ 4t2 t2 St2 " 2t2F(q) ' K ' J 

Jusqu'à la fin de la démonstration soit t > c6(F, q). D'après (25), 
(27), (28), (29), (23) on voit que les conditions 1 et 4 du Lemme 3 sont 
satisfaites, si Ton y remplace 9JZ par 91 (ou par un sousensemble de 91). 

Soit maintenant ^ l'ensemble de tous les couples fr, s] avec q ^ 
<̂  s < 2t et tels qu'il existe au moins un couple [P, Q] e 91 avec s < Q, 
J(P, Q) K(r, s) =+= 0, mais qu'il n'existe aucun couple fr', s'] avec q <1 

r' r 
<Ls'<s, - = —. [Soit 91 l'ensemble de tous les couples [P, Q] € 91 

s s 
tels qu'il existe un [r, s] € °P avec s < Q, J(P, Q) K(r, s) 4= 0. Posons 
9JÎ — 9 î — 91; soit R resp. M le nombre d'éléments de 91 resp. de 9JÎ, 
donc M — N — R. Evidemment, 9JÎ satisfait aux conditions 1, 3, 4 du 
Lemme 316); d'autre part, d'après (2G), (24), on a N > A *t2 F2(q) q~*\ 
il suffit donc de démontrer l'inégalité 

16) Comparez la remarque 13). Remarquons encore: si Ton a [r, 8] e c p , 
r r' 

[r\ s'] € ty, — = —;;, on a r — r', 8 = s'. 
8 8 
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R<{w,-m)i2F^<'-i- (30) 

Pour chaque u, soit c^u l'ensemble de tous les [r, s] € ^ avec 2W <̂  
<_ 5 < 2"4"1; soit _?,, le nombre de tous les couples [f, wq] € Çft tels qu'il 
existe un [r, *] c ^ avec 

q <: 5 < *rq. J(r , wq) K(r, s) =|= 0; (31) 

donc i? __. 2 ^ w ^ a ^ s (31) avec [r. s] € ^ entraîne les conséquences 
u 

suivantes : 

A) J(p, q) K(r, s) + 0; 
p r 

B) 4= (autrement, on aurait p -- q, r = s, mais 
<7 « 

J ( p , g ) . * ( p , ï ) = = 0 ) ; 
v r 

C) =|= (car 0 < s < wc\, {v, wq} = l); 

w q 8 

donc 

1 F(8) , _*(g) ^ 2F(g) 
_ : ^ + ^ < j , • (32> 3 _2 ' g2 g2 

J_^ J_< " _ r < * _ _ + ^ ) < 2 _ ( 2 " ) ,33, 

4<2" ^ «xj_" - wq s = 3 s2 "^ (wqj2 22« ' v ' 

Si ^ „ -4= 0, on aura donc 

_-•> « F(2») 1 
1 ^ 4F(q) ' 2» > » ' * > 

4F(<7) r 
L'inégalité (32) admet au plus — — 22M+2 + 1 solutions en — et, 

q2 s 
r 

— étant donné, l'inégab'té (33) admet au plus 
8 

4F(2«) iL2
 + x < S4FT(2 )̂ F(q) ,2 _ 

22M ' q 2 2 M q2 

(voir (24)) solutions en v, w avec t __ wq < 2£, {v, wq} = 1. Donc 

* s ( « * w - + i)(_™- + .). 

Mais, pour nos valeurs de w (voir (34)), on a d'une part (voir (23)) 

16F(g) ft, 1 
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d'autre part, en définissant £ par 

r(2-) J_ 

(ce qui est possible pour / > r9(F. q) > c8(F. q)), on a (voir (34)) u < Ç, 
donc 

4F(2«) F(q) t* ^ F(2^) 2* /__/) F(q) 1 
22M f ? 2 ^ 22^ 'MF*(2!)'~q* 10q2 ' F(2C) > 

pour / > r^(F,q) > c9(F,q) (car L,-^ oo pour / ^ oo). En supposant 
/ > r5(F, q), on a donc 

]{„£ 28/2 7f2J7) F(2"). 

F2(a) 

* < 2 8 ' 2 T 2 /•<*•> 
2 « > " 
~ 4E ( 7 ) 

(voir (34)), d'où — d'après (23) — l'inégalité (30). 

Soient F\(£), F2(Ç), G'(f) trois fonctions continues, positives et non 
00 

croissantes pour f > 0; supposons les séries 2 n~* ^j(n) (î = ->> 2 ) , 
H == 1 

OO 

2 w. 0(7?) convergentes; supposons enfin qu'il existe un nombre k>0 tel 
n --•--• 1 

que l'on ait %j*\ < k pour f > 0, j = 1, 2") (donc k = c^FV F2)). 

Pour q > 0, / = 1. 2 posons 

J ; ( P - 7 ) " J7 + " V - <7 + <72 / " 

A - ( » « 7 . - p ^ ( 9 ) V,FAq) 

Pour simy)lifier les notations, nous posons 

F.(() =-- .F.(f ), «/.(p. q) = «Mp, ?), À-„(p, q) = Kt(p, q), 

si n > 0 est un nombre impair et 

-?,(!) = Ft(Ç), J„(p, q) = Jt(p, q), K„(p, q) = K2(p, q), 

si ri > 0 est un nombre pair. 

m r> i v iogFrHt) log k 
18) On a donc lim sup < 

f.+oo log f — log 2 

< 00. 
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Nous allons maintenant choisir deux suites __, J2, . . .,..., . . .; z4, z6, 
. . ., zn, . . . de manière que les conditions suivantes soient satisfaites: 

Conditions A.17) 

h > c4(^i), h > c4(Ft), t2 > /_, FM < 1, F2(t2) < 1. (Al) 

K < . > *n> K r> > M a x **(Fn. r) (n > °)- (A2) 
1 r-2.„ 

TH M > Tn -, ^F ^n.2) > 
/ n - 2 2 

Lғu\^ l ť"-22 

4 ^ ' " ' ^ г u / V s . V í ) 
4 -*'»('») < .... _, l"72 . (» > 2>- (A4) 

1 -,_ ( 2 * „ , . ( / . . , ) > _ ( n > ( ) ) ( A 5 ) 

NA' . „ i i 

KO 1 HW.- .____ 

t»n2 l-p»Wh tnvl 15< .„ V ' 

4 TO.)...y,_,(.v..,))- ^ 
/„ ^ 2»-»(3200_--)»+V_,(*i- • - in-i)2 — 

y * < '«n pour a; ̂  1. r. > 0.18) (A8) 
f » i i<'n + i) 

- _ .. « ; - r 
'« f 1 

1 Giz ) 4 
z„+, > z». o(z„) < 1. o(z„) < , » « . . ' : > 7* ' . (A 9) 

iu_t „ Zn -- fi + 1 

.2 **<*>< i ^ ï . <»>=*>• 
Un tel choix est évidemment possible; car les ,conditions A" sont 

évidemment satisfaites, si tl est ,,assez grand" et si la suite 

l\i h> *3> ^4» ~ 4 , *5> - 5 ; ^6' ZQ> *!' • • • 

croît ,,assez vite". Nous allons maintenant définir, pour chaque n > 0, 
les ,,couples" et les ,,intervalles" d'ordre n et, pour n > 2, aussi les 
,,intervalles élargis" d'ordre n. Pour chaque n > 0, chaque couple d'ordre 

17) c4, c5 s on t définis dan s le L e m m e 3. 

18) (A8) est vrai pour *n + 1 >r,1 1(F1 , F2); car ^ ^_ * + / 
dи 

*7 
r*/.+i<Wi ) 

. 2 

Vf-L 
* r t + J

a 

— 1 -f- log _ — 0 ( I o g t „ + 1 ) (vo ir la remarque 1 8 ) ) . 
-w + l ( 'n + l ) 
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n sera un couple [_o, q] avec {p, q} = 1, .̂ <I _/ < 2£n. Si les couples 
d'ordre n sont définis pour un certain n > 0, on appelle ,,intervalles 
d'ordre n" tous les intervalles Jn(p, q), où [p, q] parcourt tous les couples 
d'ordre n\ si n > 2, on appelle ,,intervalle élargi d'ordre n" chaque inter
valle de longueur 

1 __'.__!_._. _, _L (35), 
2 <,-_*•„__(<»__) 7 V l J o ; 

qui est concentrique avec un intervalle d'ordre n. Remarquons que la 
longueur de Jn(p, q) (si [p, q] est un couple d'ordre n) est égale à \Fn(q) q~2 

et que 
1 Fn(tn) 1 Fn(q) 1 Fn(tn) 1 
8fc "<7~ < "2 F " = 2 1 7 " < j - <» > °) <36> 

(dans la dernière inégalité, on suppose n > 2). 
Pour n = 1, 2 on ne définit qu'un seul couple d'ordre n: ce sera le 

couple [1, tn]. Evidemment, Jn(l , tn) (n — 1, 2) est contenu à l'intérieur de 
l'intervalle <0, 1>. 

Pour n > 2, nous procédons par induction. Supposons que les 
couples d'ordre m (et, par suite, aussi les intervalles d'ordre m (m > 0) 
et les intervalles élargis d'ordre m (m > 2)) sont définis pour 1 <\ m < n19} 
et que les intervalles élargis du même ordre m (2 < m < n) sont disjoints 
deux-à-deux. 

Soient 7 \ Z2, . . ., I1 tous les intervalles d'ordre n — 2; soit 1 ^ 
<^ d <L l, Id^ Jn_2(p, q). Désignons par <3Qîd l'ensemble SîJldu Lemme 3, 
où l'on pose tn au lieu de t, Fn au lieu de F (on peut appliquer le Lemme 3, 
car cA(Fn) < tn__2 <±q< 2Jn_2, tn > c5(Fn, q) d'après (Al), (A2)). Les 
éléments de l'ensemble 9Jïj + (3Jl2 + • • • + ?$/ seront appelés les couples 
d'ordre n\ par là sont définis aussi les intervalles et les intervalles élargis 
d'ordre n. Observons (voir la condition 2 du Lemme 3) que chaque inter
valle Itl — Jn_2(p, q) d'ordre n — 2 contient au moins 

1 *V-22(g) , 2 . _ _ 1 _ __.-•__(**-,) 2 

2ÔÔ ~~~ n > 3200*» In-? n { ' 

intervalles d'ordre n; ensuite que 

_ _ _ _ _ tn-S < 1 t __ 
Tn 2 tjFn-2(tn-2)= 2 tn*Fnl2(q) ' 

Donc (voir la condition 4 du Lemme 3) les intervalles élargis d'ordre n 
sont disjoints deux-à-deux et chacun d'eux est contenu dans un intervalle 
d'ordre n — - 2. De plus, chaque intervalle élargi d'ordre n contient préci-

-•) Chaque couple [p, q] d'ordre m satisfaisant aux conditions {p, q} — 1, 
tm ^ q < 2tm. 
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sèment un intervalle d'ordre n et, inversement, chaque intervalle d'ordre n 
est contenu dans un intervalle élargi d'ordre n. 

Ayant défini ainsi, pour chaque n > 0, les couples, intervalles et 
(pour n > 2) intervalles élargis d'ordre n, considérons le plan euclidien, 
dont les points seront désignés par [0lf 02]. Posons (j) ~ 1 pour j = 
= 1, 3, 5, 7, . . . et (j) — 2 pour j = 2, 4, 6. 8, . . . A étant un intervalle 
d'ordre n (n > 0) et B un intervalle d'ordre n + 1 nous allons appeler 
.,rectangle d'ordre n" l'ensemble de tous les points [0V 02] tels que 

ew<A,9lH„)eB.«>) (38) 

De même. A étant un intervalle d'ordre n (n > 1) et B un intervalle 
élargi d'ordre n -f- 1, l'ensemble de tous les [0lt 02] avec (38) sera appelé 
un ,,rectangle moyen d'ordre n". Enfin. A étant un intervalle élargi 
d'ordre n (n > 2) et B un intervalle élargi d'ordre n -f- 1, l'ensemble de 
tous les [0l9 02] avec (38) sera appelé un ..rectangle élargi d'ordre n". 
Nous avons ainsi défini les rectangles, rectangles moyens et rectangles 
élargis d'ordre n pour chaque n > 0 resp. n > 1 resp. n > 2. On voit 
que chaque rectangle élargi d'ordre n contient précisément un rectangle 
moyen d'ordre n et que chaque rectangle moyen d'ordre n contient 
précisément un rectangle d'ordre n. Inversement, chaque rectangle 
d'ordre n (n > 1.) est contenu dans un rectangle moyen d'ordre n qui, 
à son tour, est (pour n > 2) contenu dans un rectangle élargi d'ordre n. 
Les rectangles élargis du même ordre n sont disjoints deux-à-deux 
(n > 2); la même remarque s'applique aux rectangles moyens d'ordre 
n (n > 1) et aux rectangles d'ordre n (n > 0). Enfin, chaque rectangle 
moyen d'ordre n (n > 1) est contenu précisément dans un rectangle 
d'ordre n — 1. 

Il existe précisément un rectangle d'ordre 1; chaque rectangle 
d'ordre n contient au moins 

1 * n2(tn) 2 m v 

rectangles d'ordre n -f- 1. 

Soit Vn la somme de tous les rectangles d'ordre n (n = 1 . 2 , . . . ) ; 
donc Vt D V2 D V3 D . . . et les ensembles Vn sont fermés, non vides et 
contenus dans le carré 0 < 01 < 1, O < 0 2 < 1 . Posons, dans tout ce 
qui suit, 

V= F , ! ' / , . . . 

20) Donc: si n est un nombre impair, QY parcourt mi intervalle d'ordre n 
et Q2 un intervalle d'ordre n -f- 1; au contraire, si n est un nombre pair, G2 par
court un intervalle d'ordre n et Sx un intervalle d'ordre n -f 1. 
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Remarquons que chaque rectangle d'ordre n (n > 0) contient au moins un 
point de l'ensemble V. 

Lomme 4. Si [0l7 02] € V, alors 0j (j = 1,2) admet l'approximation 
Fj(Ç) f ~2, mais n'admet pas l'approximation ,î-P7-(f)f~"2. 

Démonstration. Pour chaque / '^>: 0, <9X est contenu dans un inter-
valle -/gz+i (i°2n p Ï2/4-1) t o r d r e 2 / + 1 et 0 2 est contenu dans un 
intervalle t/2/.f2(/>2/.f2. (/2r,.2) d'ordre 2/ + 2; donc 

^ ( ? 2 t : j ) 

?2M>2 

pour j --• 1,2; / --- 0, ] , 2, . . . D'autre part, soit s > q2\ alors il existe 
deux nombres / >̂ 0, m i> 0 tels que qn . - <±s<q.M]Z, q.lm^ >^8<<I>m • 4-

On a donc (voir la définition de 9DÎ,/ et le Lemme 3) 

J>1 . AVtl ,-:,> lu f3) A' i fc *) = Jlm^hhm ; 4» <Z2m-f 4) ^ f o *) = 0 

pour chaque r, donc 

pour / -- L 2 et pour chaque couple r. s avec s > (72. 
Dans tout ce qui suit, on va désigner par M(xx, x2, x0) Veneemble* 

de tous les points [©,, 02] avec 

0 < 0, < 1, 0 < 02 < 1, | 6 ^ + <92:r2 + «r0 | < G(ar), 

oùa; = Max ( | #, |, | #2 | ); on ne va considérer que des valeurs xx, x2i x0. 
telles que xxx2 + 0. M(xx, x2, x0) + 0 et l'on va toujours désigner par x le 
nombre Max ( 1 ^ 1 , 1 r2 | ). 

Lemme 5. Soient xx, x2, x0. n des nombres entiers tels que xxx2 + 0, 
n ^ 4, z„ <Ç x < zrt.H . Soit N le nombre des rectangles d'ordre n qui sont 
coupés par l'ensemble M(x1. x2, x0). Alors on a 

Uтn. #(n) X < Max(бT n . 6T Л 

x 

(Tn est défini dans (A3).) 

Démonstration. Soit 7 un rectangle d'ordre n tel que 
7. M(xx, x2, x0) + 0; soit [rjv tj2] le centre de 7 et soit K le rectangle 
élargi d'ordre n contenant 7 (donc concentrique avec 7). Il existe un 
point [0X, 02] tel que 

I X(n)&(n) + X(nrl)&(nr\) + X0 | = | #1*1 + #2*2 + X0 \ < G(z), 

I ©0) — m I £ ! F Ah) ' r 2 (/ = n. n + 1) 
(voir (36)). Définissons le point [Ci, C2] P a r l e s équations 
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C(n+1> = "(n M)' X(n)^(n) + x(n\-\)^(n\ I) + ^0 = = ^ > 

d'où 

I #( , . ) — (,(W) I < , , • 
ix(»i) i 

ICoo — %,,!< * W / n - H O W I ^ ) ! - ^ 4 n(/w) V-" + 1ô_îji<5jr| 

(40) 

(voir (A9), (A4), (A3)), 

I C<» + D — »/(»H) I _̂ - -T--^»t-i('n + i)'iiM'""2< r-r —• (41) 
4 ' > I M f l 

Mais K est l'ensemble de tous les points [©-., 6*a], oii (9(;) parcourt 
/ 1 1 v 

l'intervalle i]{j) — -^ - , rj{j) + ^ . (? = n, n -f 1), donc (voir (40), (41)) 

[Ci, C2] € K. Le segment composé de tous les points [0V 02] avec 

z A + *,©, + xo = 0, [©!, ©2] € K (42) 

contient le point [Ci, C2]« S'il contient un point de la droite 0{n) = rjin) — 

~ffîn °U dC ^ d r ° i t e &{n) = ^ + 2_V ^ longUeur 6St > \2 ~~ 

— ) > ; dans le cas contraire, le segment (42) contient un 
«-* / -*• n 41 n 

point de la droite 0{n . 1} = rj{n.. I} -f ._, ; le coefficient angulaire de la 
- -- n +1 

X 

droite x1S1 -f „26>2 -f x0 — 0 étant -, la longueur du segment (42) est 
x2 

>(i_H_Ll/1 + /*»-+i.)\ ,> V ^ . 
^ \ 2 5/T- + 1 l

 + \ x(n) ; > 4Tn + 1 | x (n) | 

Donc: la longueur du segment (42) est, dans tous les cas, 

> A = M i n ( — , V 
\4_Y 4Tn,rl\x{n)\] 

La longueur totale du segment 

*!©! -f x202 -f x0 = 0, 0 < 01 < 1, 0 < 6>2 < 1 

étant <i j /2 < 2, on a évidemment 

N <; V_ 1 < Max UTH. 6Tn + J *{H) '). 

Lcmme 6. Soient xv x2, x0, n des nombres entiers tels que xxx2 4= 0, 



2 2 Vojtôch Jarnik: 

n^ 4, zn <^ x< zn+i. Soit R le nombre des rectangles d'ordre n + 2 
qui sont coupés par M(x{, x2, x0). Alors on a 

R < MTn + tTnA 3 Max IT%. Tn + 1 ' *
(w) ') . Min F'{ii) °{x) . 

\ x I } ».«+i *,-8| z ( , + l ) | 

Démonstration. Soit / un rectangle d'ordre n qui est coupé par 
M(x1, x2, x0). Soit g le nombre de tous les rectangles d'ordre n + 2 qui 
sont contenus dans / et sont coupés par M(.c1, x2, x0). 

Le rectangle / est l'ensemble de tous les points [0X, <92], où 0(j) 

(j = n,n + 1) parcourt un intervalle <«x-, /Sy) d'ordre /, dont la longueur 

(voir (30)) est > ^ et =< 4
 ?VF. Désignons par Z1, /2 , . . . , / ' 

les rectangles moyens d'ordre n + 1 qui sont contenus dans / . Chaque F" 
est l'ensemble de tous les points [0X, 02], ou 0{tH.u parcourt l'intervalle 
<an+i> 0n.-i) e^ ®(»H 2)—' ®(M) u n intervalle élargi d'ordre n + 2 

«V» Pn?ù te longueur - — - ^ (voir (A3)). Enfin, chaque 

rectangle élargi d'ordre n + 2 , contenu dans / m , est l'ensemble de tous 
les points [Gl9 02], où © (n+2) = ©(M) parcourt l'intervalle <*<,% /ft*^) 
et @(n + 3) = ®(n 11) u n intervalle élargi d'ordre n + 3 de longueur 

1 _ w 
-Pn + 3 2 ' n 4- 3 2 -̂  n -H 1 ('n +-1 ) 

Posons r = [(/?» + i — a n + 1 ) :Tw+a]; on a (voir (A5)) 

rp i o \ -^ * -ffn+-i(ín + i) /-- . 0 
Jn+-2VP« + l «n + i j > _ J n f 2 > z ; 

8 A? / n + i 
ďoù 

1 < /?» + ! ^n + i ^ %z 

I n 4 2 *̂ J « + 2 

Divisons ensuite chaque Im en r rectangles, où chaque rectangle est 

l'ensemble de tous les points [0X, 02] tels que ©(n + 1) parcourt un inter

valle de longueur Pn+l~*" + 1 et <9(n+0) = 0{n) l'intervalle <^ ( ,% ftÇg); 
r 

désignons ces rectangles par Zx, Z2, . . ., Zrl. 
Si -M(al5 a;2, .r0) Zt + 0, alors il existe un point [0X, 02] e Zt avec 

| xx0x + x202 + x0\ < G(x); on aura donc (les longueurs des côtés de Zt 

étant < 2:T~1
2) pour chaque [0X, 02] e Zt 

I * A + x202 + .r0 ] < G(x) + 4*T , 
Z n+-2 
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donc 
| X& + x202 + j^J < 2G(x)*1) (43) 

O'est-à-dire: soit B l'ensemble de tous les points [0-, 02] e / avec (43); 
alors, si Zt M(x1, x2, x0) + 0, on a Zt C B. Mais Taire de B est 

< Min l F'{,'] 4 ( ? ( X ) 

'j „,„+. 2 t2 \XU + 1)\ 

(car, pour ; — n, n + V [01? <92]
 € -B, le nombre @(;) reste dans l'inter

valle <<%,-,/?,•> et, 0 ( ; ) étant donné, 0 ( ; + 1 ) est contenu, d'après (43), 
dans un intervalle de longueur 4G(x) . | Xy+l) |— 1) . L'aire de Zt é tant 
I> -?V+2> Ie nombre des Z t coupés par M(xx, x2, x0) est 

<;2Min mÙWLT^. 
j-n.n+1 J;

2 | » o + 1 ) | 

Ensuite, chaque Zf coupe évidemment au plus 

%Tn+3 2 4TnH 3 

I n + 2 --• n + 2 

rectangles élargis d'ordre n + 2 (dont chacun contient précisément uri 
rectangle d'ordre n + 2); donc 

ç < 8 M.» ^ M r ^ r . . . 
; = n,n + l fy» |#<;M)I 

Enfin, d'après le Lemme 5, le nombre des rectangles d'ordre n qui sont 
coupés par M(xlf x2. r0), est 

<Max((v7V GTn + 1 Uтn. втn+1 І ^ I V 

ce qui achève la démonstration. 
Jusqu'à la fin de cette note, soit (pour n >̂ 4) Mn la somme de tous 

les ensembles M(xx, x2, x0) avec x1x2 =t= 0, zn <^ x < zn ; 1 . 

Lemme 7. Soit n >. 4; soit Dn le nombre de tous les rectangles 
d'ordre n + 2 qui sont coupés par JHfn; alors on a 

FV^-Fn + ̂ n + i ) ™ ^ W f t - ) ^ n + i2(<n + i) tn + 2Hn + s
2 

*n n̂ *n +1 

Démonstration. D'après le Lemme 6, on a 

Dn £ 1\ + E2 + zv 
4# -Pn + 2 -* n + 3 

<m r. G ( * ) G(«n+i) 4 
21) Car, pour x < zn + v on a > zTlf. > ( v o i r (A9)). 

'r zn + i -*n + 2 
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où Zlf E2, .Tg sont définis de la manière suivante: 

y _ m Fn.Vl(tH+i) y G(x) 
l~~ vl t / « x~* 

H n - ! - i - ^ 

où la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de .r-, .r2, :r0 

telles que Tn,, | x(n) | ^ ï > ; 

J^C») G(x) 
Z*2 - - J n - _ - j , 

-V K(iHi) i 

où la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de xlf x2f x0 

telles que 

T I /*. I _-- rP * X(n) <r" ^ » - u ( ^ n + l ) 

^ ( f l l l ) ' n - f i 

(donc \x{H)\ < |a, ( | l + 1) | == .r); 

7T -P\i + i(-V. 1) r #(#) 

' n + 1 I a*<n> I 

où la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de xv x2, x0 

telles que 

-fn + i(*n + i) 
^> 

#(n + i) 
î ' , i , | . r W | < Г л X(n) 

> 

Remarquons: x étant donné, on a ou bien xx =- ± x, 0 < | r2 | f_ x 
(ce qui donne 2x valeurs possibles pour x2), ou bien x2 = - j : x, 0 < 
< I xi ! _i s; d'autre part I .r0 | < I xx \ + | .r2 | -f G(x) < 2x + 1 (car 
(?(JF) < 1 d'après (A9)), ce qui donne au plus 4x -f 1 < 5x valeurs 
possibles pour x0. En tenant toujours compte des ,,conditions A", on 
peut calculer comme il suit: 

Zx < 4 0 T n , 1
 F» + M* + J y x G(x) 

Tn + i zn^x<zn + A 

40 ^ Fn(tn) Kn + i(̂ n + i) / _ _ _ _ __. M . 
loi) / ' < 

12000 tn \ 12000 

ад.) v ,ад „ -w--н) Ą ^ г ,

я

x "v'"/ 2 
/ 2 ^ -Г / • 2 

X . І)X 

n л --*л f 1 
1 V /n \ ^ * Fn(tn) -Fn + i('n + i) 

W v >-*„,, 150 t., 

Enfin, on a (dans I3, on a 7 ,

n + 1 | x(n) | < T,,.?, donc (voir (A3)) 

l*X-)l < - J » d ' O Ù l *(» + !) 1 = x) 
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Z3ÛTnln±A^}) ^ 20xG(x) _ j 
* n + l 2 n ^ < z n + , 3"^ + l(«n + l ) 

л + ľ 

< 4U ř„ + j < 
t"» + i г ir.0 ťn 

ce qui achève la démonstration. 

Pour n _> 4, posons 9DÎ- = 2 Mm (donc SO^ =- 0). 
л -1 

m=4 

Lemme 8. Soit n _> 4; soit .Tn le nombre des rectangles d'ordre n + 1 
qui ne sont pas coupés par l'ensemble 9[)în; alors on a 

rn^Kn, (44) 

où 
_ (1W...-?,.(<-.))• , , , , 

-"•n — , 7" t-n + i ^ + 2 > 

2^4(3200P)%2*2
2 (^...k)2 

donc F,, > 0. 
Démonstration. Il existe précisément un rectangle du premier ordre 

et chaque rectangle d'ordre n contient au moins 
1 -Vft .) , 

— """" a *n + 2 
3200&2 tn* 

rectangles d'ordre n + 1 (voir (39)); donc (44) est vrai pour n = 4. 
Supposons donc que (44) soit rempli pour un certain n _> 4 et remarquons 
que <3D?n+1 = 9JÎ- + Mn. Le nombre des rectangles d'ordre n + 2, non 
coupés par l'ensemble <?0fl/I, est au moins égal à 

j-i 1 Fn + i2(tn + i) . 2 ^> 1T 1 ^ n + i 2 ( £ n + i ) . 2 _ o JT i n r . z — r ; . — î n + 3 =_= A n — — — , in+* — -5An+_, 
3200k2 *n + 1

4 3200k2 Jn + _4 

parmi ces rectangles, il y en a (voir le Lemme 7) au plus Dn qui sont 
coupés par Mn\ mais d'après le Lemme 7 et d'après (A7), on a 

^4F n
2 ( ( n )F n + 1

2(^n + 1) 
L\i < —-- ^n + 2 *n + 3 < A n + i« 

'n *n + 1 

ce qui achève la démonstration. 
00 

Lemme 9. V - - 2 3 /m =4= 0. 
m 4 

OD 

Démonstration. Dans le cas contraire, on aurait Vc 2 M*n> ' e s Mm 
m-=4 

étant ouverts et V étant fermé et borné, on pourrait trouver (d'après le 
n—1 

théorème de Borel) un n>4 tel que VC 2 Mm^^n' Chaque rectangle 
m = 4 
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d'ordre n + 1 contenant au moins un point de V9 l'ensemble 3D?n coupe
rait tous les rectangles d'ordre n + 1 ; on aurait donc Fn = 0, ce qui est 
impossible d'après le Lemme 8. 

Pour achever la démonstration de la deuxième partie du théorème 4, 
ao 

choisissons un point [Ol9 02] e V— 2 Mm (il existe un tel point, d'après le 
w i - 4 

.Lemme 9). Pour chaque xl9 x29 x0 avec xxx2 + 0, Max ( | x1 |, | x2 \ ) = 
= x 2l z4, on a 

I xx0x + x262 + x0\^ G(x)9 (45) 

d'autre part, d'après le Lemme 4, le nombre 0j (j = 1, 2) admet l'appro
ximation Fj(Ç) f—2, mais n'admet pas l'approximation iFfê) f—2. Donc, 
les nombres 0l9 02 sont irrationnels, d'où 

y0x + z = 0 => y = z = 0, y02 + z = 0 => y = z = 0; 

d'autre part, d'après (45), 

xxx2 4= 0, a-j©! + x202 + x0 — 0 => 

^> tt-Z^^-l #= 0, | X1Z^01 + X2ZA02 + XQZ} I = 0 < G(xzA) 

"=> X^^ =z-: ^ 2 ^ 4 — •^0^*4 ~~~ ~~^ 1 — *^2 — *^0 ""̂  ' 

donc les nombres 0l9 02 sont indépendants. 

RÉSUMÉ-

Soit y(0l9 . . ., 0n) la borne supérieure de tous les nombres f}9 pour 
lesquels l'inégalité 

1 xlel + . . . + xn0n + x0\< x-* 

(où 0 < Max ( | xx |, . . ., I xn \ ) = x) admet une infinité de solutions en 
nombres entiers xl9 . . ., xn9 xv. En ajoutant la condition xxx2 . . . xn -4= 0, 
on obtient la définition de y'(0l9 . . ., 0„). Dans la note actuelle, on déter
mine les bornes précises de y(0l9 02) et de y'(0l9 02)9 les nombres y(0x)9 

y(02) étant fixés d'avance d'une manière arbitraire. 
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