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VIIL

Sur les solutions approchées de I’équation
x,0, + x,0,+ x,= 0 en nombres entiers x,, X., X,.

Par VOJTECH JARNIK, Praha.
Dédié & la Mémoire d’Edmund Landau.

(Présenté le 11 mai 1938.)

§ 1. Introduetion.

Tous les nombres de cette note sont réels. les caractéres latins mi-
nuscules signifient toujours des nombres entiers. Par le symbole =,
nous allons désigner I'implication logique, c¢’est-a-dire A = B signifie
que A entraine B. Soient donnés » nombres 6,, ..., @, (n > 0); alors
A (0, ..., 0,) signifie la borne supérieure de tous les nombres £, pour
lesquels le systéme de n +- 1 inégalités

| Pl |

‘6‘),"~— T—-(1=1.....n). §]

} ¢ |7y ( b a=
possede une infinité de solutions en nombres entiers py, . . ., p,, ¢. D’une
maniére analogue, soit y (6,, ..., 0,) la borne supérieure de tous les

nombres f, pour lesquels les inégalités
|40, + ...+ 2,0, + x| <’ x>0

(ot Pon a posé x = Max (|, |.....|x,|)) possédent une infinité de
solutions en nombres entiers x,, ;. ..., z,. On sait que 1+ 1/n <
Tx(O,....,0)< 0. <y (O,,....0,) < o et I'on a évidemment
y(0) = x(0) — 1.

v(6)), A(0,) étant donnés, on peut déterminer les bornes suivantes
pour x(6@,, 6,)!):
3 2(0) 2a(6,)

Ma_\-(.2 ol e l) < 2(6,. ;) < Min (x(6,). (6)).
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Et ces bornes ne peuvent pas étre remplacées par des bornes plus
précises, comme le montre le théoréme suivant:

Théoréme 1.!) Soit 2 < x; < 0. 2 < a, < o0; alors il existe deux
nombres indépendants?) O,, O, e! deur nombres indépendants n,, n, tels que

a(0,) = a;. x(0,) = x,. x(6,. @) = Max 3 2n_ 2w ). (1)
1 1 2 2 1 2 2.-X1+1‘0(2—!-1’

a(m) = x1. a(ne) = 9. (1, 7)) = Min (x;. ). (2)

Ici, nous nous posons le probléeme analogue pour y(@,, 6,), le seul cas
intéressant étant celui des nombres indépendants. On a évidemment

Max ('x(@l) - 1: ‘x(@ﬂ) - 17 2) é ‘}’(91, @2) é 0 (3)

et nous allons démontrer le théoréme suivant qui montre que les bornes
données par (3) sont précises:

Théoréme 2. Soit 2 < oy < 0, 2 <y < 0;3) alors il existe deux
nombres indépendants @,, O, et deux nombres indépendants n,, n, tels que

(0,) = x,, a(0,) = g, Y(0,, ) = Max (x;, — 1, a; — 1, 2); (4)
a(m) = oy, &(ng) = &g, y(m, m2) = 0. (5)

Mais la question, résolue par le théoréme 2, peut étre posée d’une
autre maniére qui me parait plus naturelle. x(@,), «(@,) étant donnés,
on connait d’'une maniére assez précise 1’allure de la forme x,0, + z,0, +
+ x, pour 2, = 0 et pour z, = 0; il est donc naturel d’étudier cette forme
sous la condition supplémentaire x,z, < 0. Définissons donc: 6,, ..., 0,
(n > 0) étant donnés, soit 9’(6,, . . ., 6,) la borne supérieure de tous les
nombres f, pour lesquels les inégalités

|20, + ...+ 2,0, + 2| <a? zz,...2, =0

(o1 I'on a posé x == Max (!z,|,...,|x,]|)) possédent une infinité de
solutions en nombres entiers z,, zy, . . ., z,. Si 6,, @, sont deux nombres
indépendants, on sait que

2<79'(6,,0,) £ . ) (6)

1) V. JARNIK, Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 89 (1932), p. 403—438.

3) Deux nombres ©,, ®, sont appelés indépendants, si x,0,+1,0;4 2=
=0=>2,=x,=2,=0.

3) Pour éviter des complication: purement techniques, nous ne considérons
que le cas «; <<oo (=1, 2).

4) C’est un cas particulier du théoréme 3 de mon article Uber die an-
geniiherte Losung der Gleichung z,0, +...+ z,0, + z, = 0 in ganzen Zahlen,
Casopis 66 (1937), p. 192-—205. Mais la démonstration de ce cas particulier
étant trés simple, je vais la réproduire ici.
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Pour démontrer (6), il suffit évidlemment de montrer qu’a chaque t > 3
on peut faire correspondre quatre nombres 1. x,. r,. I, tels que

T2ty 40, |00 + 2,0, + x| < 207F < 18xF 9)

(ot T'on pose & =~ Max (la, ], |xy]) et de méme dans la suite y =
=Max(|y |, ¥2]). 2= Max (]z | |2])). Soit done ¢ > 3; il existe
trois nombres y,; tels que®)

Wy =L0<ySt O + 9O+l <t =y (7
Si y,y, = 0, il suffit de poser T = ¢, x; = y,. Soit donc p. ex. y, = 0 et
posons ! 4,0, + y, | == v * (donc T > 1). Il existe trois nombres z; tels que

{Zo,zl,za}: 1, 0<2§_[T]+l<2t_
|26) + 20 + 20| < (7] + D2 < v

Si l'on avait z, = 0, on aurait — d’apreés (7), (8) et d’aprés la défi-

(8)

nition de v — d'une part %’#z—o, d’autre part |ypz, — 92 | <
1 1

<(|la|+|wnl]) T <3t !<1 — contradiction. Donc z, % 0; po-
SONS T, = ¥, + €2), Xy = €25, Ty = Yo + €%, Ol € = 4 1 est choisi de
fagon que z, + 0; alors on aura

T oy, £ 0, x <31, |[2,0, + 20, + 7, | < 2777 < 18z %

Et nous allons montrer que 1’on ne peut pas remplacer (6) par des
inégalités plus précises, méme en fixant d’avance les nombres ~(6,),
a(6y):

Théoréme 3.3) Soit 2 < &; < 0, 2 < &y < ©; alors il existe deux
nombres indépendants ©,, O, et deux nombres indépendants 1, n, tels que

(@) =x(m)=01, x(Og)=x(ng)=24, ¥'(0,. O3)=2, y’'(n,. 7s)= 0.
On a évidemment
7(6,, O,) = Max (x(6,) — 1, x(@,) — 1, y'(6,, 6y)),

donc le théoréme 2 est une conséquence immédiate du théoréme 3. Notre
démonstration du théoréme 3 (qui présente quelques analogies avec celle
du théoréme 1) sera tout-a-fait élémentaire, mais assez compliquée. La
démonstration du théoréme 2 serait beaucoup plus simple, mais j’ai déja
expliqué pourquoi le théoréme 3 me parait préférable au théoréme 2.
Remarquons que ’existence des nombres indépendants @;, @, possédant
les propriétés (4) est une conséquence immédiate du théoréme 1 et d’un

8) On a alors x —» 00 pour ¢{—>00.
%) Par {a,b, ...,c} je désigne le plus grand commun diviseur de a, b,...,c.
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théoréme bien connu de M. Kuisrenine?) (,,Ubertragungssatz®), d’apres
lequel on a toujours
. 29(6,. 0, + 2
x(@,. @) - V71
PR (6. 6y) + 2
done
3

PO O) = —2 4, (6. @)
= 1- 72

si A (60),. O,) < 2.
Soient, en effet. ©,. @, deux nombres indépendants avec (1) et soit
p-ex. 2 < oy <Ly < 00, done (6. 6,) < 2; on aura donc

9

7(0). 0,) < — 2 4 B g\
--~-Md\( 2u )
vy 41 2

== — 2 4+ Max (v, 4- 1, 4) = Max (v; - 1, xy, — 1, 2);

mais cette inégalité, combinée avec (3), donne (4). Mais, pour démontrer
le théoréme 3, on ne peut tirer aucun profit du théoréme 1.

Au lieu de démontrer le théoréme 3. je vais démontrer un théoréme
plus général, mais dont la démonstration n’introduit aucune difficulté
nouvelle. ¢(£) étant une fonction positive pour & > 0, nous allons dire
qu’'un nombre @ ,admet 'approximation ¢(&)*, si l'inégalité | @ —
— piq | < ¢(q) posséde une infinité de solutions en nombres entiers
q > 0, p. Alors le théoréme en question s’énonce comme il suit:

Théoréme 4. Sotent F(&) (j = 1, 2) deux fonctions continues, posi-

€N
tives et mon croissuntes pour & > 0 el supposons les séries > n™"' Fi(n)

n=1
(7 = 1, 2) convergentes. Supposons enfin qu’il existe un nombre k > 0 tel
Fy(&)
ue <kpour £ >0,7=1,2.
7 Fiep =" /

I. Soit p(x) > 0 pour x > 0. Alors il existe deux nombres indépen-
dants ©,, O, tels que O, (j = 1, 2) admet Uapproximation F(&) . &%, mais
n’admet pas U’ approxmlahon s Fi (&) . &% et que U'inégalité | (0, — 6,) +
+ x| < w(x,) posséde wune infinité de solutions en mombres entiers
2, > 0, x,.

7) A. KHINTCHINE, Uber eine Klasse lineaver diophantischer Approxima-
tionen, Rendiconti Palermo 50 (1926), p. 170—185; voir aussi K. MAHLER,
Neuer Beweis eines Satzes von A. KHINTCHINE, Matemat. Sbornik 48 (1937),
p. 961—962. Les nombres f;, f; de KHINTCHINE sont définis de la manicre
suivante:

1+
nAd By= Oy, 0 1 -—--;;ﬂ—’ SONT: -
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I11. Soit (&) une fonction positive, conlinue el non croissante pour

a
& > 0 el supposons la série Zn G(n) convergenle: alors il existe deux nombres
|
indépendants  OQ,. @, tels que O; (j-=1.2) admet Uapproximation
F&) . & * mais n'admet pas Uapproximation iF(£).& * et que les
inégalités
L0, + 0,0, + x| < G(a). xyx, =0

(oit Ton a posé v =- Max (! x,]. | x,|)) ne possédent qu'un nombre fini
(2 0) de solutions en nombres entiers xy. Xy .x,.

Le théoréme 3 est évidemment une conséquence du théoreme 4;
il suffit de poser. dans le théoréme 4, p(x) == ¢ 7. F(§) = & 7 (log &) 72
G(&) = (£ log &) = pour & > 0. j = 1, 2 et pour des grandes valeurs de &
et de compléter la définition de Fi* G d’une maniére convenable.

§ 2. Notations; démonstration de la premiére partie du théoréme 4.

Nous allons désigner par {«. b} le plus grand commun diviseur des
nombres «. h: par [+. ] le couple de deux nombres «, #; [+, f] va aussi
souvent désigner le point du plan, dont la premiére coordonnée est égale
a v et la deuxicme & f. <r. B) va désigner 'intervalle ~ < £ < 8. M. N
étant deux ensembles queleconques, M —- N (l(~slg|1e I'ensemble de tous
les éléments de M qui n‘appartiennent pas & N. La relation .M C N
signifie que M est un sousensemble de N: v e M signifie que + est un
élément de 2 N est I'ensemble de tous les éléments qui appartiennent
ala fois & .M et & N. Le symbole 0 signifie 'ensemble vide. Les enqemblcs
My My oM, sont disjoints deux-a-deux. «i 17 ¢ -2k -1 n=-
MM 00 Si N 90 nous allons dire que lenseml)le M mupe I'en-
semble .V ou que M est coupé par N. 4 et B étant deux ensembles de
nombres, nous allons désigner par 4 X B 'ensemble de tous les points
[@). O] tels que @y e A. O, e B. Pour n > 0. nous allons désigner par
g(n) le nombre de classes mod n. premicres avec n et par ;(n) la fonction
de Mobius.

ry désigne une constante absolue et positive. D'une maniére analogue.
Cgo(q) va désigner un nombre entier et positif, ne dépendant que du nombre
7: Coo(q. F') (g étant un nombre et F une fonction) va désigner un nombre
entier et positif. ne dépendant que du nombre ¢ et de la fonction F etc.
Lemme 1. &2 = > (¢(w) — jhw—3) > | &2
& w2

Démonstration (bien connue).®) g(w) = u Z d~' n(d); posons [&] = a;
d'w
pour £ — oc. on a
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x

S oew) =3 S udu(d) = Z/t(d) Z k

0w & w1 d'w
d
= i (d) —ﬁ = 1a'2 (d)d—2+
arlll 2d2 , Z/“
+ 022 3 m d- 2)—1—0(de ) = o(xlogz)~3_5f-
d=z+1 ?
~ 1 12 — 9 3 1
(w) — —_— Y~ =" p 41 22
¢ %ze(q(w) 323 ¢ 64 g 2 642

Lemme 2. Soient Fi(£) (j = 1,2) deux fonctions positives, nom
croissantes et continues pour £ > 0; supposons qu’il existe un nombre

k> 0 tel que F’((.‘Z?) <k pour £ >0, j=1,2 (donc k = cy(F}, Fy));

supposons les séries Z n ! F, i(n) (n =1, 2) convergentes. Pour ¢ > 0,
¢>0,¢>0 j= 1,2 posons
I a) = o+ 00 L PO
//ﬁ_Fi(Q), an Fia)
N? 3¢ 9 3¢
C(p, @1y Poy @2) = J1(P1, ©1) X Jo(P2s qa)-

Soit enfin y(x) > 0 pour = > 0 et soit R une droite dans le plan des
points [6,;, O,].
Alors, si py, q,, Ps, s sSONt quatre nombres tels que

Ki(P: q) =

. 1 Fi(q)) ¢2° :
i>cy(Fy. Fy) pour j =1.2. = < WV 22 gL, (9)

q; s(Fy1. Fg) p Y ik .2 Fulqn)
il existe six nombres entiers P,, @,, P,, @,, z,, ¥, jouissants des propriétés

suivantes:

Laoy>q, >q > ¢

2 {‘1@ Q'
4k QP  Fy(Q,)

3. C(Py, @, Py, @) C C(p1: 15 P o)

4. a) r,8 étant deux nombres tels que ¢, < s <@, on a
TPy Q) Ky(r, 8) = 0.9)

8) F. MERTENs, Uber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie,

Journal f. d. reine und angew. Math. 77 (1874), p. 289—338.

ro . - o
%) Remarquons: si —=—, 0<s8 <s, on a K8 CK,’,s’), donc
£} 8
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b) r,s étant deux nombres tels que ¢ <s<@, on a
Jo(Py, @z) Ko(r, 8) = 0.

5. C(Py, @), Pa. @) N = 0.

6. [0,. Os] € C(Py, @y, Py, @) = | 2)(0, — Oy) + 20 | << ().

=

<

a

Démonstration. La série > F(2") est évidlemment convergente et

n=1
I'on a Fj(§) - 0 pour & > o (j = 1, 2). Sans restreindre la généralité,
supposons que p(z) < 1 pour > 0. Choisissons cy(Fy, F,) = d de maniére
que
1 .

Fjd) <1, 21 zdF,(2¢)< oy U =1.2). (10)

Soient p,, q;. pa, ¢ quatre nombres avec (9); posons

P, 3 Fig) . .

=" 45 L8 =1, 9);

choisissons deux nombres rationnels 7, 7, tels que

Ini— &l <4 Filg)g2 (1=1.2)

et ensuite deux nombres z,. z, tels que

8¢, )
2y (n — 1) + % = 0, T, > ¢q;. ;> 16. 1, > Max A (10%)
i=1.2 Fj(g;)

Soit ensuite q un nombre premier tel que

@) _ 1 _ 1 )

donc ¢ > 2z, > 32.
4 T q 2

Posons
m = Min [q_F,(g_,)]’ donc m > 2;
i=12| 8¢ =

pour 0 < n<m, j=1,2 soit «;, =7, +nq ' et pour 0 n<m

soit 4, I'ensemble de tous les points intérieurs du carré {u, ,, ; ,41) X
X <a2,n’ a2,n+l>‘
Pour [0,, O,]e4,, on a

I 0’ - Cj l < * Fl(ql) q’.—~2 + 7n'q_] < ll F](q,) qi—‘_’,’

Jy(Py, @) Ky(r,8) &= @ = J (P, @) K, (r',8') = 0. On peut donc formuler la
condition 4a) comme il suit: 7, 8 étant deux nombres tels que g, g 8 << Q, et

’

. 1y . ’ ’ r
qu’il n’existe aucun couple [7’, 8’} avec — = :;, 0:<8’<<s,on a .J,(P,Q,) K,(r,8) =
s &=

=§; une remarque analogue s'applique & la condition 4b.
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done
A4, CC(py, q1s - q2)- (11)
D’autre part,
2x
[6,.0;] e Ay = | (0, — 0y) + 7, | < Tl < p(ay). (12)
Choisissons maintenant deux nombres 7, 7, de maniére que
1 . 7,2 7,2
T>69-7,>¢. < —1¢ (j=12). = 1) (13)
210 Fi(r))  Fy(ry)

et que, g; étant défini par

@ .
—=8t.11 (:1.2: 14
F;(p;) 1) 0 ) (14)
on ait
Fi(p)) < {q=' (j = 1.2). (15)

Pour 0 < n <m, j =1, 2 soit S;, I'ensemble de tous les couples
[v;. w; q] avec

1
vowiq) =1 1 < wig < 27, x5, + — <
{rj. wiq} i = g it %, wiq = wq =

Soit S, , le nombre d’éléments de S, ,; alors on a (voir le Lemme 1)

. = 1 I 7?
S g'. > 0'((;(w,) — g Wi—3) >3 q'z 12)
Doy !
o
et évidemment S, < 4729
Soit €, l'ensemble de tous les rectangles C(v, w,q. ve. wpq), ol

m—1
[v) wiql € €, . [0 upql € E,,; s0it €= > €,. Soit M, le nombre d’élé-
n=-0

ments de 'ensemble §,: alors on a M, > |7,21,2q .

Soit C'(vy, w,q. vp, wyq) le rectangle concentrique avec C(vy, uyq,
vy. w5q) € €, dont les cotés (paralléles aux axes des coordonnées) sont
1'(: qu_zs 1 qT2—2~

Soit j=1ouj =2 0= n<m, [v,wqle, Alorson a

1) Observons que 7;%(F(r:))—! — 00 pour t; — 00.

1) 9; peut 8tre défini si 7; est assez grand et I'on n g;— 00 pour 7;— 0.

12) En effet, w; étant donné, v, doit parcourir tous les nombres entiers
d'un intervalle de longueur w',—2, premiers avec w; et non divisibles par
q > 32
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éFi(wJQ) . (w)'Q)_2 é QF,'(‘I';) Tt < ||uqti_?':

v; 1 1 q
— — %n = - o o > v s
w;q wiq 27, 167;2
v; Fiwq) . 1 1 1
ai,n+|——’_-_’L’_qz).,=>___ Lo e > q L
wiq  (w,q)* Twiq  (wiq)? T 4r; T 167,
et si 'on a aussi [v';. w'iq] € S; v ~
' CLREDE j- iql € Ojn. u),}q p w4 .
on a
v’ & F,(wjq) q 1 q

wiq wiq  (wq)? T 42 177 8T
Done, pour C(v,, wyq. v5. wyq) € €,. on a
C(vy, wyq, V. woq) C (" (1. wyq. 1y weq) C 4, (17)

et les ensembles C'(v,, w, g, ¢, w,q) sont disjoints deux-a-deux.
Soit R, le nombre de tous les éléments de €, qui sont coupés par la
droite 9R; soit

WO, + A0, + Ao =0 (4% + A > 0)
I'équation de R. Choisissons « (@ = 1 ou @ = 2) de sorte que
PA ) =Max ([4 ] | Z])

et posons b %« (h = 1 ou b = 2). Soit K, 'ensemble de tous les points
[@, O] 4, tels que

A | A

7,2 7,2
l'aire de R, est au plus égale a

1 2 Ay LAy | 1/ 1 1
.- .-,q - A ) + ‘_2| <L | —— _+_ =
a 16{ 2,1\ 1,2 7,2 +\1? Ts
(en effet, @, ne peut pas quitter un certain intervalle de longueur q~
0, étant donné, O, est restreint & un intervalle de longueur

. _’.-’q...,, (_.il_ €+ |_;~2_l))

16 | 2,1\ 1,2 Ty

| 10, + 40, + 74| < 1“(.
)

! et

Si C(vy, wyq, vy, wyq) € €, est coupé par R, on a C'(v,. w,q, Vg, wpq) C
C R, (en effet, si 2,6, + 24,0, + 4, = 0, | 5, —0,|< \yqr; 2% on a

ql 2'1 I qi l ! ) . 1
[ 40, + 4,0, + 4 | < —16712 + l(ir; ); laire de C'(v. w,q, ve, wyq)
2

étant on a (voir (13))

98, 2. 2°
2°1,%7,
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R.<t
4

1 1 287,.27,2 1 1,%1,2
72 T2 Tt g gt
31 T2 q 8 9

Soit €', ’ensemble de tous les éléments de §, qui ne sont pas coupés
m—

1
par R; soit €' = Z ¢',;s0it M’ et M’ le nombre d’éléments de §’, resp.

n-=1{0
de §'; alors on a

’ J—
AMn == n Rn > rl( 712T22q "

1 2, 2 2.2 X
M >—-m 2! ‘iz > 1‘1)7'??3 Min F?(Q;) .
8 9 9% =12 G

Soit j = louj = 2;s0it ¢ = 2 pourj = 1, ¢ = 1 pourj = 2; soit P
Pensemble de tous les couples [r, s] aver ¢; < s < 21; et tels qu'il existe
m—-1 -

un couple [vj,w;qle> S, avec s <w;q, Jiv;, w;q) Kir,s) +9,

n=0

’
. . . rooor
mais qu’il n’existe aucun couple [7', s'] avec ¢; < &' < ¢, 5 = — (done,
. s s

[r, 8], [, 8'] é*ant deux couples différents de P, on a {—:{: ;;,). Soit P,

I’ensemble de tous les C'(vy, wy . vy upq) € €, pour lesquels il existe au
moins un [r, 8]e P, avec

g; S 8 < wjq, J(v;. w;q) Ki(r,8) + 0. (18)

Pour chaque ¢, soit 9P, , 'ensemble de tous les couples [r, s] ¢ P; avec
2t < s < 2 et soit ®);, I'ensemble de tous les C(vy, w;q, vy wpq) € €
pour lesquels il existe au moins un couple [r, s] ¢ P;, avec (18). D; resp.
D;, étant le nombre d’éléments de @), resp. de ®,,, on a

D, < 3Dy

Les relations (18), ou [r, 8] ¢ YP;, entrainent J; (p;, ;) K,(r,3) + 0

: . A i it 7 = -
(voir (11), (17)); donc p, =+ P2 (car, dans le cas contaire, on aurait r = p,

8 = q; d’aprés la définition de P, et 'on a Ji(p;. q;) Ki(p;, q;) = 9) et
g— + ;;q (car 0 < 8 < w;q, {v;, w;q} = 1); donc
1 1 _|p; v _ 1 Fis)  Filg) Filg)) . ]
2‘“9;<§E-—‘7—~? =3 @ T 9 <? gt ’ (19)
1 1 v 7| <« 1 F,‘(S) F,(w,q) F,(2‘)
_ — < 2 2
41;2t = wjqs w;q 8 1 =3 s + (wiq)? < 22t (20)
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Si Py, + 9, on aura donc

9 2t s
2t > . < 87j. d’ou 2t < p,. (21)
4Fi(q)" Fy2) v
Les inéyualités (19) admettent au plus

_q?__,_ 92ti2 4 ]
)

’
solutions en — avec 2! < s < 2''! et, r, s étant donnés, (20) admet au
P S

plus
Fy(2) 47
92 +
solutions en —— avec 7; < w;q < 27;. Enfin, ¢;, w; étant donné, I’in-
w;q =
)

dice n, pour lequel [v;, w;q] € S;, est déterminé d’une maniére uniforme
et S, contient au plus 47,2q % éléments. On a donc

Dy < (4F,-(2q]‘) gure | 1)(4Fj(2') 417;? + 1) kil
R W71

22t : q q2

Mais, pour nos valeurs de ¢, on a

4F(g;) 1 .
— LI on+2~ 1 (voir (21), (10)),
o Fiq) ( (21), (10))
4F;(2) 4 4Fie) 4 ¢ 1 1 1
g2t g of 64 F2(g) " q 4 oFjio))

(voir (21), (14), (15)), de sorte que

11 2%3 ;12 ¢

Fi(q; 1 Fig; 21,2 ... Filg)
D, < 212 qigg,") 7,27, Z F;(2t) < 511 q,;(z;) 7,27, < 1 %2 Min -2 qi
%

2> 1Fj(gj)
(voir (10), (9)).

L’ensemble €' — (®, + 9,) a donc au moins
v e Fig)

2893 jo12 g

M — (D, + Dy) >

> 0

éléments. Tl existe donc un n et quatre nombres v, w,, v,. w, tels que
0 n<m, [v, w;ale G, 1 =1,2),
C(vy, wyq, vy, w3q) € € — (D, + Dy). (22)

En posant P; = v;. @; = w;q(j = 1, 2), on voit que les conditions 1. 3, 6
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du Lemme 2 sont satisfaites (voir (10'), (13), (16), (17), (11), (12)}; de méme
les condition 4, 5 (voir (22), la définition de €', ;. I et la remarque?).
Enfin, on a
7,2 7,2
, = =" 1, < @ < 21
Fi(r;))  Fa(re) 5@ 1
donc (pour j == 1.2; ¢ =1,2; 7 5 j)

Fi(Qi) F; ;) . Fi(Qi)
o = e =% ge

d’ol1 la condition 2. Le Lemme 2 est donc démontré.

En conservant les suppositions et les notations du Lemme 2 et err
ordonnant toutes les droites ¥,0, + #,0: +- ¥ == 0 (y,2 + #,2 > 0) dans
une suite R;, R,. . . ., on peut définir (2 I'aide du Lemme 2) six suites

. = 9
T)],n-‘ ql,n’ p:.’,.n’ q‘_’,n’ xl‘n‘ :l‘l),;y. (" o ]7 ~y e -)
jouissantes des propriétés suivantes:

LO0<g, <¢.<...(J=12); a ,-> o pour n - .

o

CPiwr- Qs Powir 2y ) CC(py s Gins Pas 2.0)-
3. q1., S8 < Qi1 = TP 1 Qin ) Kalry ) = 05

oy =8 < 92 1 = To(Paysrs Qo 1) Ko(r,8) = 0.
4 C(Pry v Qi Poprr Qo) Ry = 0.

(01, @:] e Cp,, . Dinrts Pt Ton 1) =
l xl,n(gl - 02) + Ton | < ‘/'(‘rl.n)'

.C\

11 existe précisément un point [O;. 6,] qui est contenu dans tous lex
reCta’ng]eS C(pl,n‘ VINE Pz‘m q:!,n) (" = l> 2* . ) Done

O, — Pin <7 Fiqin) .
! QGn T Gt
d’autre part, <i s> g;,, il existe un n tel que ¢;, < s <g;,,,- d’ou
. r _-0
(voir 3) (-)ju;-t > {F;(s) s pour chaque r.
Ensuite, les nombres @, O, sont indépendents d’apres 4) et, d’aprés

5), I'inégalité |x,(@, — 0,) + 2| < y(2,) posséde une infinité de solutions
avec a; > 0; la premiére partie du théoréme 4 est donc démontrée.
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§ 3. Démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 4.
Lemme 3. Soit F(&) une fonction continue. non croissante et posi-

o
tive pour &> 0; xoit >n ' F(n) une série convergente. Pour g >0,
I

n

posons
L Fg) p | Flg)
J(p.q) - r o w9 4 Ha)
P q 2 ¢ q q* /'
K(p.q) r_VFq@ p 1 F0

q 3 ¢ q 3 ¢
Alors, p, ¢ étant deux nombres tels que {p. g} == 1. g > cy(F) et ¢
¢tant un nombre queleonque ples grand que ¢;(F, ¢). il existe un ensemble
fini M. jouissant deg propriétés suivantes:
1. Chaque ¢élément de 'ensemble M est un couple de nombres
entiers [P, Q). olt {P. Q} == 1, 1 < Q < 2t

2. Le nombre d’éléments de M est plus grand que

1 Fq)

il i2.
200 ¢t

3. [P, @] étant un élément quelconque de M et », s étant deux
nombres entiers tels que ¢ < 8 << @, on a J(P, Q) K(r, s) == 0.13)

4. Pour [P, Q)e M soit J'(P, Q) Plintervalle fermé de longueur
q2
202 F(q)
pour chaque [P, Q] ¢ M et les intervalles J'(P, @) (pour tous les couples

[P, @] ¢« M) sont disjoints deux-a-deux.

, concentrique a J(P. @); alors on a J(P, Q) C J'(P, Q) C J(p,q)

@
Démonstration.’¥) La série > F(2") est une série convergente,
n=1

F(&) - 0 pour & > oo. Définissons ¢ (F) = d de sorte que
1

1 42
. d - > 32, 28 z F(24) < - — —— (23)
8 'F({l) ol 128 )(N)
. -lF(tl)

Fd) <

Soient donnés deux nombres p, q tels que q > c,(F), {p,q} = 1.
Choisissons un nombre premier q = cq(F, q) tel que

13) 11 suffit d’exiger la derniére équation pour les nombres r, s tels que
’
< IR [ ;s , r T
g <5< @ et qu’il nexiste aucun couple [r’, s’] avec ¢ 5" < 8§, — = -—;com-
= 8 3
parez la considération analogue dans la remarque °).

4) Analogue a celle du Lemme 2, mais un peu plus simple.
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1 , ] X
g Fig)g2<q'< s F(g) g2, (24)

donc q > 32. Soit ¢ > ¢; soit N 'ensemble de tous les couples [v, quw]
tels que

5F@ v _p, 53F(g 1
vquy =1 t<qw<z2 L4220 P2 25
o qu} SASE TyE Syt T
(la derniére expression est < q—}— 7 ﬁq(;l)).

N est un ensemble fini; soit N le nombre de ses éléments; alors on a,
d’aprés le Lemme |,

: 1 L,
Nz 2 () —gw—3)> , rg (26)
Loy

pour t > ¢,(F, q).
Pour [v, qw]e N, t > co(F, q) > c4(F, q), on a

v p 1F@g- 1F( ¢ F(t) _ F(qw)

qw——-é 2 q? =3 q? >4!2F(q)> 2 4(qw)? (27)
p,Fl@ v Fw _1Fq 1 _ ¢ .
¢ T ¢ Tqu (qur =F ¢ e wiFg) (28)
Z‘l
et, si l’'on a encore [v', qw'] e N. --—<—— on a (voir (24
(. qul e R o< o ona (voir (24)
v v F(quw) 1 1 q 1 q q?
@ qw (qu)? ww'q 2 T e TR 2t2F(q) " (29)

Jusqu’a la fin de la démonstration soit t > c¢4(F, q). D’aprés (25),
(27), (28), (29), (23) on voit que les conditions 1 et 4 du Lemme 3 sont
satisfaites, si I’on y remplace IR par N (ou par un sousensemble de N).

Soit maintenant ) I’ensemble de tous les couples [r, 8] avec ¢ <
< s < 2t et tels qu'il existe au moins un couple [P, @] ¢ N avec s < @,
J(P, Q) K(r, s) #+ @, mais qu’il n’existe aucun couple [r’, s'] avec ¢ <

<8 <s, %: :— [Soit R l'ensemble de tous les couples [P, Q] e N

tels qu’il existe un [7,s]e P avec s < @, J(P, Q) K(r,s) & 0. Posons
M = N— R; soit R resp. M le nombre d’éléments de R resp. de N,
done M == N — R. Evidemment, 9N satisfait aux conditions 1, 3, 4 du
Lemme 31%); d’autre part, d’aprés (26), (24), on a N > ,4x2 F%(q) ¢*;
il sufflt donc de démontrer I'inégalité

ll‘) Comparez la remarque '3). Remarquons encore: si I'on a [r, 8] € P,

Wi

7
[, 81 € P, <= ,onar_r,a_s
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11
2 2 —4
R < (128 200)' Fa)q (30)

Pour chaque wu, soit P, I'ensemble de tous les [r, s]e P avec 2* <
< s < 275 soit R, le nombre de tous les couples [v, wq] € M tels qu’il
existe un [r, 2] e P, avec

g s <wq J(v, wq) K(r,8) == 0; (31)
donc R < SR,. Mais (31) avec [r,s]e P, entraine les conséquences
suivantes: "’

A) J(p. q) K(r, 8) + 9;
B) ‘7; 3= s (autrement, on aurait p-=9¢, r =38, mais

’](pr 9) K(T” q ) = O),

C) — = (car 0<s <wqg {v,wag} = 1);
8

wq
donce
11 p_ 1 1 FG6), Flg _ 2FQ
2"+'q\8q§ q N = 3 g2 + 7 < ¢’ (32)
1 1 v r-_ 1 F(s)  Flwq) _2F(2%)
T “wg = wg s =3 & T (wqp = aw - @3
Si P, + 0, on aura donc
"N~ q 111(2") —_
2t > 4F(q)’ 2 > 8t (34)

r
92u+2 | ] solutions en — et,
8

I’inégalité (32) admet au plus - ;q)

r
’ étant donné, I'inégalité (33) admet au plus

4F(20) 48 ure) Fg) e

22u q 22u q2 + 1

(voir (24)) solutions en v, w avec t < wq < 2¢, {v, wq} = 1. Donc

R, < (165(‘1) o 1) (iw + 1),

92u qz
Mais, pour nos valeurs de » (voir (34)), on a d’une part (voir (23))
Mﬂ} 2!'4 > 1

pe T~ b



16 Vojtéch Jarnik:

d’autre part, en définissant § par

F2y 1
2 8

(ce qui est possible pour 1 > eo(F. q) > cg(F. ¢)), on a (voir (34)) u < £,
done

= 4

> 1
22u q2 _z

1F(24) F(g) 12 F(2) 2 F(g)  Flg) 1
U G402(28) T g2 162 T F(2)

pour f > ci(F, q) = co(F, q) (car ¢ — oo pour {— o). En supposant
t > ry(F, q), on a done
oape Q)
R, < 292 qu F(2v).
o FAO) <«
R 20 F(2v)
7 rw

(voir (34)), ’ou —— d’apres (23) — linégalité (30).

* *
*

Soient F,(&), Fy(£&), ((&) trois fonctions continues, positives et non

croissantes pour & > 0; supposons les séries > n ! Fin) (j = 1, 2),

n==1

Z n ((n) convergentes; supposons enfin qu’il existe un nombre k>0 tel

e 7 (E)

que 'on ait < k pour £ >0, j =1, 218 (donc k = ¢,o(¥F,, Fy)).

F;(2§)
Pour ¢ > 0, j = 1, 2 posons
" /1' Fig) p | Fil@
Ji(p. q) = + aqt q+ ¢ )
Kipg=. 2 Fiq) p +1*7-(q)

g 3¢2 g 3¢ 7
Pour simplifier les notations, nous posons

Fn(-s) = Fl(f)) Jn(p) Q) = Jl(p: !I): K,,(P, (I) = Kl(p7 Q),
si n > 0 est un nombre impair et

F"(‘S) = F:!(E)’ ,.(P, q) = Jz(P’ q9), ](;:(P’ q) = Kz(P, q),
si 7 > 0 est un nombre pair.

log ;=1 log &
%) On a donc limsup Zog B 18 < o8 <
PIR log§ = log2
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Nous allons maintenant choisir deux suites {, £, . . ., ¢

n* ot c

17

-; Z‘, 25,

.. 2, ... de maniére que les conditions suivantes soient satisfaites:

Conditions A.17)

4 > cg(I), by >> cy(Fy), 1y > 4, Fy(t) < 1, Fy(ty) < L.

t,oy >, U,,,>Maxcy(F,, r)(n>0).
1-re2t,
/Iv" D> T,, . anﬁ Fn—Z(tn —2) (n > 2)
' ’n»—22
1 1 t:r—i’.z
— F,) < - > 2
1 "( ') ~ 20 111"712('" ) 2) (n’ )
1 9 ﬁ‘ﬂil('"i-‘) - . N
wp Ty 2 (0
80 ~ ~1 ‘ B0t,2 - l«,_._(f,_,) (> 0).
i, + 12 ll)‘)t,, t" il l.’)"tu
_4_ < (Fl(ll) s Fn »»l(tw- I))2 ~ (,n > 4)
I 2n=3(3200k2)n 14,22 (b . . . ty—1)? =
— 1
Z v < tyy1 pour x = 1. n > 0.18)

Fn ! l“:u—l) ~
T S—e, R
iy’

1 G(z) 4

Zupt > 2w (lzi) < L ((z) < 10T, 2z, Toir’

Fu(tn)

12000¢, ( 4)-

S aG(w) <

X Zu

Y

(A1)
(A2)

(A3)

(A4)

Un tel choix est évidemment possible; car les ,,conditions A‘‘ sont

évidemment satisfaites, si ¢, est ,,assez grand‘ et si la suite

~ -~ ~ 4
by gy by ey Za by %, Las %, Ege - - -

croit ,,assez vite. Nous allons maintenant définir, pour chaque n > 0,
les ,,couples‘ et les ,,intervalles’* d’ordre n et, pour n > 2, aussi les
,,intervalles élargis‘‘ d’ordre n. Pour chaque n > 0, chaque couple d’ordre

17) ¢4, ¢5 sont définis dans le Lemme 3.

1
18) (A8) est vrai pour ¢,4, > ¢y, (F,, Fy); car Z <14
v T

dy

n

TFy 1ty 1)

2
tupt

]
=14 log mh = 0 (logt, +,) (voir la remarque!®)).
Py yqltn+q)
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n sera un couple [p,q] avec {p,¢q} =1, t, < q < 2t,. Si les couples
d’ordre n sont définis pour un certain » > 0, on appelle ,,intervalles.
d’ordre n*‘ tous les intervalles J,(p, q), ot [p, q] parcourt tous les couples.
d’ordre n; si n > 2, on appelle ,,intervalle élargi d’ordre n* chaque inter-
valle de longueur

1 fn—- 22 1

2 12 By ol ) T #5)

qui est concentrique avec un intervalle d’ordre n. Remarquons que la.
longueur de J,(p. q) (si [p, q] est un couple d’ordre n) est égale & +F,(q) g2
et que

1 Fyt 1 F 1 F(t, 1

sk-.;"-fg-’ <5 --;—(29-)- <, —;'—'f,—) <7 (>0) (36)
(dans la derniére inégalité, on suppose n > 2).

Pour n = 1, 2 on ne définit qu'un seul couple d’ordre n: ce sera le
couple [1, ¢,]. Evidemment, J,(1, ¢,) (n = 1, 2) est contenu a l'intérieur de
Pintervalle (0, 1)>.

Pour 7 > 2, nous procédons par induction. Supposons que les
couples d’ordre m (et, par suite, aussi les intervalles d’ordre m (m > 0)
et les intervalles élargis d’ordre m (m > 2)) sont définis pour 1 < m < n1?)
et que les intervalles élargis du méme ordre m (2 << m << ) sont disjoints
deux-a-deux.

Soient It,I2, ..., I' tous les intervalles d’ordre m — 2; soit 1 <
<d< U I'= J, 4(p, q). Désignons par IMN; I'ensemble M du Lemme 3,
ou I’on pose ¢, au lieu de ¢, F, au lieu de F (on peut appliquer le Lemme 3,
car cy(F,) <<t, . < qg< 2, ,, t,>cs(F,, q) daprés (Al), (A2)). Les
éléments de I’ensemble M, + M, 4. . . + M, seront appelés les couples
d’ordre n; par la sont définis aussi les intervalles et les intervalles élargis
d’ordre n. Observons (voir la condition 2 du Lemme 3) que chaque inter-
valle I = J,_,(p, q) d’ordre n — 2 contient au moins

1 Fo*(9), , 1 Fog?(ti—s) , ,
son T asanTg T 7
300 gt ™ 7 3B00KE  d,_p4 (37)

intervalles d’ordre n; ensuite que

1 1 tn—y? 1 q?

Tn 2 4,2 Fug(ti—s) = 2 t2Fus(q)

Donc (voir la condition 4 du Lemme 3) les intervalles ¢largis d’ordre n
sont disjoints deux-a-deux et chacun d’eux est contenu dans un intervalle
d’ordre n —- 2. De plus, chaque intervalle élargi d'ordre » contient préci-

IA

1%) Chaque couple [p,q] d’ordre m satisfaisant aux conditions {p, ¢} = 1,
e S g < 2,
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sément un intervalle d’ordre n et, inversement, chaque intervalle d’ordre n
est contenu dans un intervalle élargi d’ordre n.

Ayant défini ainsi, pour chaque n > 0, les couples, intervalles et
(pour n > 2) intervalles élargis d’ordre n, considérons le plan euclidien,
dont les points seront désignés par [0, ©,]. Posons (j) = 1 pour j =
=1,3,5,7,...et (j)= 2 pour j = 2,4,6,8,... A étant un intervalle
d’ordre n (n > 0) et B un intervalle d’ordre » + 1, nous allons appeler
.rectangle d’ordre n‘‘ I'ensemble de tous les points [0, 0,] tels que

Omed, 0, ., ¢€B.2) (38)

De méme, 4 étant un intervalle d’ordre # (n > 1) et B un intervalle
élargi d’ordre n + 1, I'ensemble de tous les [@,, 6,] avec (38) sera appelé
un ,rectangle moyen (’ordre n‘‘. Enfin. 4 étant un intervalle élargi
d’ordre n (n > 2) et B un intervalle ¢largi d'ordre n 4- 1, ’ensemble de
tous les [6,, O,] avec (38) sera appelé un ..rectangle élargi d’ordre n*.
Nous avons ainsi défini les rectangles, rectangles moyens et rectangles
élargis d’ordre n pour chaque » > 0 resp. » > 1 resp. » > 2. On voit
que chaque rectangle élargi d’ordre n contient précisément un rectangle
moyen d’ordre n et que chaque rectangle moyen d’ordre = contient
précisément un rectangle d’ordre ». Inversement, chaque rectangle
d’ordre n (n > 1) est contenu dans un rectangle moyen d’ordre n qui,
a son tour, est (pour n > 2) contenu dans un rectangle élargi d’ordre n.
Les rectangles élargis du méme ordre n sont disjoints deux-a-deux
(n > 2); la méme remarque s’applique aux rectangles moyens d’ordre
n (n > 1) et aux rectangles d’ordre n (n > 0). Enfin, chaque rectangle
moyen d’ordre n (n > 1) est contenu précisément dans un rectangle
d’ordre n — 1.

Il existe précisément un rectangle d’ordre 1; chaque rectangle
d’ordre n contient au moins

1 Fa2(t)

LIRS (
3200k 4,4 "7 (39)

rectangles d’ordre n + 1.

Soit 17, la somme de tous les rectangles d’ordre n (n = 1,2,...);
done V; DV, D V3D ... et les ensembles V, sont fermés, non vides et
contenus dans le carré 0 < @, << 1, 0 < 6, < 1. Posons, dans tout ce
qui suit,

V="VTVs. ..

20) Donec: si n est un nombre impair, @, parcourt un intervalle d’ordre n
et O, un intervalle d'ordre n 4 1; au contraire, si n est un nombre pair, @, par-
court un intervalle d’ordre » et @, un intervalle d’ordre n + 1.
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Remarquons que chaque rectangle d’ordre n (n > 0) contient au moins un
point de I'ensemble V.
Lemme 4. Si [0, 0,] ¢ V, alors O, (j = 1, 2) admet 'approximation
F;(&) €72, mais n’admet pas 'approximation }F;(£)é 2.
Démonstration. Pour chaque ! > 0, @, est contenu dans un inter-
valle Jy, (P, 1 9yy,) Vordre 20 4+ 1 et @, est contenu dans un
intervalle J,,, o(puy . 2 §oy . ») d'ordre 20 - 2; done

} o, Puri | < VFi(ggz?;f)
Qavi | Q2
pour j == 1,2; 1=:0,1,2, ... Dautre part, soit 8 > ¢q,; alors il existe

deux nombres [0, m = 0 tels que gy . | 8 <qu.3, Gomyio = 8<qup .-
On a donc (voir la définition de I, et le Lemme 3)

Ty (Pt 130 Qor o 8) Ki(7, 8) == Ty s(Pog s 49 Qomy s) Ko, 8) =9
pour chaque r, donc
r 1
6'),' — —8_ > 3 [4/»(5') s2

pour j == 1. 2 et pour chaque couple . s avec s > ¢,.
Dans tout ce qui suit, on va désigner par M(x,, x,, x,) I'ensemble:
de tous les points [, @,] avec

0< 6, <1, 0<6,<1, |0z, + Oz, 4 7 | < G(2),

o z = Max ( |z, |, |, | ): on ne va considérer que des valeurs x,, x5, z,
telles que x,x, & 0, M(x,, x,, x,) 4 0 et 'on va toujours désigner par x le
nombre Max (|, |, |7y |).

Lemme 5. Soient &y, a5, 2. n des nombres entiers tels que x,x, ¥ 0,
n=>4,z, < ¥ <z,,,. Soit N le nombre des rectangles d’ordre » qui sont
coupés par 'ensemble M (x,. x,, ¥,). Alors on a

N < Max ((;T,,. 6T, | T l).
xr

(T',, est défini dans (A3).)
Démonstration. Soit I un rectangle d’ordre n tel que
I M(x,, x,, 2y) + 0: soit [n,, 75,] le centre de I et soit K le rectangle
élargi d’ordre n contenant I (donc concentrique avec /). Il existe un
point [6),, 6,] tel que
Ix(,,)@(") + X Opsry + 2o | = | 012y + O, + 7, | < G(2),
1O —no | S VF) 2 (j=mnn+1)

(voir (36)). Définissons le point [{,, {,] par les équations
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— hed —
C(n+l) - Q(nH)’ x(n)c(n) + 1?(,” Hom N + Lo = O’

d’ol
. G(x)
| Ow — Con | < TS
oy — o] << Ly () =2 + G () |20~ < L'p (tn) t2 + 1oL
1S5(n ()] <=~ 4 n\tn)in (n)! 4 n\tn) tn IOT,. 5T.
(40)
(voir (A9), (A4), (A3)),
1 1
l C(n+1) — N+ | :< T Fn i 1('n+1) ny lw2 < '-)_T'"': . (41)

Mais K est 'ensemble de tous les points [@,, ©,], ou 6, parcourt
’ /. 1 1. .
Iintervalle = 7, — 37, NG + ET, (j =mn, n + 1), donc (voir (40), (41))
[¢1, &o] € K. Le segment composé de tous les points [0, @,] avec
xlgl + ngz + Ty = 0, [@l’ 92] € K (42)

contient le point [{;, {;]. S’il contient un point de la droite 6, = 7, —

1 . ! 1 1
— 3T, ou de la droite 0, = 7, + 5T sa longueur est > 9
1 1 1
—— > ; dans le cas contraire, le segment (42) contient un
5 ) T, ~ 4T, gment (42)
. . 1 - .
point de la droite @, , = 7, + ST, . l; le coefficient angulaire de la

droite 2,0, + x,0, + x, = 0 étant — %, la longueur du segment (42)est
2

1 1 1 / T(n+1) 2 1 x
>[5—+ , 1+( ‘) >
()‘ ‘))Tnill/ L(n) 4T p 1y | 20 |

Donc: la longueur du segment (42) est, dans tous les cas,

> A = Min 1, ————— i ~).
4T" 4Tn'r1|1'(n)li

La longueur totale du segment
20, + 2,0, + 2, =0, 00, <1, 0< 0, <1

étant < V 2 < 1, on a évidemment
. =1
N2 , < Max (GT,,. 6Ty, 5 ').
| x

Lemme 6. Soient z,, ,, 2o, n des nombres entiers tels que z,z, + 0,



22 Vojtéch Jarnik:

n2>4, 2, < x<z,,. Soit R le nombre des rectangles d’ordre n 4 2
qui sont coupés par M(x,, z,, x,). Alors on a

R < 48T, T ; Max (’r,,. T,,, | % ') CMin ) G@)

x jnntl |x(1+1)|
Démonstration. Soit / un rectangle d’ordre n qui est coupé par
M(x,, x5, 7). Soit g le nombre de tous les rectangles d’ordre n 4 2 qui

sont contenus dans I et sont coupés par M (.. ,, ).
Le rectangle I est I'ensemble de tous les points [0, B,], ou O
(j = n, n + 1) parcourt un intervalle {x;, ;> d’ordre j, dont la longueur
Pt et < ! F"’)
8k 12 eogr
les rectangles moyens d’ordre n + 1 qui sont contenus dans I. Chaque I
est 'ensemble de tous les points [0, 0,], ou 6, ,,, parcourt I'intervalle
{Opy1sBny1> €6 Oy = 0, un intervalle élargi d’ordre n + 2
2

i, B> de longueur T’}T2 “ ,.:;Fn(f..) (voir (A3)). Enfin, chaque
rectangle élargi d’ordre n 4 2, contenu dans I™, est I'ensemble de tous
les points [6,, ©,], ou O = 6,,, parcourt lintervalle (al™,, B,

(n+2) n+2’
et O, 3 = 0, un intervalle élargi d’ordre n + 3 de longueur

(voir (36)) est > Désignons par 11,12, ..., I'

1 — tn }-12
Tn+3 2tn+32 Fn+1("n+1)

Posons 7 = [(fut;— on+1) Tnta); on a (voir (A5))

l_ Fn-i-l(tn+l) T

~ ¢
Sk t”+12 n+2 — 23

TntolBr+r— xnsy) >

1 bt _2_ _
L r i/

Divisons ensuite chaque I™ en r rectangles, ol chaque rectangle est
I’ensemble de tous les points [0, ©,] tels que @, ,, parcourt un inter-

B —
+1 L e
valle de longueur ' "* \ "1 et @y = O, lintervalle (al™,. fUD,5;

ni2

désignons ces rectangles par Z,, Z,, . . ., Z,,.
Si M(x,, s, %) Z, & @, alors il existe un point [0, 0,] € Z, avec
| 2,6, + 2,0; + 2, | < G(x); on aura donc (les longueurs des cotés de Z,
étant < 2T",',) pour chaque [@,, 0,] ¢ Z,
4z

Tova

| 2,0, 4 4,0, + 2| < G(x) +
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done

| 2,0, 4+ 2,0, + &, | < 2G(x).2) (43)

(est-a-dire: soit B I'ensemble de tous les points [0, O,] ¢ I avec (43);
alors, si Z, M(x,, ,. 7,) # 0. on a Z, C B. Mais l'aire de B est

< Min L Fyn) 4G(x)

Toma+r 2 2 | 2 +1)!

(car, pour j == n,n + 1, [@,, O] ¢ B, le nombre 6,; reste dans I'inter-
valle <{«;, 8,> et, ©; étant donné, 6, ,, est contenu, d’apres (43),
dans un intervalle de longueur 4G(z).|z;,,, |™"). L aire de Z, étant
= T2, le nombre des Z, coupés par M(z,, ., x,) est

<2 Min D) G@) _p o

Todmmndl 42| XG4y

Ensuite, chaque Z, coupe évidemment au plus

2Tn -+3 +2< 4Tn+s
n--2 n+2

rectangles élargis d’ordre n» + 2 (dont chacun contient précisément un
rectangle d’ordre = 4 2); donc

0 <8 Min Fit;) G(x)

| Tosy Tars
i=mntl 2 @)

Enfin, d’aprés le Lemme 5, le nombre des rectangles d’ordre n qui sonb
coupés par M(x,, x,. xy), est

< Max (6T, 6T, ,, 1%} :
x
ce qui achéve la démonstration.
Jusqu’a la fin de cette note, soit (pour » > 4) M, la somme de tous

les ensembles M(z,, ,. z,) avec x,z, = 0, 2, ﬁ z <z,

Lemme 7. Soit n > 4; soit D, le nombre de tous les rectangles
d’ordre » + 2 qui sont coupés par M,; alors on a

l)n < Fn(tn) Fn_}}(tn+1) T”+2 Tn+3 _ 4Fn2(tn) Fll_+‘187(tﬂ+l) t"+2't,.+_32 .
t” tnat” + 12
Démonstration. D’aprés le Lemme 6, on a
D,

: <X 4 2,4+ 2,
48Tn+2Tn+s =" : ?

Gl&) _ Onry)

1) Car, pour & < z,4,, On &
T %n+1 Thyy

(voir (A9)).
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ou X, 2, X, sont définis de la maniére suivante:

2y =Ty o "l(t.’.;'*'l) 2 g_(ai) .
fn+1 x

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de =z, x5, 2
fB“W que Tn»} 1 l x(n) ' Z T".’t;

5 g, Falt) 5 G@)

tn’ I:"'(nJ 1);

’

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de z,, x,, z,
telles que

L(n) Fn!l(['n 1)
Toti] @ | < Thx <

1 ) | <~ 14 n?, >
L(n11) tnt,?

(donc Ix(n) l < I x(nirl) l = .?,‘);

| 2 |

ol la sommation porte sur toutes les valeurs admissibles de ), ;. x,
telles que

L(n) = Foii(tniy) )

Z(n+1) -

Toii|l @y | < Thz,

Remarquons: z étant donné, on a ou bien z; = + 2, 0 < |ay | < @
(ce qui donne 2z valeurs possibles pour z,), ou bien z, = 5-z, 0 <
< || < x; d’autre part !z, | <!> |+ | 2| + G(x) << 20 4 1 (car
Q(z) < 1 d’aprés (A9)), ce qui donne au plus 4x + 1 < 5x valeurs
possibles pour z,. En tenant toujours compte des ,,conditions 4, on
peut calculer comme il suit:

5, < 30Ty, Tl 5 g

n+12 z“-:.:';t<z,,+|
< Fouts) Frii(ta+:) g0 1)
12000 th 12000 150/
22 < T,, -Fn(fn) Z D) G(I) 9 Fn+1(ln -+ 1) x.bhx
= al oz, iz x tn-i»lz
n ~“n +1
1 - . 1 Fut,) F t
< 40 Fy(ty) Fpnii(th+y) > )< — n(tn) Fntaltue)
nt+1 oz, rozg g 150 tn

Enfin, on a (dans X, on a T,,, |2, |< T,r, donc (voir (A 3))
lx(n) I <z, d’ots Ix(n+1)| = x)
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lnt 1
nerfmlbs) 5 owaewm 03
bnt1 ZpET<zp gy rF,,+‘1_(‘t,,__,-_1“)<"<z
ths1?
< 40 '"_2{'_"_*LUL‘+ 1) tnty < _! - Fa(tn) Frii(tn+1) .

fnt1? 150 tn

ce qui achéve la démonstration.
1

Pour n > 4, posons M, = 2-: M, (donc M, = 9).

.3 m=4
Lemme 8. Soit n > 4; soit I', le nombre des rectangles d’ordre n + 1
qui ne sont pas coupés par I’ensemble IN,; alors on a

r.>K, (44)
ol
~ Bl). . Fata)) gy
n = t,.+1 tu+z ’
2n—4(3200k2)" t,21,2 (,...tn)?
donc I, > 0.

Démonstration. Il existe précisément un rectangle du premier ordre
et chaque rectangle d’ordre n contient au moins

1 F(t)

N t 2
320062 4

rectangles d’ordre n 4 1 (voir (39)); donc (44) est vrai pour n = 4.
Supposons donc que (44) soit rempli pour un certain n > 4 et remarquons
que M,,, == M, + M,. Le nombre des rectangles d’ordre n + 2, non
coupés par I’ensemble IMN,,, est au moins égal a

1 Faii(tns) i K L Farif(tas)

" t >
" 3200k tnyt 0 T 3200k fyy,t

n+s’ = 2Knty;

parmi ces rectangles, il y en a (voir le Lemme 7) au plus D, qui sont
coupés par M, ; mais d’apres le Lemme 7 et d’apres (A7), on a

D < 4F,2(ty) Fn+12(t1l+l)

3y e thtodtnts® < Kniye
ntni

ce qui achéve la démonstration.

Lemme 9. V- > M, =0,

m--4

e -}
Démonstration. Dans le cas contraire, on aurait VC > M,,; les M,
me=4
étant ouverts et V étant fermé et borné, on pourrait trouver (d’aprés le
n—1

théoréme de Borel) un n> 4 tel que VC > M, =IM,. Chaque rectangle
m=4
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d’ordre n + 1 contenant au moins un point de V, I’ensemble 9N, coupe-
rait tous les rectangles d’ordre » + 1; on aurait donc I', = 0, ce qui est
impossible d’aprés le Lemme 8.

* *
*

Pour achever la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 4,

choisissons un point [0, O,]e V— > M, (il existe un tel point, d’aprés le
m=4
Lemme 9). Pour chaque x,, x,, z, avec 2,2, 0, Max (|2, |, |25 |) =

=& 2 24 ON &
| 2,0, + 2,0, + x, | = Q(z); (45)

d’autre part, d’apres le Lemme 4, le nombre 6, (j = 1, 2) admet ’'appro-
ximation F,(£) £ mais n’admet pas I'approximation $F;(¢) &2, Donc,
les nombres @,, @, sont irrationnels, d’ou

YO, +2=0=>y=2=0,y0, +2=0=> y=2=0;
d’autre part, d’aprés (45),

%y == 0, 2,0, + 2,0, + 2 = 0 =
> 42,92y F+ 0, | 22,0, + 72,0, + 792, | = 0 < G(az,)

= X2y = T2y = Tp7y = 0 => 1, = 7, = 7 = 0;

done les nombres @,, @, sont indépendants.

RESUME.

Soit y(6@,, .. ., ©,) Ja borne supérieure de tous les nombres 3, pour
lesquels 1'inégalité

l20, + ...+ 2,0, + x| <z’

(o 0 < Max (! |,..., |x,1) = x) admet une infinité de solutions en
nombres entiers zy, . . ., z,, ¥,. En ajoutant la condition z,x, ...z, + 0,
on obtient la définition de y’(@,, . . ., ©,). Dans la note actuelle, on déter-
mine les bornes précises de y(@,, ©,) et de y'(0,, @), les nombres y(6,),
y(0,) étant fixés d’avance d’une maniére arbitraire.
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