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Bulletin international de l'Académie des Sciences de Bohême. 1925. 

Quelques remarques sur les points à coordonnées 
entières à l'intérieur d'un cercle. 

Par 
VOJTĚCH JARNÍK. 

P r é s e n t é l e Ö™* O c t o b r e 1025. 

Soit, pour x > 0, A [x) le nombre des points à coordonnées entières 
(,, Gitterpunkte"), situés à l'intérieur du cercle u2 j- v* — x et sur sa cir-
conférence. Posons 

P (x) A (x) - n x. 

0 (y) .. J _ r jjîj - cos (2 % Vil y) (y réel), 
n =1 

U (n) étant le nombre des points à coordonnées entières situés sur la circon-
férence u2 + v2 = n. On doit à M. M. Hardy, Cramer et Landau1) des 
résultats fort intéressants concernant la valeur asymptotique de l'intégrale y 
Ü P2 (x) d x pour grandes valeurs de v. Le résultat le plus précis, dans cet 
o 
ordre d'idées, est dû à M. Landau: 

Pour tout s > 0, on a 

/ p 2 (x)dx = <!> (0) y8/, + O ( /+« ) . 
ó 

En suivant la voie indiquée par M. Landau, on peut démontrer le 
théorème un peu plus général suivant: 

Pour chaque a > 0, ß > 0 et pour chaque ê > 0, 011 a 

(l) ¿ P (( VT+ a)2) P ({Vx+ ßY) d x = 0 (a ~ß) yY. -f- () ( / + *). 
o 

La méthode de la démonstration est la même que celle de M. Lindau, 
mais elle exige quelques calculs complémentaires ; on en trouve une expo-
sition détaillée dans le § 1 de mon Mémoire original.2) 

» *) H a r d y , The average ordre of the arithmetical functions P (x) and d (x)t  
Proc. Lond. Math. Soc. (2) lß (1916), p. 192-213; C r a m e r , Über zwei Sätze des 
Herrn G. H. Hardy, Mathem. Zeitschrift 15 (1922), p. 2 0 1 - 2 1 0 ; L a n d a u , Über 
die Gitterpunkte in einem Kreise IV, Göttinger Nachr. 1924, p. 58 — 65. 

2) Několik poznámek o m ř í ž o v ý c h bodech v kruhu, Rozpravy Č. Ak., t. 34., 
(1925), no 27. 
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P (X2) 
Posons Q (x) ^ "" /̂T ; ° n t i r e facilement de (1) l'équation 

¡Q {x + a) Q (x + fi) d x - {a — fi) y -h O (yf) ; 

il s'ensuit immédiatement que 

(2) j (Q (x) ±Q(x + a))« d x = S (<2> (0) ± O (a)) y+0 (y*). 

On doit à M. Landau3) le théorème suivant: 
Il existe deux nombres Kx > 0, K2 > 0 tels que, pour tout r > 1, 

chacune des deux inégalités Q (x) > Kv Q {x) < — satisfaite 
far une certaine valeur de x, ¿ans Vintervalle r < * < r + I<2; alors: 
On peut trouver dans chaque intervalle r < x < r + K2 (r > 1) deux 
nombres tels que 
(3) Ç W - e w > 2 Kv 

On peut tirer de l'équation (2) quelques conséquences presque immé-
diates qui nous fournissent un pendant de la formule (3). 

Théorème 1er: La relation 

j(Q(x) -Q{x -a))*dx = o(y) 

n'est satisfaite pour aucun a > 0. 
La démonstration est immédiate: elle est fournie par ce fait presque 

évident que l'on a 0 («) < O (0) pour tout a > 0. 
Corollaire (conséquence immédiate du théorème 1er): La relation 

Q (x) —Q(x*{~a)—o (1) n'est satisfaite pour aucun a > 0. 
Théorème 2e: A tout nombre d > 0 on peut faire correspondre un 

nombre l (d) > 0 jouissant de la propriété suivante: soit a un nombre 
Positif quelconque ; on peut trouver un nombre a avec a < a < a l {d) 
tel que 

¡(Q M -Q(x + a))*dx<ây 
i 

pour tout y > y (a, tf). 
Démonstration: 0 (y) étant défini par une série des fonctions pério-

diques absolument et uniformément convergente, on voit d'après un 
théorème de M. H. Bohr4) que la fonction 0 (y) est une fonction quasi-

3) Über die Gitterpunkte in einejn Kreise V, Gôttinger Nachrichten 1924, p. 
135—136. M. Landau a énoncé ce théorème sous une forme un peu différente, mais 
complètement équivalente à celle donnée par nous. 

4) Zur Theorie der fast periodischen Funktionen I, Acta mathematica 45, p. 
30—127; comparez surtout le corollaire à la page 41. On pourrait démontrer le thé-
orème 2e aussi sans avoir recours à la théorie des fonctions quasipériodiques, à l'aide 
d'un théorème bien connu de Kronecker. 
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périodique („fast periodisch") de y; alors, à chaque d > 0 on peut trouver 
un nombre l = l (â) > 0 tel que, a étant un nombre positif quelconque, 
il existe un nombre a avec 

a < a < a + l (d), | O (0) ~ 0> (a) \ < A ; 

d'où, d'après (2), 

¡(Q (*) -Q(x + a)ydx< ^y + 0(r) <ây 

pour y > y (a, d) ; q. e, d. 
Corollaire. Pour la valeur choisie de a et pour y >y (a, d) on a pour 

1 < x < y : | Q (x) ~ Q (x + o) | < d1'», excepté peut-être un ensemble des va-
leurs x, dont la mesure ne surpasse pas d1/» y. 

Démonstration: Autrement, on aurait 

¡(Q (*) -Q(x + *))*dx>â£ 

ce qui implique une contradiction. 
Théorème 3 f: La relation 

(4) ¡(Q (x) +Q(x + a)Ydx<^y + o (y) 

n'est satisfaite pour aucune valeur de a > O,5) 
Démonstration: De (4), on déduirait (en conséquence de (2)) 

-¿T 23 (1 + cas (2 sr «)) « 3 ( * (0) + 0 («)) < JL ; 

la série à gauche étant à termes non négatifs, on aurait a fortiori 

U 2 i l ) 
(1 +cos2na)< % 

c'est-à dire 

(5) cos 2 n a < — | 
(6) cos 4 « a < 0 ; 
de (5), on déduirait 

cos 4 % a = 2 cos2 2 7T a — 1 > 2 — 1 > 0, 

ce qui contredit à (6). 

o 5) On pourrait remplacer, dans (4), le nombre — par un nombre plus grand; 

mais cela est sans intérêt pour nous. 
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