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S u r l e s a p p r o x i m a t i o n s d l o p h a n t i q u e s d e s n o m b r e s 
p ~ a d í q u e s 

Par VOITECH JAKNÍK, Praha 

On connaît plusieurs théorèmes de nature métrique concernant 
les approximations diophantiques linéaires et homogènes des nom-
bres réels; on peut se poser la question si l'on peut transporter 
ces résultats et leurs démonstrations à l'approximation des nom-
bres p~adiques entiers. A titre d'exemple, je vais montrer dans 
cette note que le théorème métrique de M. Khintchine sur l'ap-
proximation des nombres réels peut être énoncé presque sans 
changements aussi pour les nombres entiers ^-adiques, en con-
servant les grands traits de la démonstration. 

*) Voir, p. ex.: A, KHINTCHINE , Zur mebnschen Theorie (1er dioplian tischen 
Approximationen, M M h Zeitschr. 24 (1926), 706 - 714«' V. JAKNÎK, Über 
die simultanen di< phniit.ischen Approximationen. Math. Zeitschr. 83 (1Ô31), 
505 - 5 4 3 ; A. GU-SKY, Un théorème sur les systèmes de formes linéaires, C. 
R. Acad. Sei. URSS, N. s ,79(1938), 151 - 162; A» GROSKY, Sur la théorie 
métrique des formes linéaires (en russe), Bull. Acad. Scî.ÛRSS, 1937, 427» 
443. Je ne donne pas des renvois bibliographiques sur les t r avaux nom ht eux 
et importants de* MM. Denjoy, Khint.chmi\ l.évy etc. conceniand 1*approxi-
mation d'un nombre unique qui sont basés sur la théorie des fractions con-
tinues. 
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R E V I S T A D E C I E N C I A S 

Fixons les notations: les caractères minuscules latins signifient 
des nombres rationnels entiers, les caractères minuscules grecs-
des nombres réels et les caractères minuscules gothiques— des 
nombres p — adiques entiers, c'est-à-dire les expressions de la 
forme 

cr ~ a0 + axp + a2 p2 + ... (0 < ai < p) , 

où p est un nombre premier, fixé dans tout ce qui suit. On pose 
|0 |P - 0, 

M p = p"*, si cti £ 0, a\ = 0 pour 0 < i < / . 

Dans tout ce qui suit, un nombre s 0 sera donné. Nous 
désignons par E8 l'ensemble de tous les systèmes \cr\y..^cr*) de 
nombres f-adiques entiers et nous allons définir la distance ¿>S(P,Q) 
de deux points P = \ct\cr8] > Q = {bx ¿>3} de l'espace Es 
par l'équation. 

Ps(P>Q) - Max j CT\ b\ |p . 
1 < i < s 

Alors Ea est un espace métrique compact et Ton a 

P9(P, R) < Max (Pa (P, Q)P P .C , R ) ) . 

Soit IC une sphère ouverte de l'espace E s , au centre P et 
au rayon p > 0. Alors, en choisissant pour / le plus petit nom-
bre entier >0 tel que f f < p , on voit que K est l'ensemble 

de tous les points X e Es tels que Ps (P, X) < pm* ; alors la sphère 

K sera appelée une "sphrère d'ordre f" ; c'est un ensemble ou-

- 490 -



SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p-ADIQUES 

vert et à la fois fermé. II existe précisément une sphère d'ordre 
0, à savoir Ea , Chaque sphère d'ordre f est somme de pB. 
sphères d'ordre / + 1 et les sphères du même ordre sont dis» 
jointes. Remarquons que chaque point d'une sphère K peut 
être pris pour le centre de K. 

Soit 

K i , K 2 > . . . (R) 

une suite (finie ou infinie) des sphères, soit fi Tordre de Kj et 
posons 

«r (R) - 2 /r» h . 
i 

Pour M C E B ) nous allons désigner par juM la borne inférieure 
des nombres <r(R) pour toutes les suites (R) telles que M c I(j + 
K2 + . . . . On voit sans peine que / /M est une mesure extérieu„ 
re au sens de M. Carathéodory 2) et que ju M p~ta, si M est 
une sphère d'ordre f (donc3 en particulier, / Î E 8 - 1 et / A M < p s , 
si M est une sphère ouverte au rayon p > 0) . 

Si Ton se borne à des ensembles boreliens, la fonction ju M 

A. Pour M c N C E s , on A 0 < ^ M < / L I N < 1 

2) Voir, p. ex., S. Saks, Theory of the Integral, Warszawa 1937, p. 43. 



r e v i s T a d e c i e n c i à s 

jouît des propriétés suivantes : 3 ) 

A. Pour M c N c E S ) on a 0 < m M < / * N < 1 . 

B. Pour chaque suite Mi, M2>... on a 

(Saks, p. 17, (9.3)). Si les ensembles Mj sont disjoints, on a 
M (MI + M 2 + . « . ) - m M Í + MM2 + ... (Saks, p. 16). 

C. Soit jwM > 0, ö > 0. Alors il existe une sphère K telle que 
m(MK) > ( 1 - 5 ) pK. En effet, posons M - Es dans Saks, 
p. 152-156 et prenons, pour Mn (Saks, p. 153), le système de 
toutes les sphères d'ordre n\ en posant, dans Saks, p. 155, (15.7), 
$<X) « n ( M X ) et ensuite, dans (15.8), X — M, on obtient 

#) Tous les ensembles que l'on rencontre clans la suite, sont évidemment des 
ensembles boreliens. 

Chaque ensemble borelien est mesurable (/u), voir Saks, p. 52, (7A)i 

fl 2 MI < S fi M j ; ix v 2 M i > lim s u p ju M I 
— i I—U 

où Ton a posé 

(ß) (m, M) D 0 ( * ) « üm  
f-»co jLf, Kf 
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQ.UES DES NOMBRES P - A D i q U E S 

K f étant la sphère d'ordre / contenant le point D'après 
(a) , on voit que la limite dans (0) existe et est égale à 1 dans 
presque tous les points x t M 9 d'où l'existence d'une sphère K 
telle que ju (MK) > (1-8) ju K. 

Soit w(n) une fonction positive du nombre naturel n ; dé-
signons par H (w) l'ensemble de tous les points {crlt*..> crB] e Efl 

tels que les relations 

= 1, ¡ncn-yiivK w ( M a x ( | ^ J , \ y i \ \ y Q \ ) ) 

possèdent une infinité de solutions en nombres entiers ny 

Alors le théorème que nous avons en vue s'énonce comme il suit: 

T H É O R È M E . Soit une fonction positive du nombre naturel n 
telle que n"*1 X3 (n) tende en décroissant vers zéro pour n&q. 
Alors on a 

txH(\) « 0 ou fx ïl{\) « I 

selon que la série 

est convergente ou divergente. 

4) Pour conformer les notations avec celles de M; Saks, nous désignons ici 
exceptionellement par la lettre x les pointa de B8 (et non des nombres 
entiers). 
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Rr E V I S T A D E C I E N C I A S 

Remarquons que le cas de convergence est banal. En effet, 
\y i ys | 

construisons autour de chaque point < — ? avec ( f , «) = 1 
l n n) 

la sphère ouverte au rayon \(t)> où t ~ Max (\n |, \yt | I ) • 

En désignant ces sphères par K t , on a 

S M K i < 2 ( 5 + 1 ) S ( 2 ¿ + l ) s X 8 ( i ) • 
¡ - t = t- i 

Chaque point de H (X) étant contenu dans une infinité de 
sphères Kj , on a pour chaque k > 0 

H ( . \ ) C S K Î 5 IXH(X) < M KT < Z JWKI, 
i—k — I™k = i=lt 

donc MH(X) ~ 0 , si la série (*) est convergente. 

* * * 

D,tns les quatres Iemines suivants, on suppose donnée une fonc-
00 

tion positive w (n) ( » — 1 , 2 , . . . ) telle que la série S nBw*(n) 

diverge et que l'expression tende en décroissant vers 

zéro pour n oo (il s'en suit que la série S w8 (rc est elle— 
tx=X 

même divergente). 



SUR LES APPROXIMATIONS DIO PH ANTIQUES DES NOMBRES p - A D I Q U E S 

Par ai y «2,.M on désigne des nombres positifs, ne dépendant 

que de s, de p et de la fonction w. <p(n) esc la fonction d'EuIer, 

V>(n) la fonction de Möbius. 1/apostrophe ejouté au symbole 

de sommation 2' signifie que l'on doit supprimer les termes co-

rrespondants aux valeurs de n qui sont divisibles par p. 

LEMME 1. M, N étant deux nombres entiers tels que N > M > a 1 ? 

on a 

n 

N 
S' w*(np) <fi*{n) , > 3~s S n0 w*(n p) ~ M8*1 w° (M p). 

« vid) 
ÊMONSTRATION. 2 ' 

00 p(d) 6 
S — 

d2 TT2 

X 
2 ' 

+ 0( logtf) > i f f pour x > <xx. 
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R E V I S T A D E C I E N C I A S 

x <P*W 

Posons <r{n) nB w3 (np) ; ^ (x) « 2 ' —— ; donc # (x) < % 

et $ ( * ) ^ ( w - 1 ) pour p/n . 

D'après l'inégalité de Hôlder, on a pour x > oc% 

t 
x <p(n) /* \ s / x i-i -

£ * < 2 ' < 2 ' 1 2 ' <% » *»(*),-
n»l n ~ / \n=>l / — 

¥(*) > 3"s » . Pour N > M > a i , on a donc 

N N 
2 ' w6(np) <p»(n) « 2 a(w) (¥ (*) - V (n- 1)) 

« 2 l ¥ ( * ) ( , ( n ) - * ( » + l > ) + < r ( N ) - ¥ ( M - 1) <r(M) 
n=M 

N-l 
> 3"8 f S « + N<r(N)) - M e (M) 

- 3"s ( 2 «r (») + ( M - l ) <r(M)) - M «r (M) 
n=M 

N 
> 3"B S NA WA (pn) — M 8 * 1 ( M ¿ > ) . 

u - M 



SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p - A D I Q U E S 

LEMME 2 . Soit 0 <m <n9 (p> m n) l , c > 0 . Soit A le 

nombre de tous les couples y tels que 

(1) 0 < % < mpy 0 <y<np, (;mp, %) « (np> y) - 1 

x y 
(2) - — - (mod p . 

m n 

Alors A < mnp*-° . 

DÉMONSTRATION. Posons (m, n) — d, m ** m'd, n as W d et 
définissons a> by f par 

PUi <d<p\ p^ < m < p* > pb"1 < n < p* ; 

tes relations (1), (2) entraînent 

2m n p 
(3) > | %n

f ~ym' | = 0 (mod pG). 
d 

Si 2mn p d'1 < p* } alors (3) entraîne %nf - y m' ~ 0 , 
x y — 

— « — , ce qui est impossible, car (%, m') « (y , n') -» 1 , 
M' nf 

0 < m' < n' ; on a donc, dans ce cas, A <= 0 < m n p7'* . 

Soit donc 2m np d'1 > pc , donc > et sup-
posons que. A > m n p7'* , donc A > . 



R E V I S T A d e c i e n c i a s 

Les expressions %nf-ym', satisfaisant aux relations (1), (3), sont 
situées dans la même classe modp c , donc dans tout au plus 
pa+b-f+8-c cja S 3es mod ¿>a*b"i+3 , H existe donc au moins une classe 
mod p**h-*** contenant plus que p w expressions %n'—ym' . 

En soustrayant une de ces expressions de toutes les autres, on 
obtient au moins pni couples y tels que 

M + f r l > 0, 1*1 < Mp> \y\ < np, xn'-ym? = 0 (mod ; 

mais alors | ym/ | < 2mnpd~i < donc %n'—ymf~-0, 
y n' a m 

%y £ 0, — « — , donc *«rm' , y^rn\ où 0 < \r\ < — dp; 
x m' m' 

on a donc pour x, y au plus 2 d p < pf*2 possibilités— contra-
diction. 

L E M M E 3 , A chaque M > 0 Û « peut faire correspondre un ensemble 
fermé F ~ F ( M ) C E0 jouissant des propriétés suivantes: 

1) /U F > OÎ2 . 

2) A chaque point {cri,..., crB} € F, on peut faire correspondre 
s + 2 nombres r, n > 0, y i y B de sorte que 

(p,n) r =» Max (*, \ y x \ \ y 6 \ ) > M , 

| n en - y\ |p < w (r) ( i « 1,2,.»., s ) . 
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p - A D I Q U E S 

00 00 

COROLLAIRE: Posons G — tt S F(i); si Ton a {crtcr3} eG, 
n~ 1 J— n 

alors il existe une infinité de valeurs ¿ > 0 telles que {crJf,.t,cra} CF(Î'), 

donc {crirt.9crB} € H (w) . Mais 

¡i G > lim sup M F (¿) > a2 , 

donc 

LEMME 4 . fi H (w) > 0 . 

DÉMONSTRATION DU LEMME 3 . Il est permis de supposer que 
w(n) < 1 pour n > 0. Définissons, pour chaque 0, le 
nombre entier c(n) par les inégalités 

e(n) < w ( p n ) < p^o(n)+i > Q) 

Par C (cr) nous allons désigner le nombre d'éléments de l'en-
semble cr. Soient M, N deux nombres entiers, 0 < M < N . 
Pour chaque n avec 

( 4 ) M < « < N , (n,p) « 1 

fy* y * } . 
soit 7n 1 ensemble de tous les points { — — > jouissants des 

[ n n J 
propriétés suivantes; I) on a 
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R E V I S T A D E C I E N C 1 A 3 

(5) Q<y\<np> (np>y|)-1 1,2, .., s) ; 

II) m, étant s + 1 nombres tels que 

(6) M < m < » , (m, p) « 1 , 

(7) O O i <mp y {mp, xi) = 1 ( i « l r . M s ) f 

/ 

alors l'une au moins des inégalités 

y\ (8) 
m n 

est en défaut,B> 

> w(mp) (1 < i < s ) 
p 

Soit m un nombre avec (6) et désignons par l'ensemble 
de tous les systèmes {y i^^ye} avec (5), auxquels on peut faire 
correspondre au moins un système avec (7), (8). Alors 

C(Yn) <*•(» />) - S7 C (In,m) 

= M<m<û 

et d'après le Lemme 2) 

C (Imm) < (p7 m n < (p7 mnw (jmp)Y , 

6) Remarquons que (8) équivaut aux congruencee 

— = — (mod p ) (1 < i < s) . 
m n ~ 
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p - A D I Q U E S 

donc 

C (Tn) > <Pa (n) - p7* n8 S m® wa (m\p) 

Le nombre w avec (4) étant donné, construisons tontes les sphères 
au rayon oy(np) (c'est-à-dire les sphères d'ordre c(n)) dont les 
centres appartiennent à 7n ; tes sphères sont disjointes deux à 
deux pour n < «a car, pour 0 < %\ < np, 0 < y\ < np , 

A 

m w 
< w (np) 

on a 

1 - 4 pc(n) > wrUpx) > (np) *>2np > | *i - yi | S 0 (mod 

donc ffi - y« ( ! < * < $ ) . En désignant par Zn la somme de 

ce9 sphères, on a donc 

M ZN « RC ( Û ) F L C ( 7 D ) > (P n) (<P8 (W) - ¿ > 7 9 «G S M S w* (mp) ) 
= la—M 

N 
Posons S' Za = F ; les ensembles Zn sont disjoints, car 

i l - M 
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R E V I S T A D E C I E N C I A 8 

^ (xi iyx ^pl 
P « e 7 f f i ) Q - { — m < n entraîne, 

l m m) {n n J 

d'après la définition de 7n, l'inégalité 

.PA(p,Q) > w{mp) » Max(w(m£>) , w{np)) • 

En tenant compte du Lemme 1, on obtient pour N > M > «4« 
Max (at y 0%) 

TF N N 
/I F « 2 ' JUZA > P'B 2 ' <pB(n)-p*e ( 2 » S A / B )2 

n - M — n =M n=M 

N N 
> ( 3 2 uP(pn)-p*E ( 2 n«w* (pn))2 - r 8 M"*1^" (#M) 

11= M 

Pour M > <x5 > of4 on a, d'une part, 

M8*' ùp (pM) < i - - 3*2a ; 
\ 8 9 / 

d'autre part, on peut trouver un nombre entier N > M 
tel que 



SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQ.UES DES NOMBRES P - A D i q U E S 

nombre entier N > M tel que 

1 - s -7s N 1 -s -7s 
— 3 p < 2 n3 we (p n) < - 3 p , 
4 n— M 3 

<T où 

1 - 2 s -8s 1 -2s ^ -2s -8s 

n > o , (p, n) = 1, np > r = Max (n, | y t | , y B | ) > M, 

L* existence d' un ensemble F = F (M) jouissant des pro-
priétés demandées est donc établie pour M > aB) donc, a fortiori, 
aussi pour o < M j < a5 

Démonstration du théorème. La série termes décroissants 
oo oo 
s n 8 ( n ) é t a n t s u p p o s é e d i v e r g e n t e , l a s é r i e 2 n® Xa (k n ) 

n - 1 n = l 

d i v e r g e p o u r c h a q u e k > 0 . 

> ~ 3 
4 

- 3 
9 

Si {cri,..., cr„} € F, alors il existe s + 1 

nombres n, y*,..., ya tels que 

(p, n) = 1, M < n < N, d < yi < np, 

I a c r t - yi | p < w (n p). ( l j : i < s ) , 

d ' o ù 

I n c n - y i | p < w ( r ) ( 1 < i < s ) 
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R E V I S T A D E C I E N C I A* ¿ 

On voit donc sans peine qu'il existe une suite 0<ai<a2<ag<i^3; 

00 
lim an » oo telle que la série S X8 (nalî).nsdiverge. En posant 
n-»oo • n ^ l 
w ( n ) = X ( n a n ) , on voit que nS+1 (n^ajf*:1 (nan)il+1XB(nan) 
tend en décroissant vers zéro, d'après le Lemme 4, on; 
a donc /a H (w) > 0. 

Soit ô > 0; il existe donc une sphère Ki d' un certain ordre 
f telle que 

- f s 
ix (H (u) K|) > (1-5) p . Soient 

fs 
Ki,,.., Kz (z - p ) 

toutes les sphères d'ordre f. Chaque sphère Ki provient de IC| à 
T aide d'une translation {r^ —,rsi),6) où OjCrjj < pf; soit Ht (w) 
l'ensemble provenant de H (w) par cette translation. Si 
{ru,--, rai} e Hi (o))y alors îi existe une infinité de systèmes 
n, yi>- , y* tels que (p, n) « 1, |n (cq - r il) - yi \<w (t) ( l < i < s ) , 

ou t - Max (n, | yt | | ya |); si t est assez grand, on a 

f 

t, = Max (n , | n r;i + y ï | n r.i + ya |) < tp < tat, 

[ non (ni'ii + yi ) [ < w (t) « X (t a t) < X (ti) (1 < i < s) 

donc Hi (<o) d H (X), d'où 
fx H (X) > S p (Ki HL (W)) > 1-8, donc m H (X) = 1. 

- 504 -



aUB L E S A P P R O X I M A T I O N « d I o p h a n t i q u e s d e s n o m b r e s p - a d i q u e s 

6) C'est-à-dire: ICi est l'ensemble de tous les points 
{cri + rjl.»., c r s + r i l } , où {cri,.",crs} parcourt tous les points 
de Kx- Evidemment: si l'ensemble B provient de l'ensemble A par 
une translation, alors borelien B est lui-môme un ensemble bore-
lien et / IB = /Î A. 

R E S U M E 

La note contient la démonstration d'un théorème métrique 
sur les approximations diophantiques des nombres p-adiques en-
tiers, analogue à un théorème de M, Khintchinc sur les approxima" 
tions des nombres réels. 
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