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Sur les approximations diophantigues des nombres
p ~ adiques

Par Vorrecu Jarnix, Praha

On connalt pludeurs théordémes de nature métrique concernant
les approximations diophantiques linéaires et homogénes des nom-
bres réels;D on peut se posetr la question si Fon peut transporter
ces résultats et leurs démonstrations & 'approximation des nom-
bres p~adiques entiers. A titre d’exemple, je vais montrer dans
cette note que le théordme métrique de M. Khintchine sur l'ap-
proximation des nombres réels peut &tre énoncé presque sans
changements aussi pour les nombres entiers p-—adiques, en con-
servant les grands traits de la démonstration.

— —

1} Voir, p. ex.t A, KaunrcHing, Zur mebrischen Theorie der diophantischen
Approximationen, Mnth Zeitsche. 24 (1926), 706 - 714+ V. Jarnig, Uber
die simultanen dicphantischen Approximationen, Math. Zeitschr, 83 (1931),
605 - 643; A. Gur-suv, Un théor@me sur les systemes de formes lin6aires, C.
R, Acad, Sci, URSS, N s .19 (1988), 151 - 162: A. Groswy, Sur la théorie
métrique des formes linéaires (en russe), Bull Acad. Sci, URSS, 1937, 427 -
443. Je ne donne pas des renvois bibliographiques sur les travaux nombreux
et importants des MM, Denjoy, Khintchine, 1.évy ete, concernand Papproxi-
mation d’'un nombre unique qui sont basés sur la théorie des fractions con-
tinues,
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Fixons les notations: les caractéres minuscules latins signifient
des nombres rationnels entiers, les caractéres minuscules grecs —
des nombres réels et les caracteres minuscules gothiques—des
nombres p—adiques entiers, c'est-a-dire les expressions de la
forme

=0 +ap+ ap+. O<a<p),
olt P est un nombre premier, fixé dans tout ce qui suit. On pose
|O|p = O)
lerlp =971, si a#0, ¢j=0 pour 0<i<f.
Dans tout ce qui suit, un nombre s >0 sera donné. Nous
désignons par E; l'ensemble de tous les systémes {crq,..., c7a} de
nombres p-adiques entiers et nous allonsdéfinir la distance ps(P,Q)

de deux points P = {cry,...,¢rs}, Q = {by,.., bs} de Vespace Es
par 1’équation.

P (P, Q) = Max [{eri-bilp .
I<i<s
Alors E4 est un espace métrique compact et 'on a

Ps(P, R) < Max (pg (P, Q), (", R)) .

Soit K une sphére ouverte de l'espace Eg, au centre P et
au rayon p > 0. Alors, en choisissant pour f le plus petit nom-
bre entier >0 tel que p°f <p, on voit que K est 'ensemble

de tous les points X e Eg tels que #, (P, X) < p°f; alors la sphére

K sera appelée une “sphrére d’ordre £”; c’est un ensemble ou-
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DPES NOMBRES D~ADIQUES

vert et & la fois fermé. 1l existe précisément une sphére d’ordre
0, 4 savoir Ey. Chaque sphére d'ordre f est somme de 7.
sphéres d’ordre f-4 1 et les sphéres du méme ordre sont dis.
jointes. Remarquons que chaque point d'une sphére K peut
&re pris pour le centre de K,

Soit
Ky, Ki,.. (R)

une suite (finie ou infinie) des sphéres, soit fi I'ordre de Kj et
posons

o(R) = = p5F; .

Pour M C E;, nous allons désigner par u M la borne inférieure
des nombres o (R) pour toutes les suites (R) telles que M c K, +
K, +... . On voit sans peine que uM est une mesure extérieu.
re au sens de M. Carathéodory® et que u M = p-I5 s M est
une sphare d’ordre f (donc, en particulier, uEs=1 et pM<p®,
si M’ est une sphére ouverte au rayon p > 0).

Si P'on se borne 4 des ensembles boreliens, la fonction u« M

A. Pour MCNCE,, ona OEMMSMNSI

—crmar
-

2) Voir, p.ex., S. Saks, Theory of the Integral, Warszawa 1937, p. 43.
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jouit des propriétés suivantes:®
A. Pour M aNCE,, ona OEMMSMNSI .

B. Pour chaque suite M;, Mj,... on a

REMI<ZeM; ww 3 M Dlimsop u M
i = i . N

n=l {=n = i-¥dw

(Saks, p. 17, (9.3)). Si les ensembles M; sont disjoints, on a
u(My+ M, +..0) = uM; + wM; +... (Saks, p. 16).

C. Soit uM >0, 8> 0. Alors il existe une sphére K telle que
#(MK) > (1-08) uX. En effet, posons M = E; dans Saks,
p. 152-156 et prenons, pour M, (Saks, p. 153), le systéme de
toutes les sphéres d'ordre #; en posant, dans Saks, p. 155, (15.7),
P(X) = u(MX) et ensuite, dans (15.8), X = M, on obtient

(@ ¢M) =uM = [ (s M) Do) du,

M
ol I'on a posé

o w(Ki M)
®) (u, M) D¢ (x) = fllm .
-— 00 ”’ £

8) Tous les ensembles que Pon rencontre dans la suite, sont évidemment des
ensembles boreliens.

Chaque ensemble borelien est mesurable (u), voir Saks, p, 52, (7.4):
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBSES P—ADIQUES

K étant la sphire d’ordre f contenant le point x#. Daprds
(), on voit que la limite dans (8) existe et est égale 2 1 dans
presque tous les points x e M, d’olt I'existence d’une sphére K
telle que u{MK) > (1-8) uXK.

Soit w(n) une fonction positive du nombre naturel #; dé-
signons par H (w) Uensemble de tous les points {cry,..., c7s} € Eq
tels que les relations

(=1, [men=ply <w (Max (Inl, |pil,eel2eh) (1 <5< 9)

possedent une infinité de solutions en nombres entiers 7, ¥y .., Vs,
Alors le théordme que nous avons en vue s'énonce comme il suit;

Tufioritme, Soit N(n) #ne fonction positive du nombre naturel n
telle que n*' \e(n) tende en décroissamt vers 2éro pour n —» oo,
Alors on a

pHO) =0 o pnHQ) =1

selon gue la série

(%) Z w0 ()

n

est convergenie ou divergente.
D — tnbmtcias.
4) Pour conformer les notations avec celles de M: Saks. nous désignons ici

exceptionellement par Ia lettre x les points de By (et non des nombres
entiers), : ’
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Remarquons que le cas de convergence est banal. En effet,
. . fm
construisons autour de chaque point { — ,...; — ¢ avec (p, %) = 1

n n
Ia sphere ouverte au rayon A(Z), ol #=Max(|#|, |71y [5])-

En désignant ces sphéres par Ky, K;,..., on a

F K< 2sk1) B (2041)8 A1) .
=1 =] t=1

Chaque point de H'(A) étant contenu dans une infinité de
sphéres K;, on a pour chaque 2> 0

HNC S K, sHON <p3K <3 ek,
=k

= =k = i=k

donc pH(N) = 0, si la série (*) est convergente.

Dans les quattes lemmes suivants, on suppose donnée une fonc-
tion positive w (1) (#=1,2,..) telle que la série élnﬂ w® (1)
diverge et que l'expression #%1w®(n) tende en décroissant vers
zéro pour #—» o (il s’en suit que la série é‘zln‘ ws (np) est elle-

méme divergente).
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p—ADIQUES

Par a, az,... on désigne des nombres positifs, ne dépendant
que de s, de p et dela fonction w. ¢{n) estla fonction d’Euler,
un) la fonction de Mobius. L.’ apostrophe ejouté au symbole

de sommation 2’ signifie que 'on doit supprimer les termes co-
n

rrespondants aux valeurs de # qui sont divisibles par p.

Lemme 1. M, N éiant deux nombres entiers tels que N>M> a4,
ona

N N
., ‘.;I ws(np) ¢5(n).> 3-* EM #8 ws(n p) —~ Ms*ws (M p).

) ”(d) 1 © /-"(d) * (dp)
EMONSTRATION, 2/ ~— |1- —} =2 [|[—— = =
. a=1 g2 P dz (dp)?
o I‘(d) 6
= 2 i
a=1 dz 7|-2

x e(n) o dy x pld), | x
p g .":....n_ = 3 ‘i_). = 3 ul )';3([fJ~[1J)=x(]-i) E'f.(d._?-[-

R=1 g4 n=1 da/a g d=17’ d ? Q== d

+ Od§1;=x(l——) dE: —‘;;-— + O (log#) = —5 — +
= = "
14~
»

4+ O(logx) > %2 pour x> a.
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x ¢n
Posons o(#) = #?uw® (np); ¥(x) = 2" ——; donc ¥ (x) <%
D= | nﬂ =
et ¥(n) =¥ (n—-1) pour p/n .

D’aprés 1'inégalité de Holder, on a pour % > o

_s;l_ 1
x o(n) x x (08(11«); R 1
%x<z'-—-<(2'1) ( )<x1s\1'°(x):
D=l g == n=}1 =1 g8 ==

T(x)>3%%. Pour N>M> aq, on a donc

N N
pd w'(np) ¢*(w) = B o(n) (T (m) — ¥ (n-1) =

N-

= g‘-;l T(n) (o(n)—om+1)) + ¥(N) o(N) - ¥(M- 1) o(M)

N-1

>3t (E nem=-ocmtD) + No@)) - Mo (M)
N

=3 (2 o(n) + (M-1) e (M)) -~ Mo (M)

N
> 30 B wwt (pn) = Mt (Mp),
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES P—ADIQUES

Lemme 2. Soit O<m<n, (pymn) =1, ¢>0. Soit A le

nombre de tous les couples x, y tels que

(1) 0<zx<mp, 0<y<mp, (mp,%)= (np,y) =1

(2)

¥y
- (mod pv) .
7

g%

Alors A< mup’e.

DfimonstraTioN., Posons (m,#n) =d, m=m'd, n=n'd et
définissons a, b, f par

Pt-[sd<1)f’ ?a-1§m<p&’ Pb-1£n<Ph;
les relations (1), (2) entratnent

2mup
3)

> law’ —ym’| =0 (mod 9%.

Si 2mupdt < p°, alors (3) entralne xn’ - ym’ =0,
% ¥y =

— = — | ce qui est impossible, car (%, w') = (y,4') =1,
wm

O<m’<#; on a donc, dans ce cas, A=0 gmni)"” .

Soit donc 2mupd? D pt, donc p¥RTIHE > 5% er sup-
posons que. A > mnpT e, donc A D> petbrets |
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Les expressions #n’—ym’, satisfaisant aux relations (1), (3), sont
situées dans la méme classe mod p¢, donc dans tout au plus
pUiv-Bid.e classes mod p*™ T | [l existe donc au moins une classe

mod p*****8 contenant plus que p™? expressions xn’—ym’ .

En soustrayant une de ces expressions de toutes les autres, on
obtient au moins p*? couples %,y tels que

Is]+I3t > 0, |#] < mp, |3 < np, xn’—ym’ =0 (mod p*-*8) ;

mais alors Ixn'Tym’l < 2mnpd™ < pMP M3, donc an’—ym’ =0,
y =

xy 75 0, —
%

on a donc pout %9 au plus 2dp < p*? possibilités —contra-

n m
=—, donc x=rm’, p=r’, ol 0 < [r] < — p=dp;
m’ wm'

diction.

LemMe 3. A chague M > 0 on peut faire correspondre un ensemble
fermé F = F (M)C E; jouissant des propriéés suivantes:

1) pE > a.

2) A chague point {cry,..., crs} ¢ F, on peut faire correspondre
s 4 2 nombres r,n > 0, 91,...,9s de sorie que

(@,m) =1, 7= Max (n, |51] e, Is]) > M,

|nen—mly < w(r) (i=1,2,..,, 8) .
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES P-ADIQUES

CoroLLaIRE: Posons G = = b F{z); sil’on a {cry,..., c75} €G,

n=1f=n

alors il existe une infinité de valeurs 2 >0 telles que {cry,...,c7a} € Fl3),
donc {c71,..,crs} e H(w). Mais

wG > liim sup p F (7)) > ay ,
== fjepa =

donc

LemME 4. eH@w >0.

DfmonstraTion pu LEmMME 3. Il est permis de supposer que
w(n) < 1 pour # > 0. Définissons, pour chaque # >0, le
nombre entier ¢(#) par les inégalités

O < w (pn) < poe* (cm) > 0) .

Par C(cr) nous allons désigner le nombre d’éléments de 'en-
semble ¢r. Soient M, N deux nombres entiers, 0 < M < N,
Pour chaque # avec

(4 M<#n<N, () = 1
: , N £ ) R
soit v, l’ensemble de tous les points {l-— yers — ¢ jouissants des
n "

propriétés suivantes: I) on a
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(5) 0<i<np, (np, 3)=1 ,(i=l’2"-', 8);
) m,%4,...,%s étant s-+ 1 nombres tels que

(3] M§m<n, (m, p) =1,

7 0<m<mp, (mpm)=1 (i=1,.,s),
alors I'une au moins des inégalités

X1 4]

m n

®)

> w(myp) (1<i<y)

P

est en défaut.®

Soit # un nombre avec (6) et désignons par In,m l'ensemble
de tous les syst®mes {y1,..., Js} avec (5), auxquels on-peut faire
cortespondre au moins un systéme %q,...,¥s avec (7), (8). Alors

Clyn) < o° (”P) - ¥ C (In;m)
= M §m<n

et d’aprés le Lemme 2)

C (Jam) < @"mnpotM)eE < (P"muwmp),

6) Remarquons que (8) équivant aux congruences

x
- = — (mod pctm))
n

a<i<s).
nt = =
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES p—ADIQUES

donc

N
Clyn) > 0"(n) — o™ u® & mews (mip) .

Le nombre # avec (4) étant donné, construisons toutes les sphéres
au rayon w(np) (c’est-a-dire les spheres d’ordre c(#)) dont les
centres appartiennent 3 v, ; tes spheres sont disjointes deux &
deux pour # < ay car, pour 0<m<np, 0<n<np,

% i

< w (np)
)]

n %

on a

i
8

1+ _
2°®™ > wl(pn) > (np) >2np > %~ 3| =0 (modp*®™),

donc % =5 (1<i<s). En désignant par Z, la somme de

ces sphéres, on a donc

N
#Zg = P C (1) > o7 (9} (6 (1) ~pTn* B i w® (mp))

N L .
Posons X’ Z, = F; les ensembles Z, sont disjoints, car
n=M
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1 % YY)
P = gy T £ € ¥Ym Q = T ogreey T }' € Yns m<n cntl’aine,
" wm n n)

d’aprds la définition de va, 1'inégalité
2a(P,Q > w(mp) = Max (wimp), wnp)) .

En tenant comfnte du Lemme 1, on obtient pour N> M > a5 =
Max (ah aﬂ)

N N
nE = 3 uZa > p 3 wilpn) o3(n) - 1% (3 nows (o) )?
n=7M = n=M n=M

> (3p)rs 2 meus(on) =p (3 a0 we (pm)? - 7 Mottws (M)

Pour M > a5 > a4 on a, d'une patrt,

11
Mt ws(pM) < (_ - __) 3-28 p"7ﬂ :
8§ 9

d’autre part, on peut trouver un nombre entir N > M
tel que
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SUR LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES DES NOMBRES P—ADIQUES

nombre entier N > M tel que

1 -5 =7s N 1 s -Ts
— 3 p < z nuwt(pn)< —3 p ,
4 n=M 3
d’ ol
Bo 1 . -2 -85 1 25 -8 (1 1 ~2s -8s
w B — p - -3 P - {1 - "') p =
9 8 9 %

Si {cryye., crg} € F, alors il existe s + 1
nombres n, yy,..., yu tels que

(p, n) = 1, M<n <N, ¢ <yi < np,
|net~ yilp < w(nph (1<i<s),
d’ ot
n>o0,(p,n)=1,np >r = Max (n,] y1 | yeeeens] ¥sl) > M,

[nen-mlp<w () (L<i<y)

L’ existence d’ un ensemble F = F (M) jouissaiit des pro-
priétés demandées est donc établie pour M > ag, donc, a fortiori,
aussi pour o <M < a5

Démonsiration du théoréme. La série termes décroissants
(-]
Z n® A® (n) étant supposée divergente, la série E‘:o né A8 (k n)
n=1 n=1
diverge pour chaque k > 0.
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On voit donc sans peine qu’il existe une suite 0<ag<ar<ag<.wy

lim a, = o telle que la série T8 (nay).n®diverge. Enposant
n—»00 ‘n=1

w{n) =\ (na,), on voit que n®+! ¢® (n)=a,"* (na,)s+A(na,)
tend en décroissant vers zéro, d'apres le Lemme 4, on
a donc p H (w) > 0.

Soit & > 0; il existe donc une sphere Ky d’ un certain ordre
f telle que

—fs
u(H (u) Ky) > (1-8) p . Soient

fs
Koo, 'K, (z=p )

toutes les sphéres d’ordre f. Chaque sphére Kj provient de K,
I’ aide d’ une translation {"11,~-'»"sl}»“) ol 0 <ry <pf; soit H; (w)

Vensemble provenant de H (w) par cette translation. Si
{tiyees vai} € Hy (w), alors #f existe une infinité de systemes
D, Y1yeer, Y tels que (p, n)=1, [n (crj —rip) - y1 |[<w (t) (1<i<s),
ol t=MaX (n,] yy | ,..., | 9 |); si t est assez grand, on a

f
tr = Max (n, | nrjl + vil,o|ntat+ yel) < tp é tag,

fnea =+ i) [ <o () = A (ca) <A () (1 <i<o)
donc H, () @ H ), d'ob

p B (1)2 21“ (Ky M (w)) > 1-8, doncp H (X)) = 1,
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PUUSEE

6) Clest-a.dire: K, est 1'ensemble de tous les points
fers + 1yl crs F nl}y ot {cry,...crs}  parcourt tous les peints
de K;. Evidemment: si ’ensemble B provient de 'ensemble A par

une translation, alors borelien B est {ui-m&me un ensemble bore-
lien et u B=py A,

RESUME

La note contient la démonstration d’un théor®me métrique
sur les approximations diophantiques des nombres p-adiques en-
tiers, analogue & un théoréme de M. Khintchine sur les approxima~
tions des nombres réels.

- 505 =



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:08:52+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




