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Sur le produit de composition de deux fonctions continues
par

V. JARNIK (Praha).

Par I nous allons désigner ou bien l’intervalle fermé <0,%,>,
ol 0<<ty<<+oo, ou bien lintervalle {0, 4oc0). L’ensemble de tou-
tes les fonctions réelles et continues dans I sera désigné par C(I).
On définit le produit de composition z=xy de deux fonctions
zeC(I), yeC(I) par ’équation

t
at)= [a(t—7)y(r)dr  (teI).
0

On a zeC(I), car
2(t+h)—=z(t)
(1) t+h
= [a(t+h—7)y(z) dr+ [(@(t+h—7)—a(t—7))y(7) dr.
t 0
1. M. MIkUSINSKI a posé la question, s’il existe deux fonctions
zeC(I), yeC(I) telles que la fonction z2=uxy soit dépourvue de dé-
rivée dans chaque point intérieur de I. Je vais donner une réponse
affirmative a cette question.
Lemme 1. Soit xeC(I), yeC(I), z=uxy; supposons qu’il existe
trois mombres K, L, L, tels que

(2) lo(t)—a(t) S K [t —1s], |2)|I<Ly,  |y(E)I<L,
pour t,€l, t,el; on a alors, pour tel, t+hel,
(3) [2(t+h)—2(t) | < (L +Kt) Ly | B .

Démonstration. Voir (1).

Lemme 2. Soit >0, b>0. Définissons une fonction x=uz, 4,
continue dans Dintervalle (—oo, +o0), de la maniére suivante:

@g, p(t) =2abt—%b pour 0<<t<<1/2a;
wa.b(_t)zxa,b(t)7 xa,b(t)zma,b(t_l_l/a’)’
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donce
(4) Max |z, , () |=1b, [04,5(81) =@,y (82) | <20 [ 8, —1,].

Posons z=ux, ,x,,. Alors, si q est un nombre naturel, on a

5 ( ) (=)' — o
(5) 2a] 24a

Démonstration. On voit facilement que x(1/2a—t)=—x(t).
Soit k>0 un nombre entier. Alors

oL kla k kla
—_— = —_ J— 2
z(2a> = :v( : r)m(r)dr—ofw (v)dv

0
1/4a 2%h2
=4k [@*(7)dr="S—-
0 24a
. (2k+1)/(2) (2Kk+1)/(2a)
2k 2k+1 1
z( +1)= f x( £t ——r)w(r)dt= f ac( -——r)w(t)dr
2a ¢ 2a B 2a
(2k+1I(2a) 1/4a
(2k+1)b*
= — 2 = — (4 2 2 = —
of z*(t)dr (4k+ )6[ x3(tr)dr= 540

Lemme 3. Soit t un nombre, z une fonction réelle. Supposons
qu’il existe deur suites de nombres v,, w, telles que

v, <t<w,, v, <w,, limv,=limw,=t,
n—»oo n—»oo

(6) 2(w,)—z(v
lim ( n) ——( n) =-+—OO.
nroe  Wy—70,

Alors

. h)—z

- fimeup SN O
h—>0 h

On a un résultat analogue avec —oo au liew de +oo.
Démonstration. Evidente et bien connue.

Théoréme 1. Il existe une fonction x, continue dans <0, +oo)

et telle que la fonction z=xr satisfasse, pour chaque t>>0, aux équations
t+h)—2 t+h)—z(t
(8) limsupf_(_i—_)_ (t)=+oo’ lim inf 2(t+h)—2(t) _

h->0 h h—‘)O h
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Démonstration. Posons
— 3 _03", _ \ a3 7
(9) 01_27 cn+1_0n_2 ’ yn—xa,b’ ou (l-—On, b'—l/cn

(@, est la fonction du Lemme 2). On a donc

(10) lyn(tl)[<1/20n7 |yn(t2)—yn(tl)l<2072L|t2_t1l7
(11) D e,<2c,, D 1/e, < 2/e,.
k=1 k=n

La série x(t)=y,(t)+y.(t)+ ... est donec absolument et unifor-
mément convergente. En posant 2z, ,.=v,¥,,=%2, ,, ¢=xx (produit
de composition), on a pour tout {>=0

(12) t)—Z 2, 1(0) -

m, k=1

Soit ¢ un nombre positif quelconque, qui sera fixe dans ce qui
suit. A chaque nombre naturel » suffisamment grand, on peut
faire correspondre un nombre pair p,>0 et un nombre impair
q,>0, tels que

Pn Pnt2 q q,+2
(13) Tn= —272 <t< 20?;* ’ ’Un _2;715 <t< ":L‘c;{
Posons encore
3 3
PR S
2c;, 2c;,

d’ol
limr, =lims,=limv, =limw, =t.
D’aprés (5) on a alors

zn,n(rn)>07 zn,n(vn) <0’

Pn+3 t t
zn,n(sn): - ;402 <-— 172572; ’ zn,n( n) > 72_
donc
(14) %, n(80) =2 n(Tn) __0n B n(W0n) =20, (V) 10,
8p—", 18 w,—7, 18

Si k<mn, m>0, on a d’aprés (10) et d’aprés le lemme 1

%, m ($n) =2k, m (T)
l S —"p

( iy t) 1 < 1 +ckcn_,t
2, %) 26, Tde,e, c

m
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La somme de toutes ces expressions pour k=1,2,...,n—1,
est, d’aprés (9) et (11), plus petite que

m=1,2,...
(15) -41:+203,_1t=% +2¢%3¢.
Si k>n, m>0, on a d’apres (10)
|2, m (80) =25, m (1) | <2§i, ZL(S'* I
€1 Cm 3¢,.¢,,

1 S

La somme de toutes ces expressions pour k=n-+1, n+2,...,
m=1,2,..., est, d’aprés (9) et (11), plus petite que

2 ¢ 2
(16) ’é‘a(t—i‘l):g"(t‘{‘l)-

De (15), (16), on conclut immédiatement que

z2(s,)—z(r 2 s )—z . (r 1 4 1
_(."_)__ ( ") M“’ﬂg_") <E+403L/3t+_3 (t+],)<§gcnt,

(17 -
STy ST

si n est assez grand; et ’on a, évidemment, la méme relation avec

v,, w, au lieu de r,, s,. Mais (14) et (17) donnent

2(s8.)—z(r 1
#(8p) —2( ")<_ - ¢, t > —o0 pour n — oo,

Sn =Ty 36
et d’une maniére analoque
z(w,)—z(v,) 1
neoan > glnt > oo pour n— oo.

Wy — 0y

L’application du Lemme 3 aché¢ve la démonstration du Théoréme 1

2. Je vais donner encore un autre théoréme de ce genre. Pour

simplifier, je pose dans la suite I=<0,1), C(I)=C. Nous intro-
duisons dans C la métrique habituelle:

(@1, xy) =Max |2, (t) —2,(t)|.
0<t<1

Le produit combinatoire (*=C X C est ’ensemble de tous les cou-
ples [x,y], ot zeC, yeC. La métrique dans C? soit donnée par la

formule
02 ([®1,22],[Y1,Y.])=Max (9(-’”171‘/1)’ 9(“'2,?/2))-
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Lemme 4. Soit x,¢0, y,¢C, limz,=x, limy,=y; alors
n—r oo

. n—roo
lim ,y,=xy.
n—»oo

Démonstration. Pour 0<i<1, on a
i

lof(wn(t~r) Yu (1) —a(t—7)y(7))dr|

¢ 14
<Oflwn(t~f)l lyn(r)—y(r)ldtﬁfly(r)l |2, (t—7)—2(t—7)|dr

<(9(w70)+9(mmw))@(?/nyy)+g(y70)@(mn7w)7,
et la derniére expression est indépendante de ¢ et tend vers zéro.

Théoréme 2. Il existe un ensemble M C C? jouissant des pro-
prietés suivantes:

10 C2— M est un ensemble de premiére catégorie dans C* (donc
MF#0, car C? est complet);

20 g1 xe M, ye M, xy==z, alors on a (8) pour chaque t de Uinter-
valle ouvert (0,1).

Démonstration. Pour chaque nombre entier n>0, soit G,
P’ensemble de tous les points [x,y]€eC? jouissant de la propriété sui-
vante: & chaque te{1l/n,1—1/n) correspondent deux nombres 7, s
tels que ’on ait (en posant z=uwzy)

z(s) —z(r)

1 1
(18) —— < r<t<s<t+—> r<s,
n n s—7r

Posons M,=[]G, et soit M, l’ensemble de tous les points
n=1

[x,y] tels que [—x,y]eM,. Soit M =M, M,. D’apres (18) et d’apres
le Lemme 3, il est évident que M possede la propriété 2°. Pour ache-
ver la démonstration du théoréeme 2, il suffit donc de démontrer
les deux propositions suivantes:

I. @, est ouvert, c’est-a-dire que ¥, =02—@, est fermé dans C2.

II. G, est dense dans (2

En effet, I et II entrainent que C*— M, est de premiére caté-
gorie; on voit immédiatement qu’alors C*— M, est, lui aussi, de
premiére catégorie; done, il en est de méme de 1’ensemble

C*—M=(C*—M,)+(C*—M,).
Démonstration de I. Soit donné un nombre entier n>0.

Soit [z,,y,]€F, pour v=1,2,... et soit lim [z,,y,]=[z,y]. Il faut
démontrer que [z,y]eF,. voree
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Posons »,y,==z,, xy==z. D’aprés la définition de G, et de F,,
il existe, pour chaque », un nombre ¢,6<{1/n,1—1/n) jouissant de la
propriété suivante: chaque couple de nombres 7,,s, tel que l'on ait

1 1
(19) tv_ ‘<7v<tv<8v<tv+ — r,<S$,,
n n

satisfait & 1’inégalité

(20) z——”(‘z):j’(m— <n.

En passant & une suite partielle, on peut supposer qu’il existe
lim ¢t,=t. On a te{1/n,1—1/n). Prenons deux nombres r, s tels que

y > oo

(21) t—%grgtgsé\t%—%a r<s,
et définissons les nombres 7,,s, par les équations r,—r=s,—s=t,—t.
On a donc (19), donc (20). Mais, en vertu du Lemme 4, on a
(car limr,=r, lims,=s)
2(s)—2(r) —lim %(8,)—2,(r,) <n.
s—7r vreo  8,—T,

Ceci étant vrai pour chaque couple 7, s satisfaisant aux conditions
(21), on a [z,y]eC*—G, =1,

Démonstration de II. Soit donné un nombre n>0 entier.
Soit [£,7]eC? soit 0 <e< 1. Il faut démontrer 'existence d’un point
[r,y]eG, tel que o(x,&)<<e, o(y,n)<e.

Il existe deux fonctions &,€C, n,eC avec o(&,&)<3e,
o(n,m)<<}e dont les diagrammes sont composés d’un nombre fini
de segments de droites. Choisissons &, n, de cette facon. On peut
alors choisir un nombre A>1 tel que

160 <4, [m@)|<4, [&O)—&)|<A|t—u],
(@) —n(u) | <A|t—u| pour 0<i<<1l, O0<<u<l.

&
L

—~
~
<

Choisissons ensuite un nombre entier m tel que

me?
(23) 30m —44%2>n, done m>30n,
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et posons r=¢,4x, ., y=nm+x, . (ou ,, et la fonction du
Lemme 2). On a |z, (t)|<}e donc o(&,2)<e, o(y,y)<<e. Il suf-
fit donc de démontrer que [x,y]e@,.

Posons ay=z, &m=21, &0, =f MNPy =%, Ly Ly =2,
done z=2,+7,+2;+24. Si 0<<t<<1, 0<<u<l, t#u, on a, d’apres
le Lemme 1,

| 32.(t) i 1 1
(24) gz(t “i< <2A-A+24- o424 e<idr,
i=1 - i “

Soit maintenant 1/n<{t<{1—1/n. Choisissons », s comme il
suit. Il existe un nombre entier &k tel que
2k+1 2k+3
+ <t << — +— ’

BN

2m 2m

on a k>0, car 3/2m<<1/n<t; posons

done 0<Max(s—t,t—r)<s—r=>5/2m<1/n, Aol 0<r<t<s<1l. Le
Lemme 2 donne

— 2k4+6 2k4-1\ 2m t 2 -2
2,(8)—2,(r) . ( 2k + 1 + ) 2m_ m_ me

2am | 5 12°5 7 30n

(25) 24m | 24m

s—r
Or, (24), (25), (23) donnent

z(s)—z(i) me?

s—r 30n
ce qui démontre que [x,y]e€G,.

(Regu par la Rédaction le 2. 5. 1950).
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