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Sur le produit de composition de deux fonctions continues 
par 

V. JARNÎK (Praha). 
Par I nous allons désigner ou bien l'intervalle fermé <0,i 0>, 

où 0 < i 0 < + o o , ou bien l'intervalle L'ensemble de tou-
tes les fonctions réelles et continues dans I sera désigné par 0(1). 
On définit le produit de composition z=xy de deux fonctions 
xeC(I), y eC(I) par l'équation 

t 
z(t)= Jx(t-r)y{r)dr (tel). 

o 
On a zeC(I), car 

z(t+h)—z(t) 
m t + h 

y > =jxi<tJr}i-x)y(x)dr+^{x(t + 'h—x)-x(t-r))y(r)dx. 
t o 

1. M. M i k u s i n s k i a posé la question, s'il existe deux fonctions 
xeC(I), yeC(I) telles que la fonction z=xy soit dépourvue de dé-
rivée dans chaque point intérieur de I . Je vais donner une réponse 
affirmative à cette question. 

L e m m e 1. Soit xeC(I), yeC(I), z=xy; supposons qu'il existe 
trois nombres K, L2 tels que 
(2) Ix ( t x ) - x ( t 2 ) I11,-t21, IX{tx) | \ y { t i ) |<i2 

pour txel, t2el* on a alors, pour tel? t-\-heI, 
(3) |z ( t+h) —z(t) |< (L.+Kt)^ \h\. 

D é m o n s t r a t i o n . Voir (1). 
L e m m e 2. Soit a>0, b>0. Définissons une fonction x=xa h , 

continue dans Vintervalle (— oo,-\-oo), de la manière suivante: 
xah(t)=2abt — \b pour 0<i<l/2a; 

x a , b ( - i ) = Xa.bW > = Xa, + V a ) , 
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donc 

(4) M a x | ^ b ( t ) | = | b , |^ ,6(*i)-^,6(*2)l<2a&|^-^2 | . 

Posons z—®ay
xafb- -4ior8, si q est un nombre naturel, on a 

(5) zlq) = (-l)q — -K } \2aj K ' 24a 

D é m o n s t r a t i o n . On voit facilement que x(lj2a —1) = — x(t). 
Soit fe>0 un nombre entier. Alors 

k\a i 7 \ k/a 
/2fc\ r I Tc \ ra 

',[ — )=: I x\ T)x(r)dr== \ x2(r)dr 
\2al 0

J \a I 0
J 

Wa Шŕ 
-Лh fxҢr)ãr= 

24a 
<2A + l)/(2u) (2fc+l)/(2a) 

(2k+l\ f /2fc+l \ . . _ f / l \ , , , 
= i x\ — — r\x(r)dr= x I T \x(x)ax 

\ 2a ) J \ 2a / V ' 0
J \2a / w 

<2fr+l)/(2a> l/4a (2fc + l ) 6 2 

= - J Í C
2 (T)<ÍT=-(4 / Í ;+2) J* x2(r)dr=-

L e m m e 3. Soit t un nombre, z une fonction réelle. Supposons 
quHl existe deux suites de nombres vnJ wn telles que 

vn^t^wn, vn<wn1 limt?n=limwn=t, 
Yi—> oo n~> oo 

<6)
 ta^M.+». 

n »oo W?n l?n 

Jior8 

«(*+fc)—s(t) 
(7) hmsup-^—- ; - - = + o o . 

,v*o h 
On a un résultat analogue avec —oo au lieu de +oo. 
D é m o n s t r a t i o n . Evidente et bien connue. 
T h é o r è m e 1. Il existe une fonction x, continue dans <0,+oo) 

et telle que la fonction z=xx satisfasse, pour chaque t>0, aux équations 

,Qv ,. z(t+h)-z(t) , r . z(t+h)-z(t) 
(8) limsup — = +oo, hmmf = —-oo. 

A~»O h h-+$ h 
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D é m o n s t r a t i o n . Posons 

(9) cx=2, c n + 1 - = ^ = 2 3 n ; yn=xa>b, où a=cnJ b = l/cn 

(xab est la fonction du Lemme 2). On a donc 

(10) l 2 / ^ i ) l < l / 2 c n , | y n (* a ) -y n (* 1 ) |<2o2 |* a -* 1 | , 

( Ц ) Iok<2oя, ^l/ck<2/cn 
Ä ľ = l fc=П 

La série x(t)=yx(t)+y2(t)+... est donc absolument et unifor
mément convergente. En posant zktm=ykym=zmik, z=xx (produit 
de composition), on a pour tout £>0 

(12) *(*) = 2>m.J.( ť ). 
7 7 1 , ^ = 1 

Soit f un nombre positif quelconque, qui sera fixe dans ce qui 
suit. A chaque nombre naturel n suffisamment grand, on peut 
faire correspondre un nombre pair pn>0 et un nombre impair 
qn>0j tels que 

(13) П 2c„ 2c\ 

Posons encore 

^±3>t 
.з > l > 

d'où 
2< ' ' n K 

i î L < ť < i » ± ^ . 
2c*V" 2cí 

..-%£>., 

l imr n =]imsn=1imvn=limwn=t. 

D'après (5) on a alors 

*n.n(»"n)>0» »».» (»»)<<>> 

Pn + 3 * t 
Zn-n(Sn)=-^ïcn

 <~Ï2cV Zn'n{Wn)> 12c*J 
donc 

/-. A\ n,n\°n) "n,?i\'n' ̂  

(14) < 
K _ Zn,n(Wn)~Zn,n(vn) K _ 
18 wn-v» 18 

Si Tc<n, m>0, on a d'après (10) et d'après le lemme 1 

^k, rЛ O ~^&, m (rn) < ( \-2clt) - < — — 
•2cfc / 2cm ±cmck 

Ck€n—lt 

file:///-2clt
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La somme de toutes ces expressions pour fc==l,2,...,w—1, 
m = 1,2,... est, d'après (9) et (11), plus petite que 

(15) 1- + 2cl_1t=\+2c*H. 

Si lc>n, m>0, on a d'après (10) 

Zk, m(Sn) Zk,m(Гn) 

3 4<,tc,„l " T " ' 3etem 

La somme de toutes ces expressions pour fc==w+l, w+2,, 
?ti = l,2,. . . , est, d'après (9) et (11), plus petite que 

2 cl 2 
(16) ^ ( t + i ) = ( (+ i ) . 

ô Cn+l * 

De (15), (16), on conclut immédiatement que 

Z(Sn) ~Z(Tn) Zn, n(Sn) Zn, n(Tn) 
(17) <\ + ̂ t + {(t+l)<ynt, 
si n est assez grand; et l'on a, évidemment, la même relation avec 
vnJ wn au lieu de rn, 8n. Mais (14) et (17) donnent 

z(sn)-z(rn) 1 
_____ < c f J->-oo pour w->oo, 

*„-*•„ 36 n h 

et d'une manière analoque 

36 
>oncn^">+°° pour n->oo. 

L'application du Lemme 3 achève la démonstration du Théorème 1. 

2. Je vais donner encore un autre théorème de ce genre. Pour 
simplifier, je pose dans la suite Z = <0,1>, (7(1)=0. Nous intro
duisons dans G la métrique habituelle: 

Q(XX, x2) = M a x | œx(t) —x2(t) |. 

Le produit comminatoire C2—CxC est l'ensemble de tous les cou
ples [x,y]y où xeC, yeC. La métrique dans C2 soit donnée par la 
formule 

e2([^i^2],[ynî/2])=Max(e(aj1,y1),e(aîa>y8)). 
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Lemme 4. Soit xneC, yn*C, l im^-=#, \imyn=y; alors 
hm ocnyn=xy. 

D é m o n s t r a t i o n . Pour 0 < t ^ l , on a 
l 

\j(xn(t-r)yn(r)-x(t-r)y(r))dr\ 
o 

^J> 7 1 (<-T) | |^(T) - 2 / (T) |^T+/ | 2 / (T) | |^-T) -^-T) |^T 
0 0 

<(Q(x,0)+e(xn,x))Q(yn,y)+Q(y,0)Q(xn,x), 

et la dernière expression est indépendante de t et tend vers zéro. 
Théorème 2. Il existe un ensemble M(ZC2 jouissant des pro

priétés suivantes: 
1° G2 —M est un ensemble de première catégorie dans C2 (donc 

M7^0, car C2 est complet); 
2° si xeM, yeM, xy=z, alors on a (8) pour chaque t de Vinter-

valle ouvert (0,1). 
D é m o n s t r a t i o n . Pour chaque nombre entier n>0, soit Qn 

l'ensemble de tous les points [x,y]eC2 jouissant de la propriété sui
vante: à chaque te(l/n,l—ljn} correspondent deux nombres r, s 
tels que l'on ait (en posant z=xy) 

1 1 z(s)—z(r) 
(18) t < r < J < 8 < * H J r<s, -^——— >n. 

n n s—r 

Posons M1=fjGn et soit M2 l'ensemble de tous les points 

[x,y] tels que [— x,y]eMv Soit M=M±M2. D'après (18) et d'après 
le Lemme 3, il est évident que M possède la propriété 2°. Pour ache
ver la démonstration du théorème 2, il suffit donc de démontrer 
les deux propositions suivantes: 

I. Gn est ouvert, c'est-à-dire que Fn=C2—Gn est fermé dans C2. 
II . Gn est dense dans C2. 
En effet, I et I I entraînent que C2 — M1 est de première caté

gorie; on voit immédiatement qu'alors C2 — M2 est, lui aussi, de 
première catégorie; donc, il en est de même de l'ensemble 

C*-M=(C2-M1) + (C2-M2). 

D é m o n s t r a t i o n de I. Soit donné un nombre entier n>0. 
Soit [xv,yv]eFn pour v=l,2,... et soit lim [xv,yv] = [x,y]. Il faut 
démontrer que [x,y]eFn. "~*00 
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Posons xvyv = zv, xy = z. D'après la définition de Gn et de Fn, 
il existe, pour chaque v, un nombre tve(ljn,l—Ijri) jouissant de la 
propriété suivante: chaque couple de nombres rv,sv tel que l'on ait 

1 1 
(19) tv < r , < * v < 8 , < ^ + - > rv<sv, 

n n 

satisfait à l'inégalité 

Zv(
Sv)— Zv(Tv) ^ 

(20) -^-^- —-<,n. 
En passant à une suite partielle, on peut supposer qu'il existe 

lim tv=t. On a te(ljn,l — Ijn}. Prenons deux nombres r, s tels que 

1 1 
(21) t < r < J < 8 < J H , r<8, 

n n 

et définissons les nombres rv,sv par les équations rv—r=sv—s=tv—t. 
On a donc (19), donc (20). Mais, en vertu du Lemme 4, on a 
(car \imrv=r, l im8v=8) 

z(s)-z(r) ^v(sv)-zv(rv) 
- - = l i m — < w . 

s—r v y^ sv—rv 

Ceci étant vrai pour chaque couple r, s satisfaisant aux conditions 
(21), on a [x,y]eC2-Gn=Fn. 

D é m o n s t r a t i o n de I I . Soit donné un nombre n>0 entier. 
Soit [Ç,r)]eC2; soit 0 < £ < 1 . Il faut démontrer l'existence d'un point 

[r,y]eGn
 t e l <lue Q(x>£)<e> Q(V>*!)<£-

Il existe deux fonctions ^eC, r\1eC avec Q{Ç,£1)<\B, 

Q(rlfrli)<:kei dont les diagrammes sont composés d'un nombre fini 
de segments de droites. Choisissons f1? r]x de cette façon. On peut 
alors choisir un nombre ^1>1 tel que 

IWOKA, \m(t)KA, \ïi(t)-ïi(u)\^A\t-u\, 
(22) 

\Vi(t)~rli(u)\^A\t—u\ pour 0 < i ^ l , 0 < H < 1 . 

Choisissons ensuite un nombre entier m tel que 

me2 

(23) — ±A2>n, donc m>30n, 
30n 
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et posons #=£i+#m > e ? y==71i+xm,e (°ù xm,e es^ l a fonction du 
Lemme 2). On a |#m ,e(*)K£e, donc g(f,#)<e, Q(rj,y)<e. Il suf
fit donc de démontrer que [x,y]eGn. 

.POSOnS Xy=Zj Ê i ^ i = 2i> s i # w > e —#2? VlXm,e~2zi Xm,eXm,e = Zly 

donc z=z1+z2+z3+zA. Si 0 < £ < 1 , 0 < w < l , t^u, on a, d'après 
le Lemme 1, 

(24) \vZJ^3M\<2A-A+2A-~s+2A-~e<iA^ 
i = l t—u 2 

Soit maintenant l/n^t^l — 1/n. Choisissons r, 8 comme il 
suit. Il existe un nombre entier k tel que 

2& + 1 2A;+3 
— — < * < - - ; 
2m 2m 

on a ft>0, car 3/2m<l/w<tf; posons 

2& + 1 2&+6 
r = > s = J 

2m 2m 
donc 0<Max(8—t,t —r)<8— r-=5/2m<l/w, d'où 0 < r < t f < 8 < l . Le 
Lemme 2 donne 

z4(8)-24(r) /2k + 6 2fc + l \ 2m t 2m me2 

(OK) — £ 2 _______ I ! . - > £2 > 
v ; s—r \ 24m 24m / 5 12 5 ^ 30w 

Or, (24), (25), (23) donnent 
z(s)—z(r) me2

 à9 

> 4A 2 >w, s—r 30n 
ce qui démontre que [oo,y]€Gn. 

(Reçu par la Rédaction le 2. 5. 1950). 
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