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Ber. Math. Tagung
Berlin 1953

UBER LINEARE DIOPHANTISCHE APPROXIMATIONEN

- 4 .
Von VoiTEcH JARNIK in Praha

In dieser Mitteilung mochte ich iiber zwei Arbeiten junger tschechischer Mathe-
matiker berichten.
I.
Fiir > 0 sei g () stetig, positiv und nichtabnehmend. Von einer reellen Irrational-

zahl?{ wollen wir sagen, daB sie die Approximation % zuld3t, wenn die Ungleichung
_ri 1
9 q 9*9(9)

unendlich viele Losungen im ganzen p, ¢ (¢ > 0) besitzt; bekanntlich 148tjedes  die

Approximation 751—2 zu. Man bezeichne nun, bei vorgegebenem ¢, mit M, die Menge
x

derjenigen Zahlen) desIntervalls (0, 1), welche die Approxxmatlon zulassen,und

man frage, wie ,,grol*‘ diese Menge ist. In dieser Hinsicht hat CHINCIN [11] folgenden
Satz bewiesen: Das LEBESGUEsche Mal m (M) ist gleich Null oder Eins, je nachdem

+
x
) /w(w)
1

konvergiert oder divergiert.

Ist nun (1) konvergent, so ist m (M) = 0; trotzdem leuchtet ein, dal M, desto
kleiner wird, je schneller g (x) wichst. Zur Beurteilung der ,,Grofle’ von Mengen vom
LeBEsGcUEschen Mafl Null eignet sich nun der folgende, von HAUSDORFF [4] ein-
gefiihrte MaBbegriff. Es sei f(x) eine fiir > 0 stetige und positive Funktion, und fiir
£ — 0 sei monoton f(z) — + oo, f(x) — 0. Es sei M eine Menge reeller Zahlen. Man
fixiere ein ¢ > 0; man iiberdecke M durch eine Folge von Intervallen, deren Lingen
1, 1y, ... der Bedingung l, < p geniigen, und man bilde die Summe 3'I,f(l,). Die

<

.. n
untere Grenze aller solchen Summen fiir alle derartigen Uberdeckungen heifle L,.
Wenn p abnimmt, so verschérft sich die Bedingung I, < ¢, also nimmt L, nicht ab,
also existiert der Grenzwert hm L,=m;(M),das auBere Hausporrrsche f- MaB vonll.

Und es gilt folgender Satz, den 1ch vor mehr als zwanzig Jahren bewiesen habe!:

1 Siehe [6]; etwas schwicher in [5] und [2].
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Ist (1) konvergenl (alsom (Mg = 0) und — ( f (———Q(x)) monoton, so ist m,(M g) gleich
Null oder + oo, je nachdem z) \zg

4+ o0

konwvergiert oder divergiert.

Wir wenden uns nun dem Falle der Divergenz des Integrals (1) zu. In diesem Falle
ist offenbar m (V,;) = 0, wo IV, die Menge derjenigen ¢ ist, welche die Approximation
;271(?) nicht zulassen. Ich habe seinerzeit [7] verschiedenes iiber m;(/V,;) bewiesen,
aber erst mein Schiiler JARosLAV KURzZWEIL hat kiirzlich [15] folgenden Satz be-
wiesen, der sich an Schérfe mit den beiden angefiihrten Resultaten vergleichen lift:

Man setze voraus, daf (1) divergiert, daff g(x) > 1000 fiir hinreichend grofe x und
daf
im 9(29(®)
@) IRTe
Dann ist
(4) mmhmmww+m

wo .

z 7

dz
3 f z29(2) z f zg(z)
(3) filmy=e ¥, fl@=e! =fi(2).

Um die Schirfe dieses Satzes zu beurteilen, beachte man, daB aus (4) und (5)
my, (V) =0, aber my (Ng,) = + oo folgt. Man bemerke noch, daBl die Bedin-
gung (3) ziemlich natiirlich ist : (1) ist ndmlich fiir g(x) =1 divergent, fiir g(z)=log?x
bereits konvergent, und (3) ist fiir alle Funktionen g(x) = log*x erfiillt.

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB sich die Sitze von CHINCIN und mir bekannt-
lich auf die simultanen Approximationen von mehreren Zahlen verallgemeinern lassen
(vgl. [12],[6]), da man sie auch ohne Benutzung der Kettenbriiche beweisen kann;
dagegen beruht der Beweis des KurzwEILschen Satzes wesentlich auf der Theorie der
Kettenbriiche, 1Bt sich also nicht auf simultane Approximationen ausdehnen.

II.

Das zweite Problem gehort dem Ideenkreis der sog. CHINGINschen Ubertragungs-
siitze an. Es handelt sich um folgendes. Gegeben sei eine Matrix @ von m n reellen

Zahlen 9;;(i =1,...,m; j=1,...,n). Man bildet die Formen S;(z, u) = Z’ﬂ.,x, +u;
i=1

(j =1,...,n) in m +n Verdnderlichen z;, u;, und man stellt sich die Aufgabe, zu
untersuchen, mit welcher Genauigkeit sich das Gleichungssystem

Si(z,u)=+--=8,(z,u)=0
durch ganze Zahlen z;, u; 16sen lift, wenn die Zahlen |xz;| eine vorgegebene Zahl
t = 1 nicht iiberschreiten sollen und die triviale Nullosung aufler acht gelassen wird.
Mit anderen Worten, man will den Verlauf der Funktion

Min ( Max |S; (2, 1) |) — po (1)
0<Max'z|st\1sjsn
1sism
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m
untersuchen. Bekanntlich ist ¢” ¢ (f) < 1 fiir ¢ = 1. Man kann nun fragen, ob sich

hier der Exponent —n"i vergrofern1aBt (mindestens fiir hinreichend grofle t), was freilich

vom System @ abhiingt. Und diese Untersuchung kann man in zwei Richtungen
fithren: erstens kann man fragen, fiir welche ¥

mty
(6) liminft *» we(t) <+ o
t— + o
ist, und zweitens, fiir welche ¢
m+s
(7) limsupt * wo(t) <<+ cc.

t— + o

Die obere Grenze der y mit (6) heiBe «(0), die obere Grenze der ¢ mit (7) heiBe
B(0),sodaB 0 < B(0) < a(0) < + oo ist.

Man betrachte nun zugleich mit @ die transponierte Matrix @, welcher die Linear-
formen

n
Ti(yav)=.z;?9ijyj+7fi (i=1,...,m)
j=
und die Zahlen a(@), B ((—9) entsprechen. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden,
wollen wir voraussetzen, da zwischen den ¥;; keine Beziehung Y'a;;¥:; + b = 0 mit
i,
ganzen a;;, b besteht auller der trivialen Beziehung mit a;; = b =0.Im Fallen =1

hat CHINCIN [13] folgende Ungleichungen bewiesen:

_ «(0)
(8) 2(0) = a(0) = m—Da@Fm

Etwa zehn Jahre spéter habe ich ([8], [9]) bewiesen, daB sich diese_ Schranken fir
o (@) nicht verschérfen lassen, woraus insbesondere folgt, daB sich « (@) — abgesehen
vom trivialen Fall m = n =1 — nicht als eine eindeutige Funktion von « (©) darstellen
1laBt (fir m > 1, n = 1). Im Falle m > 1, n > 1 gilt nach DysoN ([3], einfachere
Beweise in [14], [16])

— no(0)
(9) “(@)gm(m+n——1)+(m—1)a(@)’2

wovon (8) ein Spezialfall ist. Vertauscht man @ mit ©@ und m mit n, so bekommt man
natiirlich eine obere Schranke fiir a(@). Ob diese Schranken auch im Falle m > 1,
n > 1 scharf sind, weil3 ich nicht; es 1483t sich aber unschwer beweisen, daf} sich in
diesem Falle weder cx((’)) als eindeutige Funktion von «(0) darstellen 148t noch
umgekehrt; es lassen sich nimlich zwei Systeme @ mit demselben Wert von «(0),
aber mit verschiedenen Werten von a(@) angeben.

Was den schwierigeren Fall der 8 betrifft, habe ich seinerzeit in [10] bewiesen, daB3
im Falle n = 1 die Ungleichungen (8) auch fiir die 8 (statt «) gelten, daB sich aber

1 Riir « (@) = + oo, m >>1 soll die rechte Seite natiirlich po

2 In [3] und [16] werden etwas allgemeinere Sitze bewiesen.

bedeuten.
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diese Ungleichungen — im Gegensatz zu dem fiir die a bewiesenen Ergebnis — noch
weiter verschiirfen lassen, und zwar so weit, daB sich im Falle m = 2, n = 1 die ein-
eindeutige Beziehung

24(0)

) plO)=—— 5(0) )
ergibt!, wihrend es im Falle m > 2, n = 1 keine solche eineindeutige Beziehung
geben kann. Den Fall m > 1, n > 1 hat neulich mein Schiiler ALOIS APFELBECK [1]
untersucht, der folgendes bewiesen hat: Auch fiir die g gilt die Ungleichung (9);

diese Ungleichung 148t sich zwar noch verschiirfen, es 1iBt sich aber weder f (@) als
eine eindeutige Funktion von (@) darstellen noch umgekehrt. Wir haben also fir
die f# (im Gegensatz zu den &) auler dem trivialen Falle m = n =1 noch génau

einen Fall, in welchem es eine eineindeutige Beziehung zwischen §(0) und g (@) gibt,
némlich den Fall m = 2, n =1 und freilich noch den symmetrischen Fall m =1,
n=2.
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1 Vgl. auch [14]. Es 1iBt sich zeigen, daB 0 < g(©) <1 fiir » = 1, wihrend es fiir n > 1
Systeme mit #(@) = + oo gibt. Die rechte Seite von (10) bedeutet natiirlich - oo fiir § (0) = 1.



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:09:36+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




