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EINE BEMERKUNG ZUM UBERTRAGUNGSSATZ
Vojt;chA Jarnik (Praha)

Es sei ® eine Matrix von mn reellen Zahlen, H die transponierte
Matrix : '

9112 LR 6”11 ell) e ey eln’
(1) @:[.. } H={.. }
eln,...

s Omns Om1s - - <5 Omne
Man setze
(2) S;(x)=x,61,+ . .+x,,,6,,,/—x,,,+/ (j= 1, o ey ﬂ)
(d) 'I}(x)=x10n+ .. .-|—x,,6;,,—x,,+,- (5= 1,.. . ”I)

Es sei A(@) die obere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir welche
das System von Ungleichungen

|
“ S <57 U=1,..., 1), X>0,
X=max (|x|,...,|Xm]|)
unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen xy, ..., Xm Xmi1, ++ o Xmin

hat.
Bekanntlich ist

) GEAO) s+,
also auch
(6) 2 < A(H) =+oo;

die Zahl A (H) bezieht sich freilich auf die Ungleichungen
| Tux) | <& @=1,..., m), g=max (| Xy },...,| X,|) >0.
Fiar A(®) hat man folgende Abschdtzung nach unten (,Ubertra-
gungssatz“):

mA(H)+(m—1)
) A®) = nam T
a.(+o0)+b

¢.(+oo)+d

, altroo)td

c

(Fiir >0, ¢>>0 setze man stets % +00)
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Indem man in (7) m, © mit n, H vertauscht, bekommt man eine
Abschidtzung von A(®) nach oben. Fiir m =1 lauten diese beiden
Abschidtzungen:

AH)—(n—1) - A(H)
®) — = A©)= (n—1DA(H) +n
(8) wurde zuerst von Khintchine [I] bewiesen; ich habe dann in [2],

[3] gezeigt, dass diese beiden Ungleichungen scharf sind. Die allgemeine
Ungleichung (7) ist in noch allgemeineren Resultaten von Dyson |4]
enthalten; vereinfachte Beweise siehe in [5], [6]. Der Fall m=n=1 (also
©— H) ist natiirlich trivial.

In [2] habe ich gezeigt, dafl die zweite Ungleichung in (8) scharf
ist; hier _werde ich in analoger Weise allgemeiner zeigen, da (7) fiir
n=m scharf ist:

Satz 1. Es sei nz=m=1, %;“Ag-}—m. Dann gibt es eine
Matrix (1).mit
. o mA—|—(m

Fiir 1< n<_m bekomme ich dasselbe Resultat, aber nicht fiir alle
zuldssigen A (d. h. fiir A;—-’%), sondern nur ‘fiir" hinreichend grosse A:

Satz 2. Es sei 1 <<n<m, m_n__ll <A<+ . Dann gibt €s
eine Matrix (1) mit (9).

Fiir 1=n<m bekomme ich in der vorliegenden Note nichts. Dazu
mochte ich folgendes bemerken. Die erste Ungleichung in (8), deren
Schirfe ‘ich in [3] bewiesen habe, entspricht der Ungleichung (7), in
welcher man @ mit H vertauscht, n statt m und 1 statt n schreibt;
d. h. sie entspricht gerade dem Falle, zu welchem die vorliegende Note
keinen Beitrag liefert. Und in der Tat musste ich in [3], wo ich diesen
Fall erledigt habe, eine ganz andere Methode benutzen.

Im Falle m=n=1 kann man zu jedem A mit 1 < A <+ oo leicht
eine Zahl 6;; mit A(6,;)=A konstruieren. In der Tat: man setze

_1 |+| 4 -0 (@x>>0 ganz);

es seien p;, ¢ die Naherungszihler und Niherungsnenner dieses Ket-
tenbriuches. Um A(f;;) zu bestimmen, geniigt es bekanntlich, die Aus-
driicke | g8, —ps | zu untersuchen, welche genau von der Grossenord-

nung ——— sind. Also geniigt es,
Ap+19k

Qpyy =[qf7Y fiir A<Ho0, pyy=¢gf fiir A=+co
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zu setzen, damit A(8,;)=A sei*.
Die Sitze 1, 2 sind im folgenden Satz enthalten **:
Satz 3. Es sei

(10) m=1, n>>1, max (—”,‘7 m I)SAS+00

also A=1. Es sei 6;; eine Zahl mit A(6,;)=A (wir wissen,
dass es selche Zahlen gibt). Im Falle m>1 setze man
noch 0y =05=...=0,,=0. Dann erfiillen die Matrizen (1)
fiir fast alle Punkte 0; (1<ism, 2<j<n) des m(n—1)—di-
mensionalen Raumes die Gleichungen (9).

Der folgende einfache Beweis stellt eine Verallgemeinerung und
zugleich eine Vereinfachung des in [2] fiir m =1 gegebenen Beweises dar.

Beweis des Satzes 3. Man kann sich offenbar auf die Punkte
des m(n—1)-dimensionalen Einheitswiirfels

(11) b (1<ism, 2<j<n), 0<8,;<1

beschrinken; 6,, A, f,;= . =80,;=0 seien den Voraussétzungen.géi
miss gegeben. Wahlt man in (3) alle x, ausser x; und x,., gleich
Null, so sieht man, -da

(12) AH)=A.
Ist » eine endliche Zahl, so sei Z, die Menge derjenigen Zahlen;

systeme (11), fiir welche A(®) >y ist. Wit werden zeigen: fiir jedes end,
liche » mit

Y>> mA+-(m— 1 . N
ist
(14) w(Z,)=0 (u=Lebesguesches MaB).

Damit wird Satz 3 bewiesen sein. Ist ndmlich (14) fiir alle y mit (13)
erfullt so gilt (vgl. noch. (7), (12)) fast iiberall
L fir A<+ o0:

mA+(m 1)<mA(H)+(m
T (n—1D)A+n - (n—-l)A(H)-l-n

=A(©®)

L fir A=—4oo :A(H)=+oo
AB) =, —7=409)

d. h. es gilt wiederum (9).
Wir behandeln nun die beiden Fille A < 4co, A=+ gemein-
sam. Es sei ein y mit (13) gegeben. Bei vorgegebenem 2z>>1 sei P(2)

_N—..D—ar;n ist Satz 1 fiir m=n=1 bereits bewiesen; denn in diesem Fall, d. h.
fiir O=H=041, lautét Satz 1 einfach so: Ist 1= A= 400, so gibt es ein 0y mit
A(011)=A:

** Wegen des Falles m=n=1 im Satz 1 vgl. di¢ vorangehende Fussnote.
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die Menge derjenigen Punkte (11), zu welchen es ein ganzzahliges
X=(X1, Xg, «+ s Xmtn) mit

(15) [S1(x) | = 013X — Xmyq | <277, 1 X1 << 22,
(16) Sj(%)| = | %0yt .+ X — Xy | <277 (j=2,..., n),
(17) z=max (!X} ..., |Xm|)< 22

gibt. Offenbar ist jeder Punkt von Z, fiir unendlich viele natiirliche r
in P(2") enthalten. Zum Beweis von (14) geniigt es also zu zeigen: Es
gibt ein ¢ >0, sodaff fiir alle hinreichend grossen z die Ungleichung

(18) uwPz) <z
besteht; denn dann ist’ 3 u(P(2)) konvergent, also gilt (14).
r=1
Es sei M(2) die Anzahl der ganzzahligen Ldsungen (x;, Xp4;) von
(15). Sind xy, ... Xm Xmig ..+, Xmyn mit (17) gegeben, so ist das Mass

der Menge der Punkte (11) mit (16) hochstens* (22-*—1)*~2, und diese
Menge ist leer, sobald

max (: Xm+2 !’ L "lxm+n |)>2mz+1.

Daher ist
(19) u(P(2)) < ¢, N(2) . 2m—1—73—1)
€y, €9, ... bedeuten positive Zahlen, die von z unabhidngig sind. Man

beachte noch, da x,, in (15) durch x, eideutig bestimmt ist, sobald
2 >2,
Nun ist offenbar M(z) < cyz; nach (19) ist also (18) erfiillt, sobald

y>—— damit ist also Satz 3 im Falle A= -{-c0 bewiesen.
Es sei jetzt A< +4oco. Wegen (13) gibt es eine eandliches a mit

mat(m—1)
(20) a>A y> m ’

also wegen (10)

(21) a>1,a>%,a>'z_:_ll;

man setze noch

(22) Q=M——_1) also ¢>1 (denn am > n).

a(n—1)+n’
Bekanntlich gibt es teilerfremde p, ¢ mit
1gby—p <278, 0<Cg =24,
fiir hinreichend grosse z ist aber (wegen a > A)|gf;;—p| >¢~, also
# Ist namlich |x& |=max(|{x1],...|Xm|), so sieht man aus (16), daB die

Zahl 6g; bei festen 6;;- (1<i<m, i :t:k) hochstens ein Intervall der Lange
2| xg |-1 z—r < 2z—y—1 durchlaufen kann.
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(23) g0y —p| <z, 2 @ Cg=2zn.

Wenn also die ganzen Zahlen x,, x,,, die Ungleichungen (15) erfiil-
len, so bekommt man in Verbindung mit (23)

| %10 — Xmyrq | << g2=74-221-2Zgqz—"+2;

daher geniigt x, einer Kongruenz x,p=a (modq) mit |a|<<gz—"+2,
welche modulo ¢ genau eine Losung besitzt. Also ist (da X, in (15)
fiir 2 > 2 eindeutig durch x; bestimmt ist)

N <o Z+1)(L+1)<

< € (T2 21 T ),

wo man noch 2!=7 wegen ¢ > 1 unterdriicken kann. Wegen (19) wird
also (18) bewiesen werden, sobald wir zeigen, daB

(24) m—14o—yn <0,
(25) m—y(n—1)— L <o,
(26) . m-1—y(n—1)<0.
Nun ist (vgl. (22), (20)) ( |
' _am+(m—1
. m-lte=r e Y Fn <"
also (24) wahr. Weiter hat man
e ., pam+(m—1) .
m———&»-—(n l)m_—a(n—l)-l——n<(n~l)”’

also gilt (25). Endlich ist, ao=—':—:fll gesetzt, wegen a >a, (vgl (20)
@) |
may+(m—1) m—1

y=> (n—=1)ay+n  n—1

soda auch (26) gilt.

Eingegangen am 15. 5. 1957
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3ABEJIEXXKA KbBM TEOPEMATA 3A ITPEHACSIHE
B. ipuux -([para)

PE3IOME

Heka © e ensa peanHa marpuia, a H e TPaucnoHHpaHaTa MaTpHIla
[Bx. (1).] da medwnupame Sj(x) mocpenctsom topmyaa (2). Hexa A(O)
€ TOYHAaTa ropHa rpaHHLa Ha Te3M YMCIa @, 3a KOMTO CHCTeMara Hepa-
BeHCTBa (4) uma 6e36pofi MHOrO pelleHHS B LeJAH YHCIA XyyXo, .. Xmins
A(H) wnma, ecTecTBeHO, CHIIIOTO 3HayeHHe 3a cucremarta (3). MssectHo e,
ue A(0) u A(I1) yrosnerBopsiBaT HepaBeHcTBata (5), (6) v HepaBeHCTBOTO
(7), koeTO B CHUIHOCT MpPENCTaBJsABA TeOpeMaTa 33 MpeHacsive (YACTHUTE
cayyau m=1 uim n=1 Gsxa nOoKa3awu 3a npwvs NbT B [1], 0OwHs cay-
uaii B [4], mo-npocTH JokasarencTsa BX. B [5], [6]). B nacTosmara 3aGe-
JeXKa aBTOPbT AOKa3Ba TOYHOCTTA Ha HepaBeHCTBOTO (7)3a 7=>m. Axo
n=m=1, njm < A < ~, cbhllecTByBa MaTpuua ®, 3d KosrTo ca B THAa
papencrBata (9) (tTeopema 1). B cayuyas, 1< n-"m, aBTOpPBT N0Ka3Ba Ch-

m—1
IMs pe3yJaTar, HO camo 3a A = Py T. €. He 33 BCHUKH A = n/m

W nBere TeopeMu cefBaT HeNOCPEACTBEHO OT MAJIKO f0-001aTa Teopema 3.
Jlokd3aTeJCTBOTO Ha Ta3W TeopemMa e 0GOGlleHHe M ONMPOCTSIBaHE Ha

MeToza OT [2], meTo Ta3um Teopema Oellle JOKa3aHa B HAaCTHHA Cayvai
m=1.



3AMETKA K TEOPEME TIEPEHOCA
Boittex fApuuk ([Ipara)

PE3IOME

[lycts © BemecTBeHHass MaTpuia, a H — TPaHCNOHMPOBaHHAs MarT-
puua [cm. (1)l Onpeneanm Sj(x) dopmyaoit (2). [Tycts A(@) — TouHas
BEPXHSIA TPaHMIA TeX uMCea 4, IJA KOTOPHIX CHCTeMa HepaBeHCTB (4)
uMeeT OECKOHEYHOe UHCJO pelleHHH B UEJBbIX YHCAAX Xy, . . 2 Xmins
A(H) nMeeT, KOHEUHO, TO Xe 3HaueHHe uJjsi cucteMbl (3). UsBectHo, uTO
A(®) u A(H) ynoBnerBopsioT HepaBeHcTBaM (5), (6) u HepaBeHctsy (7),
KOTOpOe W TpeACTABJIsieT co00i TeopeMy InepeHoca (YacTHble CJaydau
m=1 um n=1 6bn noka3aubl BnepBbie B |1], o6wwit cayuvait B [4],
Gonee npocThle JOKasaTeJbCTBa CM. [5], [6]). B nacTosimeil 3amerke s
3JIeMEHTapHEIM 00pa3oM [ O0Ka3blBal0 TOYHOCTH HepaBeHCTBa (7) Aas n=m.
Ecimu n=m=1, nfm<A<co, TO cyuecTByer matpuua O, ajas KOTOpOH
BHINONHEHb paBeHcTBa (9) (teopema 1). B cayuae ! <<n<m, s nokasbi-

. m—1
Balo TOT caMblif pe3y/TaT, HO TOJIbKO [Js A’E*__l’ T. €. He JJf BCex

n
A ;2_7- O6e 3TH TeopeMbl BLITEKAIOT HENOCPEACTBEHHN H3 HECKOJBbKO

Gosee TouHOH Teopembl 3. JlOKa3aTeJbCTBO 3TOH TEOpPEMbl sBJAsiETCS
06061eHHeM H ynpolieHneM Meroia u3 [2], roe sta Teopema Ghbia xo-
KasaHa B YaCTHOM CJayyae m=1,
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