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EINE BEMERKUNG ZUM ÜBERTRAGUNGSSATZ 

V o j t ě c h Jarník (Praha) 

1011» • • •• ömi 1 I 011» • • •> 01«> 1 

. . . . H= . . . . ölm • • •> * 0/711» • • •> ®mn• ' 

Es sei @ eine Matrix von mn reellen Zahlen, H die transponierte 
Matrix: 

j 6ii, - • 0i 
(1) 

Man setze 
(2) •SX*) = x,81yf . . .+xnfim,-xm^/ (/= 1 , . . n ) 
(3) Ti(x) = xxQtl+ .. .+xAn - xn+i (i = 1 , . . ., m) 

Es sei A(0) die obere Grenze derjenigen Zahlen a, für welche 
das System von Ungleichungen 

(4) \ S j { x ) \ < j ^ U = 1 , . . . , n \ X > 0 , 

X—m&x ( | x , | , . . | x „ , | ) , 

unendlich viele Lösungen in ganzen Zahlen x l 9 . . . . 
hat. 

Bekanntlich ist 
(5) + 
also auch 
(6) JL<;A(B)£+OO; 

die Zahl A(U) bezieht sich freilich auf die Ungleichungen 

I Ti{x)\<ra (¿=h--> m), £ = max(\x1\,...9\xn\)>0. 
Für A{ß) hat man folgende Abschätzung nach unten („Übertra-

gungssatz") : 

(7) A(U)~ (n-l)A(B)+n 

(Für a > 0, c > 0 setze man stets — - f f - ^ = — , — u L—=+oo) 
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Indem man in (7) m, 9 mit n, H vertauscht, bekommt man eine 
Abschätzung von A(ß) nach oben. Für m = 1 lauten diese beiden 
Abschätzungen: 

(g) A(H)-{n-\) ^ MH) 
(n-\)A{H)+n 

(8) wurde zuerst von Khintchine [1) bewiesen; ich habe dann in [2], 
[3] gezeigt, dass diese beiden Ungleichungen scharf sind. Die allgemeine 
Ungleichung (7) ist in noch allgemeineren Resultaten von Dyson [4] 
enthalten; vereinfachte Beweise siehe in [51, [6]. Der Fall m = n= 1 (also 
&—H) ist natürlich trivial. 

In [2] habe ich gezeigt, daß die zweite Ungleichung in (8) scharf 
ist ; hier werde ich in analoger Weise allgemeiner zeigen, daß (7) für 
n^tr i scharf ist: 

Satz 1. E s s e i — < i4<-hco . D a n n g i b t e s e i n e ~ m ~ 
M a t r i x ( l ) . m i t 

( 9 ) m > , A 

Für 1 < ; z < //z bekomme ich dasselbe .Resultat, aber nicht für alle 

zulässigen A (d. h. für A^-^j, sondern nur für hinreichend grosse A: 

^ I 
Satz 2. E s s e i 1 < / z < / 7 z , ^ A <; + oo. D a n n g i b t es 

e i n e M a t r i x (1) m i t (9). 
Für 1 = ti < m bekomme ich in der vorliegenden Note nichts. Dazu 

möchte ich folgendes bemerken. Die erste Ungleichung in (8), deren 
Schärfe ich in [3] bewiesen habe, entspricht der Ungleichung (7), in 
welcher man 6 mit H vertauscht, n statt m und 1 statt n schreibt; 
d. h. sie entspricht gerade dem Falle, zu welchem die vorliegende Note 
keinen Beitrag liefert. Und in der Tat musste ich in [3], wo ich diesen 
Fall erledigt habe, eine ganz andere Methode benutzen. 

Im Falle m = n=l kann man zu jedem A mit 1 ^ A ^ + leictit 
eine Zahl 8 n mit ^4(0n) = konstruieren. In der Tat: man setze 

(0A>O ganz); 
I al \a2 

es seien pk, qk die Näherungszähler und Näherurigsnenner dieses Ket-
tenbrüches. Um .4(ßu) zu bestimmen, genügt es bekanntlich, die Aus-
drücke \q$ii—pk \ zu untersuchen, welche genau von der Grössenord-
nung — - — sind. Also genügt es, ak+l <lk 

für A<+oo, ak+1 = q\ für ^ = + oo 
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zu setzen, damit i4(0u) = i4 sei*. 
Die Sätze 1, 2 sind im folgenden Satz enthalten**: 
Satz 3. Es s e i 

(10) m ^ l , / z > l , max ( j ^ A ^ + o o , 

a l s o A ^ L Es s e i 0 n e i n e Z a h l m i t i4(0u)=i4 (wir w i s s e n , 
d a s s es s o l c h e Z a h l e n g ib t ) . Im F a l l e 1 s e t z e m a s 
noch .0 2 1 = 031= . . . =9 m l =0 . D a n n e r f ü l l e n d i e M a t r i z e n (1) 
f ü r f a s t a l l e P u n k t e 0,; (1 ^i^m, 2 d e s m(n— 1) — di-
m e n s i o n a l e n R a u m e s d i e G l e i c h u n g e n (9). 

Der folgende einfache Beweis stellt eine Verallgemeinerung und 
zugleich eine Vereinfachung des in [2] für m = l gegebenen Beweises dar. 

B e w e i s d e s S a t z e s 3. Man kann sich offenbar auf die Punkte 
des Yfi(ji — l)-dimensionalen Einheitswürfels 

(11) 0 ^ 0 / / < 1 
beschränken; 6U, A, fiai= • = O seien den Voraussetzungen .ge* 
mäss gegeben. Wählt man in (3) alle xk ausser x1 und xn+x gleich 
Null, so sieht man, daß 

(12) A(H)^>A. 

Ist y eine endliche Zahl, so sei Zv die Menge derjenigen Zahlen-: 
systerne (11), für welche A{&) ^>y ist. Wir werden zeigen: für jedes end? 
liehe y mit 

(.3) <•* - r > £ T ) 
ist 
(14) lu(ZY) = 0 (u = Lebesguesches Maß). 
Damit wird Satz 3 bewiesen sein. Ist nämlich (14) für alle y mit (13) 
erfüllt, so gilt (vgl. noch. (7), (12)) fast überall 

I. für A<C+ oo : 

yi/ffl^mA+{m-1) mA (//)+ (m-1) 
(n-1 )A+n ^ (n-1 )A(H)+n ~ A{ü)' 

d. h. es gilt (9); 
IL für ^ = - f o o M ( f f ) = + oo, 

d. h. es gilt wiederum (9). 
Wir behandeln nun die beiden Fälle /4<-{-co, A = +oo gemein-

sam. Es sei ein y mit (13) gegeben. Bei vorgegebenem 1 sei P(z) 

Damit ist Satz 1 für m = n = 1 bereits 
für &=H—Qu> lautet Satz 1 einfach so: Ist 
Ä(Qii)=A. * 

** Wegen des Falles m = / i = l im Satz 

bewiesen; denn in diesem Fall, d. h. 
1 ^ A ^ + oo, so gibt es ein 6u mit 

1 vgl. die vorangehende Fussnote. 



172 Vojtech Jafrtik 

die Menge derjenigen Punkte (11), zu welchen es ein ganzzahliges 
= XQ> • • •> xm+n) 

(15) ! S J x ) I = j O ^ - x ^ ' xx!<2z, 
(16) • Sj(x) I = I • • f x^mj-Xrt+j I <z-r (j= 2 , . . . , n\ 
(17) z ^ m a x d ^ j , . . ., \Xm\)<2z 
gibt Offenbar ist jeder Punkt von ZY für unendlich viele natürliche r 
in P(2r) enthalten. Zum Beweis von (14) genügt es also zu zeigen: Es 
gibt ein £ > 0 , sodaß für alle hinreichend grossen z die Ungleichung 

(18) ,u(P(z))<z-< 
©O 

besteht; denn dann ist 2 konvergent, also gilt (14). 

Es sei N(z) die Anzahl der ganzzahligen Lösungen (xl9 xm+j) von 
(15). Sind xlf..xm, xm+2,..., xm+n mit (17) gegeben, so ist das Mass 
der Menge der Punkte (11) mit (16) höchstens* (2z~Y-1)n~1

t und diese 
Menge ist leer, sobald 

max (; xm+21,...,| xm+m |) > 2mz+l . 
Daher ist 
(19) ju (P(z)) < c\N(z). 1) -
cv c2f . . . bedeuten positive Zahlen, die von z unabhängig sind. Man 
beachte noch, daß xm+t in (15) durch xr eideutig bestimmt ist, sobald 

> 2. 
Nun ist offenbar A/(z) < c2z; nach (19) ist also (18) erfüllt, sobald 

damit ist also Satz 3 im Falle A— + co bewiesen. n— 1 

Es sei jetzt i 4 < + o o . Wegen (13) gibt es eine endliches a mit 

(20) a > A , y > ^ " l - l ) , 

also wegen (10) (21) a > l , a > — , — r ; m n—1 

man setze noch 

(22) a l s 0 Q > 1 ( d e n n a m > n 

Bekanntlich gibt es teilerfremde p, q mit 

für hinreichend grosse z ist aber (wegen a^>A)\q%n—p\'^>q~a, also 

* Ist nämlich \xk\ = max ( | xx l | xm !), so sieht man aus (16), daß die 
Zahl 6*/ bei festen 8// (1 <: i ^ m, / 4= k) höchstens ein Intervall der Länge 
2 | Xk I—1 z—y <; 2z—y—1 durchlaufen kann. 
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(23) | fön—p ! < z " " « < <7 ^ z*. 
Wenn also die ganzen Zahlen xlf xm+l die Ungleichungen (15) erfül-
len, so bekommt man in Verbindung mit (23) 

| xtf-xm+tf | < qz~r + 2zl- *<fz-r+2; 

daher genügt xx einer Kongruenz xxp = a (mod?) mit | a | < ^ 2 - y + 2, 
•welche modulo q genau eine Lösung besitzt. Also ist (da xm+x in (15) 
für > 2 eindeutig durch xt bestimmt ist) 

< 
CCtizl-'+Z'-r+Zl-lT+l), 

wo man noch z1~y wegen Q > 1 unterdrücken, kann. Wegen (19) wird 
also (18) bewiesen werden, sobald wir zeigen, daß 
(24) m—\+Q—yn<C% 

(25) m - y ( n - 1 ) - ^ - < 0 , 

(26) m - l - y ( « - l ) < 0 . 
Nun ist (vgl. (22), (20)) 

also (24) wahr. Weiter hat man 

a v ' a(n—l)+n v ' ' 

I also gilt (25). Endlich ist, a0 = - gesetzt, wegen a > a 0 (vgl. (20) i% i 
(21)) 

ma0+(m — 1) _ m — 1 y > _ _ ^ ̂ ^ — 
sodaß auch (26) gilt. 

Eingegangen am 15, 5. 1957 
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3ABEJIE>KKA ICbM T E O P E M A T A 3A I1PEHACHHE 

B. 5Í p H H K (npara) 

PE3KDME 

Hena ® e e^Ha peaJiHa MaTpHixa, a H e TpaHCROHHp.aHaTa M<iTpHiia 
[BHC. (1).] JXa ae(j)HHHpaMe Sj(x) nocpeacTBOM <t>opMy.na (2). Hena Á(6>) 
e To^HaTa ropHa rpaHHixa Ha re3H MHCJia a, 3a KOHTO CHCTeivraTa Hé^a-
BeHCTBa (4) HMA 6e36poñ MHoro peuieHHH B UEJIN QNCJIA xux2l.. .,xmJrtl; 
A(H) HMa, ecTecTBeHO, CbiiiOTO 3tfaMeHHe 3a CHCTeMaTa (3). HsBecTHó e, 
qe A(0) H A{H) yAOBJieTBppflBaT HepaBeHCTBaTa (5), (6) H HepaBeHCTBOTO 
(7), KoeTO B CT>MHOCT NPE^CTABJIHBA TEOPEM^TA 3A NPEHACHHE (QACTHHTE 
cjiy^aw 1 HJIH n — 1 6axa aoKa3aHH 3a np-bB rrbT B [I], óómHH CJI>-
^AÑ B [4], no-npocTH :£OKÁ3ATE;ICTBA B>K. B [5], [6j). B HACTOAMATA 3a6e-
jie}KKa aBTop-bT aoKa3Ba To^HÓCTta Ha HepaBeHCTBOTO (7) 3a n>m. AKO 
n^m^ 1, nlm ^ A 00, CBMECTBYBA Marprnia <9, 3á KOHTO CA B cma 
pabeHCTBaTa (9) (Teopeivra 1). B cjiy^an, aBTOp'bT aoKasBa ca -
LUMA pe3yjiTaT, HO caMO 3a A ;> ^ — P T. e. He 3a BCHqKH A > n/m 

H ABeTe TeopeMH cJie&GAT HenocpeacrBeHo OT MAJIKO NOHOÓIUATA TeopeM.A 3 , 
j50K¿3aTejiCTB0T0 Ha Ta3H TeopeMá e oóoómeHHe H onpocTHBaHe Ha 
METOFLA OT [2], a e i o Ta3H TeopeMa óeuie £OKa3aHa B MacTHHH cjiyqafl 
m = 1. 



3AMETKA K T E O P E M E n E P E H O C A 

B o ñ T e x flpHHK (f lpara) 

P E 3 I O M E 

FlycTb 0 BemecTBeHHaa MaTpnua, a H — TpaHcnoHHpoBaHHan MaT-
pwua [CM. (1)]. OnpeaeJiHM Sj(x) 4)opMyjiofl (2). flycTb A(0) — Tomiaa 
BepxHHH rpaHHua Tex QNCEJI a, una KOTOPHX CHCTEMA HepaBeHCTB (4) 
HMEET 6ecK0HeqH0e MHCJIO peuieHHH B uejibix Mwcjiax . . xm4_n; 
A(H) HMeeT, KOHeMHO, TO >Ke 3HaneHHe CHCTeMbi (3). H3BECTHO, MTO 
A(0) H A(H) y£OB;ieTBOpHFOT HepaBeHCTBaM (5), (6) H HepaBeHCTBy (7), 
K0T0p0e H npe^cTaBJiHeT COÓOH TeopeMy nepeHoca (qacTHbie cjiyqaH 
m= 1 HJIH 1 óbuiH AOKA3AHBI BnepBbie B [1], O6UIHH CJIYQAH B [4], 
6ojiee npocTbie ,n:oKa3aTe^bCTBa CM. [5], [6]). B HacToameñ 3aMeTKe H 
a^eMeHTapHbiM 0Ópa30M ,noKa3biBaK) TO^HOCTb HepaBeHCTBa (7; jujir n^m. 
ECJIH NL>M> 1, n/m<A^oo, TO cymecreyeT MaTpnua 0 , ¿UIH KOTOPOH 
BbinoJiHeHbi paBeHCTBa (9) (TeopeMa 1). B cjiyqae \<n<.m, H flOKa3bi-

Baio TOT caMbiñ PESYJITAT, HO T0^bK0 JIJIN A>——T. e. HE JIJIH Bcex 
n — l 

A > 0 6 e 3TH TeopeMbi BbiTenaioT HenocpeacTBeHHo H3 HecK0JibK0 

6oJiee TOMHOH TeopeMbi 3. ZL0KA3ATEJIBCTB0 BTOH TeopeMbi HBJIHCTCH 
o6o6meHHeM H ynpomeHHeM MeTO.ua H3 [2], rae 3Ta TeopeMa 6bj;ia RO-
KA3AHA B qacraoM cjiyqae m = 1, 
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