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L'intorrio ďun punto ďuna superficie conside-
rato dal puíito di vista projettivo. 

(Di EDUARD ČECH, a Přaga.) 

1. JJ oggetto di questa Memoria è il problema di trovare un sistema 
di enli geometrici, invarianti per trasformazioni projettive, la cui conoscenza 
equivalga a quella dei coefficienti deU'equazione di una superficie, nell'in-
torno d'un pun to regolare, non parabolico, sino al quarto *grado inclusiva-
mente; un sistema taie sarà indicato nel n.° 8. Giova definite la superficie 
in questione, secondo WILCZYNSKI ('), mediante un sistema di due equazioni 
a derivate parziali dei tipo: 

yvr + %a'yH + gy = (\ ) 

di cui si suppongono riempite le condizioni d'integrabilità. » 
Il sistema (1) possiede quattro soluzioni linearmente indipendenti #(1>, y{i), 

i/(8>, y{i). Interpretando queste soluzioni come coordinate omogenee puntuali, 
si ha una superficie n riferita aile asintotiche. Ci oceorre considerare un altro 
sistema di riferimento, variabile con tt, v9 chiamato il sistema di coordinate 
locali, determinato nelia maniera seguente: Dati i valori te, vf siano zH) le 
coordinate d'un punto qualunque nel sistema primitivo e xi le coordinate 
dello stesso punto nel sistema locale; allora si ha 

s«> = x% y" + x2 tfë + x$ fft +x4 y* . (2) 

Faremo uso costante délie coordinate cosi definite, le quali, corne si vede, 
sono affatto indipendenti dalla scella spéciale délie soluzioni particolari y0); 
ed anche adopereremo le coordinate contragredienti £t1 £2, £8, ;4 . L'equa-

(*) Projective differential geometry of curved surfaces, cinque Memorie pubblicate nelle 
Transactions of the Amer. Math. Soc, vol. 8-10, 1907-09. V. speciaimente ii First Memoir e 
il Second Memoir. 
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Cech: Uintorno ďun punto ďuna $uperficie 

zione di n, nel sistema locale, ě 

'5i =-.. Í! ?i + .1 & ?! -+. 5 a ' £?+ 
#1 OP. os, 3 o? 3 otf _ 

1 F <3> 
O Xx 1 

In tutta la Memoria, 0 sará il pun to (1, 0, 0, 0) in considerazione, co il piano 
tangente (xi — 0), a, (xt == xé =-= 0) e aa (#3 == o?4 === 0) le tangenti asintoticlie. 

• 

2. Nella Memoria «0 křivkovém a plošném elementu třetího rádu pro
jektivního prostoru » (Intorno alPelemento del terz'ordine di una curva gobba 
ed una superřicie dello spazio projettivo) (*), mi ero giá occupato del terna 
proposto, limitandomi pero ai termini del terzo grado. Conviene stabilire aícuni 
risultati ivi raggiunti. AH'elemento della superficie, vi avevo riattaccato una 
série di trasformazioni £* tra il piano punteggiato co e la stellá di piani O, 
dipendenti da un. parametro fc. Le equazioni di £*, nel sistema delle coordi
nate locali, sono 

5* = 0f ^ai — Sfcia'ft + ftS!) —3 5,5i54, 
P 5. = 3 05,055, <*#,--= 3 £a£*, , 

> Í41) 

p ;4 = 2"fc (6 »5 + a'#!!) — 3 cc, a?a o?s, o?4 = 0. 
La trasformazione 2o ě subordinata alia polarita rispetto alia quadrica .H, 

la cosi detta quadrica di LIB, la cui equazione ě 
xixi~ XiXs~{~%ď bxl — Q. (5) 

Questa quadrica ě Tiperboloide ósculatore delle due rigate* generate dalle 
tangenti asintoticlie di un sistema lungo la curva asintotica delPaltro sisterpa. 
Se &'=---= a'«= 0, il che soltanto per una quadrica accade identicamente, tutte 
le trasformazioni 2* si riducono a £0. Per le superficie rigate, una delle 
funzioni b ed ď ě identicamente zero, e le £* sono trasformazioni quadra-
tiche. Qui ci limiteremo al caso generále ď b *|--=0, rimandando pel caso delle 
rigate alia mia Memoria « Projektivní geometrie %>§ti soumezných mimobežek» 

(*) Časopis pro pestovdni matematiky a fysiky, Praga, t. 50, 1920-21, pp. 219-249. 



comiderato dal punto di vista projeti ho. 

(Geometria projettiva di cinque rette sghembe infinìtamente vicine) (*). Per 
un valpre dato di fc, ai fasci di piani della stella 0, corrisponde nelle V* una 
rete di cubiche razionali, con un punto base doppio in 0 e due punti base 
semplici mfinitamente vicini su ciascuna tangente asintotica, sì che la cur-

2fe 
vatura dei due rami in 0 è il prodotto di — ^V per quella della curva asin-

totica corrispondente. I punti corrispondenti nelle v;. a un piano generico 
della stella 0 formano una punteggiata suДa tangeníe coniugata alľ intet^e-
zione del piano con w, omograíica col parametro k. Le cubiche corrispon-
denti nelle 2* ad un fascio di piani ďasse r formano un fascio con un punlo 
base doppio in 0, UІÌ punto base inľmitameute vîcino sopra ciascuna tan-
gente asintotica, e tre altri punti base, che si trovano nelle intersezioni della 
polare reciproca di r rispetto ad Я colle tangenti di DAHBOUX-SEGHK (*) 

xк = Ь x\ -f ał xl = 0; 

queśti ultîmi sono i flessi delle cubiche. Segue incidenleшente cíie la posi-
zione delle tangenti di DAHBOUX-SEGRE non dipende che dalle curvatnre delle 
due asintoticłie, anzi soltanto dal loro rapporto. Ciò spiega il fatto segnaîato 
da FÜBINI (3) che, date su tutta la superíìcie le asintotiche, si ha una espres-
sione per le direzioni di DAHBoux-SEGRE,.la quaie non contiene le derivate 
di D, D', D". Vedremo in appresso (n.° 12) la costruzione effettiva delle tan-
^enti di DARBOUX-SEGHE dalłe curvature delle asintoüche. 

Fra le trasţoYmazioni £fc ve ne sono due d>un significato geometrico sem-
plice. II piano che corrisponde ad un punto P del piano <o nella trasforma-
zione 2i è iiluogo delle polari di P rispetto alle coniche osculatrici delle 
intersezioni di п coi piani del fascio ÕP, e correlativamente; che îl luogo 
in questione è un piano, è in sostanza un risultato ottenuto da THANŞON 

già ûel 1841 (4). Nelia trasformazione 2_в invece, al piшto P corrisponde il 

• (-) Publications de la Faculté des sciences de ľüniversité Masaryk, Brno, 1921, u.° 4 (con 
un riassunto francese). „ 

(2) Segnalo qui una deflnîzione seщplicissima di queste tangenti, che mi pare finora inos : 

servata: 1 punti delle. tangenti di DARBOUX-SEGRE sono i centri delle omołogie, trasformanti 
la superficie in шťaltrą che ha in 0 un contatto đel terz'ordine cołla proposta; luttequeste 
omologie sono#involutorie e il piano ďomologie è ił piano polare del centro rispetto ad H. 

(3) ApplicaЫШà projettiva di đue superficie (Renđiconti deł Circoło mat. di Pałermo, t. 41, 
Î916, p. 153). 

(4) Recherches sur la courbцre des lignes et des surfaces-. Journał de Liouville, t. 6, 1841. 
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piano osculatore dellą curva di contatto di п col cono circoscritto, avente 
il centro nel punto P. Questa trasformazione è stata considerata da SБGHB 

nelła Memoria « Complementi alla teoria delle tangenti coniugate đi una su-
perficie (f). La connessione di quelle due trasformazioni con le curvature 
delle asintotiche, le tangenti di DARBOÜX-SEGRB e la quadrica di Liв sembra 
essere stata svolta per la prima volta nella шia Memoria citata al principio 
di questo numero. Giova però considerare tutte łe trasfoпћazioni %k. 

3. Alle cose dette, che furono svoïte nełla Memoria citata, aggiungiamò 
qui una costruzione effettiva del punto P corrispondente in 2* a un piano Ç 
(0iђ ţ2} £3> 5«) della stella 0, supposta la conoscenza della correlazione £0 e 
della cuřvatura delle asintotiche. Si costruisea dapprirøa il polo P0 del piano 5 
rispetto ad H; poi si scełga, nel piano w, una conica p{ (i — 1, 2), toccante a, 

4fc in 0 e la cui curvatura in questo punto sia il prodotto di -к- per quęlla 

dełľasintotica corrispondente, sì che p< passi per J?0; si determiniiľinterse-
zione Pt della retta OP con la tangente dijp.nel punto ďintersezione con a, 
(i, j — 1, 2). II punto cercato P, insieme con 0, divide iirmonicamente Pt P2. 
11 punto P< è indipendente dalta scelta particolare della conica jpť, come si 
vede sempłicemente osservando che, da una cpnica soddisfacente le condi-
zioni, si ottengono le altre mediante omologie di centro Oчedasse 0PQ. Per 
la dimostrazione si può dunque la conica px far passare pér il punto (0, 1, 
0, 0). Ľequazione di jp, ha la forma 

2 a12 xt x* + 2 an xй xь -f- »8, x\ — 0. 

Dalle condizioní prescritte, si trova 

aiг: a 2 8 : a s s = 3 ç2 ç3: (3 Ç, Ç4 — 4 k a' £*): 8 k ď š2 £s. 
/ 

Ľequazione della tangente di pt nel punto (0, lч, 0, 0) è 

3 Ulш ж, + (3 C, І< — 4 k a'§) xt = 0 

e le coordinate di P. risultano • 

A>:xУ:xУ:xT^(-ЗZЛt + Ьka'ìí\):ЗІ;î:'àì;Л>-.Os 

(J) Bendiconłi Acc. Lincei, i. .17, 1908. 



mmideralo dat punto di vwta projeHivů. 

Similmente si trova per P, 

Per ü coniugato armonico di 0 rispetto a Px PЋ si ha evidentemente 

P x, = ?2 »<;> + Cз a<ř (í = t, % з, 4) 

il che, per le' (4), prova ľasserøóne fatta. Se 6 «= 0 (superficie rigate), la co-
struzione di P8 diviene Шusoria; ma aiiora si ha semplicemenle P~PІ9 

S' intende che si può fare anche la costruzione correlativa. 

Ł Gominctando a considerare ancłie i termini del quarto grado nel-
ľ quaшme {3), fa ďuopo accennare un teorema dovuto a MOUTAHDQ: II 
luogo delle coniche osculatrici delle curve sezioni di П coi piani passanti per 
чma tangente fissa} è una ąuađrica, che diremo la quãdrica di MOUTДИD. 

Iľeqtiazione deìla quadrica di MOUTARD apparteneute alla tangente 

xA — xг — n xг — 0 (6) 
è 

Гg (Ъ + Ы n*У — 3 n (Ьu + 4 òг n + 4 a'н n
a + a'v n

4)1 x\ + 

+ 18 nҶo?, xt — x, x3) 4- 24 и9 (a' n3 ~~ 2 6) xг x, — 

— 84 n (2 a'n в — &)æft#4==0. 

(7) 

Bisogna indicare degli enti geometrici, per meżzo di cui si possa cosţruire 
la quadrica di MOUTARD appartenente a una tangente qualsiasi. Mi sono oc-
cupato di questo prohlema nella Memoria: « Moutardovy kvadrïky » (Le qua-
driche di MOUTARD) Q, della quale occorre adesso riferire qualche risultato. 
Si stabйisca dapprima la trasformazione ӣ nella varietà delle rette dello spazio 
neila maniera seguente: Una retta generica r incontra ii piano o> nel punto P. -
A questa retta si farà corrispondere la sua polare reciproca rispetto alla 
qцadriea di MOUTARD appaғtenente alla taвgente OP. Ě chiaro senťaltro che 
la conoscenza di Cì basti a costruire ie quadriche di MOUTARD. Le equazioni 
di п sono dei settimo grado nelle coordinate di retta. Ma si può decomporre ӣ 

(*) V. DÀRBOUX, Sur le contact des courbes et des surfaces,. Bull, des Se. Math. (%), t 4, 1880. 
(2) Publications de la Faculté des sciences de l'Université Masaryk, Brno, n.° 3 (con 

un riassunto ûrancese). 
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iӣ operazioni più semplici. Diciamo r' la retta eorrispondente a r in ӣ e r" 
quella corrispondente a r i\\ П~l; sia P ľ interseziöne di r con w, ҡ il piano 
r 0. Nel fascio delle quadriche toccanti II lungo Iб due tangenti asintotiche, 
sî ťtssi una quahmque, Q\ ďequazione 

2(æ taî4~aj2a?3) —Xжj = 0; (8) 

e sia r0 la retta polare di r rispetto a Qx. Nella schiera rigata determinata 
dalle tre rette r\ r'\ r0 si ha una retta P' P" giacente nel piano t* e una 
retta (ҡ'ҡ) passante per 0 ; intendiamo che ii punto P* ed il piano ҡ siano 
incidenti colla tangente OP, mentre il punto P' ed il piano ҡ' sono incidenti 
colla tangente coniugata. Si trova poi, come ho mostrato nella Memoria ei-
tata, che le rette p ' P " e ҡ'ҡ" rimangono íisse, quando ia retta r đescrive il 
fascio (Pҡ). ínoltre, il puuto P" ed il piano ҡ' non dipendono che dal punto P; 
il punto P' e il piano ҡ" invece dipendono soltanto dalpiano w. ľpianiяr, ҡ 
corrispondono risp. ai punti P\ P ueiia trasformazione £i/a. La corrispon-
denza tra P e P" e quella tva ҡ e ҡ" sono due corrispondenze biunivoche 
invoiutorie di DK JONQШÈHES; nella prima, si ha una curva Ö\ neiľaltra un 
cono Гx di elementi uniti. Ľequazione di <JX è 

#4 = 10&a x* + (Џď Ъ + 9*) x\x\+ 10 ď% x\ + 

+.12&i #*í»3 (Ъx\ + ďx\) — Зx%x$ (Ъ„xl — %Ъpx\x — \ (9) 

~ 2 < a 5 2 ^ + a > í ) = 0, 

e quella del cono г* 

^^ÍOďЧl + (^a'Ъ~9l)^l+ÌOЪ^t+ • 

+ 12 ç, ç, š4 (ď ţ\ + ь 5) + з-ç, ç, к Є - 2 < £ 5. ~ } (Ю) 
-2Ь#Ç tЙ + б:ô)-0. 

Supponiamo ora che, /Ыća řa sceřía deИa qгiadrica Q\ si sappia cosłruire 
V intersezione ďгtna łangente arЪitГaria t con Cx e il piano tangente di Гx pas-
sante per ł; allora si e in grado di costruire la retta corrispondente ad una 
retta arЪitraria r in п. Sia, come sopra, P ľintersezione di r con <*>, ҡ il 
piano r 0, r 0 ia retta polare di r rispetto a Q*, P ' il punto corrispondente 
al piano ҡ9 e ҡ' il piano corrisponđente al punto P-in v8/a. Costruiamo ľin-
tersezione R della retta O P e o l l a curva 0\ come pure il piano tangentê p 
del couo Г*, contenente la medesima retta. Si determini il punto P* e ił 
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piano ҡ'\ incidenti con la retta OP, sicchè 

(OÄPP*)-«(»p»iг ')===~-l. 

Le*rette r0, rt=P'P\ r 2 = ( V ť ) determinano una serie rigata( í); ła 
retta V richiesta appartiene a questa serie e si determina eołľessere il rap-
porto anarmonico 

t л * 

La costruzione così esposta è abbastanza semplice, ma ci riniane il probłema 
di sostituire Cx e Г* con elementi più sempłicl Già neïía Memoria citata ho 
fatto ľosservazione che conviene sostituire г* e Cx con le łoro trasformate 
mediante 2 5 • Ľo sono la curva Dx 

~ T / 

{í6ďЬ + Sl)x\x\-{bux\-%Ъvx\x3 — %ďuxtxl + ďpxi)+ ) 
•+4>{bx\-i-ďx*)xt=xi=0 І 

e ił cono Д* 

•-4(a > + 6 ф Ç 4 - - Ç i - 0 . ) ( ' 

б. Gercłiiamo ora come si possa ridurre la costruzione di Dx e Ax a 
qualche operazione eseguïbile. Se X è variabile, ła curva Dx descrive un fascio. 
Si vede dapprima cłie 0 ne è un punto base triplo con tre punti base sem-
plici iníinitamente vicini rispettivamente sulle tre tangenti di DARBOUX-SEGRE. 

Inoltre, la tangente asintotica a, (î== 1, 2) contiene un altro punto base sem-
płice Д , di coordinate 

ďv:0Лď:0{Et) / i m 
X>:X*:X>:X*-ЬuЛЪ:0:0{Җ) &*> 

Infine si ha un punto base infinitamente vicîno ad Ei9 sì che ia tangente, 
in Eiђ delłe curve del fascio incoñtra ľałtra tangente asintotica o, nel punto Ľs 

(*) Ovveгo un fascio, se OP o la tangente coniugata è una tangente di DARBOUX-SEGRE. 
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di coordinate 
_ & „ : 0 : - 2 6 : 0 ( D , ) ,.,. 

xt. x.г. x% • <»« ~= a<„: - 2 a ' : 0 : 0 (2)ä). V*> 

Gorrelativamente: Ax tocca il piano w lungo le tre langenti coniugate a quelle 
di DARBOUX-SËGHE; inoltre, per *, passa un piano tangente fisso e, di coor
dinate 

F . i . f . i _ 0 : 4 a # : 0 : - a ' v ( £ l ) 
^ • « « • - • « 4 — 0 : 0 : 4 6 : ~ 6 - l ( . i ) . U & ) 

v 1 

E pure lissa la retta di contatto di e, con A \ la quale détermina, insieme 
con a,, il piano S, di coordinate 

. ' . , . . _ 0 : 2 & : 0 : M * i ) 
* • • * » • * • • * * - 0 : 0 : 8 a ^ a'. (*t).

 U ' 

3,, e9, S t, §2 sono, corne si vede subito, ordînatamente i piani polari di Ei9 E% 

.Dj, D% rispetto ad IL 

6. Çrima di proseguire, vogliamo determinare il significato geometrico 
dei punti e piani che qui compariscono. Indichiamo con d la retta DâD%, 
e la retta EiE2, ď Tintersezione (5Â 52), e' Tintersezione (e, e2). Le equazioni 
di queste rette sono 

xé^Íďbwl + ďubxŘ + ďb9x%^Qm(ď) (17) 

2bx % + &,,x4 = 2 a ' c ^ + a ' . # 4 = 0 (<f) • (18) 

x4 = 4 a' 6 ce, — a' 6tt x% —- - a't. 6 a*3 ===- 0 (e) (19) 

4a'a? 2 — ^ ^ = 4 6 # s — &„#4 = 0 (e'). 

Orà confrontando le nostre equazioni (17) e (18) colle equazioni (70a) e 
(70*) nel Second Memoir di WILCZYNSKI, p. 95, si vede che le nostre rette d 
e df sono identiche colle « directrix Unes » di WILCZYNSKI, vale a dire sono le 
direttrici délia congruenzajineare intersezione dei complessi lineari osculatori 
délie due asintotiche. Ma anche le rette e, e' sono in stretta connessione 
colle asintotiche. Seguendo WILCZYNSKI (*), chiamiamo cono osculatore di una 
curva gobba il cono proiettante dal punto -considerato délia curva la sua 
cubica gobba osculatrice, mentre conica osculatrice délia curva sarà la se-

0 Projective differential geometry of curves and ruled surfaces. Teubner, 1906. 
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zione della sviluppabile delle tangenti di quella cubica col piano osculatore ('). 
Ciò posto, si può facilmente trovare ľequazione della conica osculatrice di 
iftťasîntotica, confrontanđo ľequazione (40) p. 250 đei Hbro citato or ora, 
colle equazioni (59), (62), (63) p. 93 del Second Memoir. In questa maniera 
si verifica subito che il punto !£, (*,/«. 1, Щ è il polo ãi o, rispetto alla conica 
osculatrice della curva asintotica di cгii «ť è tangente. Correlativaшente e, è 
il piano polare di лs rispetto al cono osculatore di quella asintotica. 

7* Meutre le rette d, ď furono già considerate da WIЬGZYNSKÍ, le rette 
e, e' sembrano nuove (*). Ed è qui il luogo di far menzione d*una terza coppia 
di rette polari rispelto a H clгe è in stretta connessione colle precedenti. Nella 
nota: « 0 trilineárních systémech čar na płose a projektivni aplikaci plùch » 
(Sui sistemi trilineari di curve sopra una superíìcie e ľapplicązione proiettiva 
delle superficie) (8) ho dimostrato che, in ogni punto della superíicie, i piani 
osculatori đelle tre curve coniugate a quelle di DABBOUX-SEGRE contengono una 
retta V e, correlativamente} i punłi di regresso delle sviluppabili circoscritte 
alla superficie lungo quelle tre linee giacciono sopra unďretta l (*)• Le equa-
zioni di I sono 

x4 = 6 ď Ь xx — (ď\ — ďы Ь) x% -f- (ď bv — ďv b) #8 = 0 (21) 

e quelle di V 

Qďbx. + ^ďK — ď^Щx^Gďbx. — ^ďK — ď.Цx^O. (22) 

(0 Ho dato qualche proprietà di questi.due enti correlativi nella nota « K diferenciúlni 

geometrii prostorovych krioek * (Intorno alla georøetria difìerenziale deile curve gobbe). Mem. 

đelľAcc. delle Scienze di Praga, t. 30, 1921, n,° 15. " 
(2) 18-o-lţШL Le rette e, e' corapariscono nella Memoria.di GREEN, Memoiron thegeneral 

theory of mrfaces and rectilinear congruences, Transaetions of the Amer. Math. Soc, voì.Җ 
1919, sotto il nome di canonical edges. 

(3) Memorie deìľAcc. delle Scienze di Praga, t. 30, 1921, n.° 23 (con un riassunto 
francese). 

(4) Si ha, sopra una superfìeie non rigala, utГiníinità di sistemi tripli di curve, đotati 
di quešte due proprietà duali. (Son quelli che nella nota ora citata chiamo trilineari). Ił si-
stema definito dalľequazione differenziale (dv — rtdn)(dv — r 2 d u ) ( d v — т 8 d u ) « « 0 possiede 

queste proprietà quando i ha rx т2 т3 a* —- Ь -=-=- T ? , т*, ^ J -f т ^— =-= 0. Si vede subito che, 

se in una coгrispondenza tra due superficie si conispondono łe Hnee di DARBOUX-SШRE, tutti i 
sistemi trilineari si corrisponđono; e viceversa, se si corrispondono łe asintoticheeđ unsisteraa 
trilineare, le linee đi DARBOUX-SEGRE SІ corrispondono. \ 



10 Gech: LHntorno d'un punto d*una superficie 

Ora la <21) si puô scrivere 

x4 ==- (2 a' b xx -+- a'H bx^ + a' bp x$) + (^a'bxt — a' bu x% — a'v b a?s) == 0. 

' Gonfrontando colle (17) e (19) si vede che le rette dr e, I appartengono 
ad un fascio e, se m è quella retta del fascio che passa per 0, si ha 

(delm) = — 2. ' (23) 

Gorrelativamente sia m' quella retta del fascio d' e' che giace nel piano c*>; 
la retta I appartiene pure al fascio e si ha 

(d'e'l'm')=s — 2. % (24) 
Se 

Bv du ' v ' 

le» tre rette d, e, l e anche le tre rette d\ e', V eoincidono. Le superficie do-
tate di questa proprietà ammettono*un gruppo continuo a due parametri di 
deformazioni proiettive in se (*). 

/ . 

8, Adesso siamo in grado di indicare il sistema di enti geometrici, atto 
a sostituire i coefficienti delTequazione (3) sino al guarto grado inelusiva-
mente. Basta conoscere: la quadrica di Lie, le curvature dette due asinto-
tiche e le due rette d, e, la cui definizione geometrica era data nel n.° 6. 
Basterà infatti dimostrare che, scegliendo IT per la quadrica Q\ cioè facendo 
i - = - 4 ^ & , la curva Cl e il cono r* riescono determinate Ora consideriamo 
nel piano <* due coniche cî, c ,̂ definite nella maniera seguente (k è arbi
tra rio): La conica $ (i== 1, 2) tocca nel punto 0 la tangente asintotica a,, 

2fc la sua curvatura ivi è il prodotto di q- per quella deirasintotica corri-

spondente, e tocca nel punto Ej (i, j — 1, 2) la retta D€Ej. L'equazione 

(-) Incidentemente noto che si puô, come ho mostrato in una nota attualmente in corso 
di stampa nelle Memorie delPAcc. delie Scienze di Praga, definire la deformazione proiettiva 
più semplicemente che non l'abbia fatto FUBINI Ç precisamente: affinchè la corrispondenza 
fra due superficie sia una deformasione proiettiva, occorre e basta che, in ogni coppia di punti 
corrispondenti, i^piani osculatori dette linee corrispondenti formino due stelle àtnografiche* 
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di cî è 

C _ E E З # , ( * Ь # I — Ъџx% + 2 Ъ9m )-«8ka'Ъaѓi=*(к>t=*0, (26) 

e quella di cì 

cìщЪx^^ďx^+Ъď^Xг — ďtXj — ЪkďЪx^x^O, (27) 

Le due quartiche spezzate c\. x\ — 0, c\. x\ =» 0 hanno un punţo triplo in 0, 
e le tre tangenti in 0 delľuna coincidono in a,, quelle delľaltra in a t; segue 
che nel fascio da esse determinato esisle una quartica che tocca in 0 le tre 
tangenti di DÀRBOUX-SEGRE. Ľequazione di questa curva è 

c\x\ + c\x\ = 0 
ossia 

ПxxЏяřt + ď ÖD|) — 3(b„x\ — %Ъўx\ я å —2 < a æî+ <#*) — 

— lвкa'Ьx\x\=:0. 

Ma confrontando con (11) si vede che per 

x =_(16*+ҙ) в. 6 да 

la quartica così ottenuta coincide con D\ 
Correlativamente sia үí (i== 1, 2) ii cono quadrico di centro 0 che tocca w 

3 
lungo a 0 la cui curvatura lungo a, è il prodotto di — ^ per quella della 

* 
sviiuppabile delie tangenti delľasintotica corrispondentě, e che tocca гá lungo 
ľintersezione di гs con Ьt (*). Uequazione diү? è 

ү Ы з $ a - 2 6 Л í + &Д8 + 4&^)-8fea '6$. = Ç1=0, (29) 

e quelia di ү_ 

. ^ = 8 5 , ( ^ 5 , - * * ^ ^ ^ (30) 

íi cono á* appartiene alla schiera determinata dai coni spezząti ү.. ţ\ = 0, 
ү\.ţ\ = 0, allorchè si ha 

l =8(_^_Ҙ) a,6 ) ( 8 1 ) 

(*) Si puô osservare cbe cj e 7$-*) sono polari rispetto ad H. 
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dunque generalmente per un altro valore di k che prima. Ma se si вceglie 
QX = Җ cioè \ — — 4 a'6, si ha, in ambedue i casi, 

*-г-т- w 
Si vede dunque che D(~4a"» e д(-4ft/&) sono completamente determinati, se si 
conoscono glt elementi enunciati al principio di questo numero, come şi era 
ąsserito. 

9. Rimane però desiderabíle di fornire una costruzione geomeťriea 
della curva 

c\x\Ą-c\x\ = 0 . (33) 

dalle coniehe cï e e\, e precisamente la costruzione della sua intersezione 
con una tangente data t della-superíicie п. A tale scopo si consideri, accanto 
alia curva (33), la quartica generale del fascio predetto 

cîa?ï+Vcìí»î = 0.' , "" (34) 

Si piiö in una maniera ben determìnata stabilire il valore del parametro /л 
così che-la retta t sia una delle tre tangenti della curva (34) nel punto triplo 0. 
Indicando con Ríy iř2, P ordinatamente i punti ďintersezione đi ř colle 
curve cï, c£ (33), si ha allora 

{RtRtOP)^?. (35) 
*-

Ora ľequazione đelie tangenti della curva (34) neí punto triplo 0 è 

&a?ï + fAa'ötf-=ffâ = 0. : (36). 

Ma questa equazione rappresenta шťinvoluzione cubica JГJ, proiettiva col 
sistema dei valori del parametro [*, SÌ che al valore p- «= 0 fø, -==- OQ) corrisponde 
la tangente asintotica oct (a2) contata tre volte, mentre le ţangenti di DARBOUX-
SБGBБ corrisponđono al valore (л — 1 . Si è dunque condotti al þroblema già 
accennato nel n.° 2, di costruire ie tangenti di DĄИBOUX-SISGKБdalłe.curva-
ture delle asintotiche, al quale torneremo nel n.° 12. 

10. Neila Memoria di SEGKБ « Complementi alla^teoria, ecc. », citata 
nei n.° 2, si rileva ľesistenza di un cono di centro 0, della sesta classe in 
generaie, e di una curva del sesto ordine nęl piftno U>, le quali gođono della 
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proprietà seguente: II cono ciгcoscritto alla superficie П da un punto della 
curva di SEGRE tocca la superíicie in una curva la quale ammelte un piano 
taogente del cono di SEGRE ćome piano iper-ošcuíatore, e correlativamente. 
Uequazione (tЗ) delJa Memoria citata dei cono di SEGRE, nel sistema di rife-
rimento di cui qui si fa uso, è 

+ 5. ;»(a\ * - 2 a\ ft Ç, + 2 6,;, Ş - 6H ;J) - Çt = 0. * ( 3 ? ) 

Trasformando mediante']>/,, s* * i a ^a curva 

x, = Ъux\ — %Ъvxlx9 + %a\x,xl — ďrXţ-^Łфxl — axDx^Q, (38) 

che è una quartica con punto trîplo in 0, toccante ivi le tre tangenti coòiu-
gate a quelle di DARBOÜX-SEGRE, Ora questa equazione si può scrivere 

ctxl-cìxl^Q, (39) 

il che ci conduce alle stesse considerazioni fatte sopra. Essendo Q ľiuter-
sezione della curva (39) colla tangente t, si ha, invece delľequazione (35), 
quesťaltra 

ҶJЙiД,0$) = - | i . (40) 
Si ha anche 

(ҖҖPQ) = - Í . 

Però dobbiamo osservare che, nel caso attuale, il valore del parametro k 
řesta ad arbitrio' nóstro. 

11. Nel n.° 6 abbiamo ottenuťo una costruzione assai semplice per i 
piani osculatori delle linee coniugate a quelle di DARBOÜX-SEGRE ed i punti 
di regresso delle sviluppabili circoscritte alla superfićie lungo queste. Pro-
poniamoci ancora lo stesso problema per le linee di DARBOUX-SEGRE. Nella 
Memoria « 0 trilineárních, ecc. », citata nel n.° 7, ho provato che, data sulla 
superficie una famiglia di curve mediante ľequazione differenziale 

~=^( v), (41) 

ľequazione del piano osculatore delia curva dełla famiglia passante per il 
punto in considerazione è 

%т*xt— 2 T Җ + ( Ч + T T , - 26 + 2 т 8 a ' ) ^ = 0 , ,(42) 
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mentre Fequazione del punto di regresso della svtluppabile circoscritta è 

— 2 T 8 $ 4 + 2 T ^ + (TM + T T , 4 - 2 6 —2'T sa ' )^=0- (43) 

Nel caso attuale delle linee di DARBOUX-SEGRE, T è radice dell'equazione 
cubica 

T3a' + 6 = 0 * (44) 

sicchě le coordinate del punto di regresso sono 

cc,: xt: xt: x, = (T„ 4- T <-„ -f- 4 6): 2 T : — 2 T* : 0. (45) 

Complessivamente si hanno tre punti, corrispondenti allé tre radici della (44). 
Per questi punti mandiamo una conica k^i — 1, 2), toccante *, nel punto 0. 

ini 

Si trova come equazione di kl9 essendo p===e3 ; 

x\, x\, xxx%, x%x%, 
4 T 8 , 4 T \ 2 T ( T „ + TT, + 4 6 ) , — 4 T 8 

4psT% 4 P T 4 , 2pT(PTw + T*Tv4~46), — 4 T 8 

4 P T 2 
4 p Ч \ Ъť-riťт. + rъ + Щ, — 4т s 

= 0. 

Alla terza colonna del déterminante, si aggiunga la prima moltiplicata 

per — -̂̂ - > la seconda moltiplicata per —'— » e la quarta moltiplicata per 

— : si trova cosi come valore del déterminante 
12 T 

1 1 1 
- 2 ' T 8 pa p 1 

P p' -

(2 TS xx x* — T* TM x\ — 4 6 íct-h T* T. a?a a?5). 

Semplificando ancora medîante ľequazione (44) e le sue derivate, abbiamo 
come equazione della conica kt: 

x^QďЪx^x. + ma^Ъxl — iďЪ^ — a^Ъ^^ + iďh — ď^x.x^O. (46) 

Scambiando щ æa, ał con v, a?8, 6, si ha ľequazione delia conica kt: 

xi^QďЪxiXъ + í%ďb2xl + (ďЪ^ďvЪ)x\ — {ďЪн — a\.Ъ)xixь==0. (47) 
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/ tre punti di regresso, insieme con 0 sono llntersezione delle due conkhe 
k\ e fc2, cosicchè si traita ancora della posizione di queste. Ma IVqunzmne (Ui) 
puo scriversi 

xA — G a' b xx — (af btt — a'„ b) x% -f~ (a br ~ ať h) ц?я 
u?s-f L2«'a/>4 = 0. 

Confrontando colla (21), si vede che /.*, tocca le rette a,, /, intersezioni 
cou * 2 ; similmente l\. La determinazione di queste due coniche si tinisce 
atlora osservando che la curvatura in 0 di ciascuua è il doppio di quella 
della curva asiutotica corrispondente. Correlativamente per i piani osailatori 
delle linee di DARBOUX-SEOIU.; ma si puo anche eamhiare il segno delle cur
vature di kt e k2 in 0 e poi costruire i piani polari rispetto a //, delle in
tersezioni delle due coniche eosî ottenute. 

12. Si vede suhito Pesattezza del segueute corollario del risultato or 
ora raggiunto: Net piano w si conduca una retta arbUraria r, pur non pas-
santé per 0. Si costmisca una conica s,. (/, j — 1 , -2), loccante le rette a,, 
r nelle intersezioni con a,. Se, net punto 0, la curvatura délia conica s< è il 
prodotto di lt per quella della curva asintotica corrispondente, .si ottiene, con-
giungendo 0 coi tre altri punti d'i nier sezi one delle dite coniche st, 6\>, quel 
gruppo deW involuzione ZJ, rappresenlala dalla equazione (#6), che coi-risponde 
al valore — *,:*, del parametro p.. Specialmente si hauno le tangent i di D.ut-
BOUX-SEGRE per X, 4~}2 ==0 e quelle conmgate per >, — >*. Ora si puô facil-
mente condurre al termine la costruzione delle curve (33) e (39). Occorre 
stahilire il valore del parametro p corrispondente a quel gruppo di /J che 
contiene la tangente data t. Sia R{(i,j— 1, 2) Tintersezione di t cou cj, S\ 
l'intersezione di <x, con c*. La tangente di c\ in &\ intergechi a» nel punto T. 
Si costruisca la conica c, la quale tocca le tangenti passanti per S9 uei punti 
0 e T e passa per Jït. Allora il rapporto delle curvature delle coniche i$ e c 
in 0 è —(A. Si puô faeilmente rappresentarlo con un rapporto anarmonico. 
Basta costruire la retta congiungente le due intersezioni, diverse da 0, delle 
coniche c\ e c, la quale iutersechi a, in U. Si ha poi 

— p^iOUTSt). (48) 

Indicando, corne sopra, cou Q l'intersezione della retta t colla curva (38), ah-

3 



líí Cech: Uintorno ďun punto ďuna superficie, etc. 

Ьiamo dunque 
(OQRtRj^iOUTS^) 

ed il punto Q si ottiene, congiungendo ľintersezione delle rette Rt Tђ R%SX 

col punlo II e segando colla retta ł. II punto ľ ďintersezione di t con D\ 
valendo la (28), è il coniugato armonico di Q rispetto a .B l f R2; ricordiamo 
che, se si è scelta la (juadrica di LIБ per la quadrica Q\ si deve porre 

3 
k — — j - , determinare cioè leconiche ch

n cj così che le cшvature in 0 siano 

le curvaiure delle asintotiche divise per due. 

Torhio^ Ottobre 1921. 

Estratto dagli Annali di Matemaiica TIPO-UT. TURATI LOMBAHDI e C. 

Torno XXXI della Seně III, pag. 191 e seguenti. Milano, 19.12. 
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