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Sur les fonctions continues qui prennent chaque 
leur valeur un nombre fini de fois. 

Par 

E d u a r d C e c h (Brno). 

I. Introduction. 

Considérons une fonction réelle f[x) définie dans un intervalle J, 

Désignons par M l'ensemble des points xeJ qui possèdent un voisi-
nage 0 tel que f { x ) est monotone dans 0-J. Posons N = J — M. 
Evidemment l'ensemble M[N) est ouvert (fermé) dansj". Désignons 
par A l'ensemble des points isolés de l'ensemble N. Evidemment A 

est l'ensemble des points xeJ tels que, ô étant un nombre positif 
convenable, f(x) est monotone dans1) (as—d, .r) et dans (as, x-\-ô)^ 

mais non dans J-(x— ô,x-\-ô). Posons S = N — A. L'ensemble A 

étant ouvert dans N, l'ensemble S est fermé dans J. Désignons 
par r la classe de ceux des intervalles (u, v) contigus à S qui con-
tiennent un nombre fini et impair de points de A. 

Je dirai, pour abréger, que la fonction f(x) jouit de la propriété P, 
si: 1° /(as) est continue dans J; 2° pour chaque nombre réel c l'équa-

tion f{x) = c possède un nombre fini 0) de solutions x e J. 

Le but de cette Note est de démontrer le théorème Buivant: 
Si la fonction f(x) jouit de la propriété P, alors: 1° M"^) J2); 

'2° S = J 'A/ ; 3° A étant une partie quelconque non vide de la classe 

F, Vensemble D des extrémités des intervalles (M, V) e A n'est pas dense 

en soi. Inversement, si les conditions 1°, 2°, 3° sont remplies, il existe 

une fonction f(x) correspondante qui jouit de la propriété P. 

») (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] désigne l'intervalle fermé, ouvert, demiouvert aux 
extrémités a, b. 

*) M est la fermeture, M' l'ensemble dérivé de l'ensemble M. 
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II. Démonstration que la condition est nécessaire. 

Supposons que f(x) jouisse de la propriété P. Soit K l'intervalle 
des valeurs prises par f(x). Pour » = 1,2, 3,... aoit E„ l'ensemble 
des nombres c tels que l'équation f{x) = c possède exactement » 

00 
solutions x e J . De l'équation K = - 2 E n résulte1) qu'un au moins 

1 
des ensembles En n'est pas non dense dans K. Donc il existe un 
nombre naturel n et un intervalle ouvert tels que 
Soit JX(2J un intervalle tel que x e Jx entraîne f(x) g Kx. 

Je dis que pour aucune valeur réelle c l'équation f(x) = c n'a 
plus de » - { - 1 solutions xeJv En effet suppoaons que 

«1 < «2 < • " < %n+2 

soient des nombres de Jx tels que f(zv) = c. Evidemment c e Kx. 

Pour il existe (en vertu de la propriété P ) un 
nombre yv e (xv, xv_±) tel que f(yv) =f= c. Soit ô ( > 0) le plus petit 
des »-|-1 nombres |/(yv) — c|. Puisque ceKxQ.En, l'intervalle Kx 

étant ouvert, il existe des nombres cx, c% e E„ tels que c — â < cx <C 

On voit sans peine que pour chaque v 

fa fonction f[x) prend dans l'intervalle (xv, x^) deux fois au moins 
une des deux valeurs cl5 ci. Donc le nombre total des solutions 
des deux équations f(x) = ct, /(x) = et est au moins égal à 2(n-f-l), 
-ce qui contredit à l'hypothèse cteEn. 

La fonction f(x) prend donc dans Jx chaque sa valeur ( » -f-1) 
fois au plus. Si /(x) n'est pas monotone dans Jx, on a f(xx) = 

= f{x,) = c, les points xt < x2 appartenant à Jx. La fonction /(x) 

n'étant pas constante dans aucun intervalle, il existe un nombre 
x0e(xlfxt) tel que f(x0)=\=c est le maximum ou le minimum des 
nombres f(x) pour xe[xX) xt]. Soit x3 la plus grande solution <3¡o 
de l'équation f{x) — c (x^xXy d'où x0eJx). On voit sans peine 
que chaque valeur prise par f(x) dans l'intervalle (xt, x0) C Ji e û 

est prise aussi dans l'intervalle [x0l xt](2 Ji disjoint à (xS} x0). On 
en conclut sanB peine que f{x) prend dans l'intervalle Jt = (x0, xx) 

chaque sa valeur (n-\-1)— 1==» fois au plus. On arrive ainsi fina-
lement à un intervalle Jk tel que f(x) prend chaque sa valeur dans 
Jk une fois seulement. 

' ) Un intervalle ¿tant de 2de catégorie. 
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Donc il existe un intervalle J*QJ dans lequel la fonction f(x) 

est monotone. Par la même raison chaque intervalle ,/0 C J contient 
un intervalle Jf de monotonie de f{x). L'ensemble M est par suite 
dense dans J de manière que les ensembles Net S sont non denses 
dans J. 

De la définition des ensembles A et S il résulte tout de suite 
que A'QS. On en déduit sans peine que si l'égalité à démontrer 
J.A'=S n'est pas vraie, il existe un intervalle Jt(ZJ tel que 
l'ensemble N-J est parfait1]. Démontrons d'abord que, Jt étant un 
tel intervalle, f{x) ne peut pas être monotone dans N-J. En effet 
si, p. ex., f(x) y est non décroissante, et si (u, v) efit un intervalle 
contigu à N - Jj, on a (M, v)(ZM; f(u)^f(v), d'où il résulte aussi-
tôt que f(x) est non décroissante dans (w, v). On en déduit wans 
peine que f(x) est non décroissante dans [a, /?] — le plus petit 
intervalle contenant N-Ju — d'où ( a , d o manière qu'on 
arrive au résultat absurde que l'ensemble parfait i ^ / j ^ a , j8].(«/— il/) 
ne contient que les deux points a, (} au plus. 

Continuons à supposer que J-iÇ^J soit un intervalle tel que 
l'ensemble N-Ji soit parfait. Or, nous verrons que ceci est incom-
patible avec la propriété P\ cette contradiction prouve, comme noua 
savons, que A' = S. Soit (MJ, Î^) un intervalle contigu à N - Jv On 
voit sans peine qu'il existe à droite du point vt ua intervalle fermé 
Jt C Ji tel que l'ensemble N - J * est parfait. La fonction f(x) n'est 
donc pas monotone dans N - J f , d'où il résulte sans peine l'existence 
de trois points ¿„ vt e N • J* tels que 1° s2 < i, < v2 ou bien 
>1 >U> «« ; 2° f(vi} 6 £a = (f(st), f(t2)). Posons encore J» = (>„ i,] 
de manière que'/(x) prend dans chaque valeur y e K v L'ensemble 
des extrémités droites des intervalles contigus à N-J* étant dense 
dans N - J* on voit sans peine que l'on peut supposer que le point 
vt soit l'extrémité droite d'un intervalle (M„ vt) contigu à N - J*. 

Maintenant on répète la construction en remplaçant (« l7 Vy) par 
(w„ vt). On commence donc par trouver un intervalle fermé J* (2 J? 

tel que l'ensemble N - J f soit parfait. En tenant compte de ce que 
eJ? — J; et /(v,) f i , , où i f j est un intervalle ouvert, on voit 

sans peine que l'on peut choisir Jf de manière que Jf - J° = 0 et 
que x e J* entraîne f(x) e Kv En procédant ainsi, on arrive à, for-
mer trois suites infinies d'intervalles J*, Kn de manière que: 

Non dense, parce que M est dense dans J. 
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1° J*Z)J°n\ 2° J * D J * + 1 ; 3° </°-J*+1 = 0; 4° la fonction f{x) 

prend dans J\ chaque valeur y e Kn] 5° xeJ*+1 entraîne /(«) e K„é 

Or soit y e Kn+l ; d'après 4°, il existe un point x e «7° tel que f(x) = w; 
d'après 1° on a J e J f , d'où selon y e K„. On arrive ainsi à l'in-

00 — 
clusion Kn+1 K„ de manière qu'il existe un point c e IIK„. D'après 

î 
4°, il existe pour chaque valeur de n un point xneJ°n tel que f[x„) = c. 

Pour TO<M on a d'après 1° et 2° xn e J* tandis que 
^ „ e J l , d'où x,„ xn selon 3°. Or ceci contredit à la propriété P. 

Soit enfin A(2 T, jd 0: Partageons A en trois classes A, At, As 

conformément à la règle suivante. Soit (u, V) e A. Si f(u) f{v), 

posons (u, v) e A^. Si au contraire f{u) —f(v), on déduit sans peine 
de la propriété P qu'il existe un nombre ô 0 tel que la fonction 
f{x) —f(u)=f(x) — f{v) garde un signe constant 0) dans chacun 
des deux intervalles (u — ô, u) et (v, v -f- â). Si ces deux signes sont 
contraires, soit (u, v) e Ai ; s'ils sont égaux, soit (w, V) e A5. Désignons 
encore par D, D1, i>2) DS) l'ensemble des éxtrémités des intervalles 
formant respectivement la classe A, AX) ¿ls. Evidemment D = 

= D1 -f- Di + Ds • Supposons que l'ensemble D soit dense en soi. 
L'un au moins des ensembles 2)1? Z>2, D3 est dense sur une por-
tion D' de D. On peut supposer évidemment que la portion D' ne 
contienne aucune de ses bornes, et, parsuite, on peut supposer en-
core qu'elle coïncide avec l'ensemble D tout entier '), donc, que l'un 
au moins des trois ensembles Z)1} Dt, Ds soit dense en soi. Or nous 
allons voir que ceci contredit à la propriété P. 

En premier lieu, supposons que l'ensemble Df soit =j= 0 et dense 
en soi. Choisissons un intervalle (uu o^e Puisque AXÇ2F, on a 
(ux, Uj) Ç2 M A et l'ensemble (MJ,^). A contient un nombre fini 
et impair de points; en outre, on a f ( u x ) ^ f { v j ) d'après la défini-
tion de Ax. On en déduit sans peine qu'un des deux nombres ux 

et i»! — désignons le par wx — possède la propriété suivante : il 
existe un intervalle ouvert Kx tel que f(wx) e Kx et que la fouction 
f(x) prenne dans l'intervalle (ux.vx) chaque valeur y e Kx. Le point 
wx appartenant à l'ensemble dense en soi Dx, il existe un intervalle 
(M,, vt) contenu dans une telle proximité du point wx que ARE [M,, 

' ) Car, on pent évidemment remplacer dans notre raisonnement l'ensemble D 

par Ba portion D", cette portion étant dense en soi en même temps que D et 
étant formée aussi des extrémités d'une famille d'intervalles appartenant à T. 

3* 
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entraîne f(x) e . On répète alorfl la construction précédente en 
remplaçant l'intervalle ( « „ » ^ par ( « „ vt). En désignant par w% un 
nombre choisi convenablement parmi les deux nombres ui} v,, il 

existe un intervalle ouvert tel que j ï j C ^ i » e t qu® 
la fonction f[x) prenne dans l'intervalle ( « , , » , ) chaque valeur y eKt. 

On arrive ainsi à une suite d'intervalles différents l'un 
de l'autre et par suite disjoints, et à une autre suite d'intervalles 
Kn telle que 1* K^ÇjËn 2° l a fonction f\x) prend dans l'inter-
valle ( «„ , »„ ) chaque valeur y e Kn. D'après 1°, il existe un point 

ceIIKn't d'après 2°, il existe pour chaque valeur de n un point 
i 

x„ e (un, v„) tel que f(xn) = c. Or, ceci contredit à la propriété P, 
car les points xn sont tous différents, les intervalles (w„, va) étant 
disjoints. 

En second lieu, supposons que l'ensemble Dt soit =j= 0 et dense 
en soi. Choisissons un intervalle (Wj, v1) e At. Désignons par Kt l'en-
semble des valeurs de f(x) pour x e t^] de manière que f{ui)= 

=f{v1)eK1. D'après la définition de At il existe un nombre ô > 0 
tel que dans un au moins des deux intervalles (mx — <5, (vlf ô) 

la fonction f(x) ne prenne que des valeurs appartenant à Kx. Si 
c'est l'intervalle —ô , t^), posons wi=uy—d; dans le cas contraire, 
posons w1 = v1. Puisque le point w1 appartient à l'ensemble dense 
en soi D,, il existe un intervalle (Î^, vt) eAt contenu dans (wt, to1-{-ô). 
Désignons par Kt l'ensemble des valeurs de f(x) pour ® e [M, , i>a]. 
L'inclusion (« , , ®2 )C (^n + à) entraîne K% C Ki- En procédant 
ainsi, on forme une suite d'intervalles disjoints telle que 
l'on a Ka+1(ZKn> Kn désigne l'ensemble des valeurs de f(x) 

dans [w„, u„], Les Kn étant évidemment des intervalles fermés, il 
co 

existe un point celIKn et des points xn e [w„, «„], ce qui contredit 

à la propriété P. 
En troisième lieu, supposons que l'ensemble D, soit =f= 0 et dense 

en soi. Choisissons (t^, i^) e At. D'après la définition de At, il existe 
un nombre ^ > 0 tel que la fonction f(x) —/(«,)=/(«) —/(«J 
garde nn signe constant (=|= 0) dans l'ensemble — ^ , ut) - f 
+ («i, - f ¿J. Posons Kx = (f(Ul\ /(u, — <*,)) de manière que la 
fonction f(x) prend chaque valeur yeK, dans l'intervalle («^ — Ôu «,). 
On voit sans peine qu'il existe un nombre positif < ô1 tel que 
xt (vl5 t>, + entraîne f(x)eKx. Puisque le -point t>, appartient 
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à l'ensemble dense en soi Ds, il existe un intervalle (M2 , e 

tel que » j ]C (®u »î + ^i) de manière que f ( u i ) = f ( v t ) € K 1 . 
Alors il existe un nombre d, > 0 tel que la fonction f(x) — f{ut) = 

= f(x) —/ ( « , ) garde un signe constant (=}= 0) dans l'ensemble 
[îîj — ô2, ut) - f (vt, vt - f ô2]. Posons = (/(ws)> fbh — <*i))- L e 

point /(tti) appartenant & l'intervalle ouvert K u on peut prendre <5, 
si petit que l'on ait K^Ç^K^. En procédant ainsi, on arrive à for-
mer deux suites infinies de notabres «„, vtt et une suite infinie 
d'intervalles Kn telles que: 1° un < v„ < un+1 < v ^ ; 2° Kn+yQKn\ 

3° la fonction f{x) prend dans l'intervalle (vn_uu„) (v0 — u,— 

chaque valeur y E Kn. D'après 2° il existe UD point c e UK„. D'après 
i 

3° il existe des points xtt e (w„_i, u„) tels que f(xn) = c. D'après 1° 
on a xm<x„ pour m < n . Or ceci contredit à la propriété P. 

III. Démonstration que la condition est suffisante. 

Soit J un intervalle donné. Soit AÇ^J un ensemble isolé. Posons 
J-A' = S, M = J— (A + S) de manière que M est un ensemble 
ouvert et dense dans J. Désignons par F la classe contenant ceux 
des intervalles (M, Î>) contigus à S pour lesquels le produit («,» )• A 

contient un nombre fini et impair de points. [On peut avoir F=0]. 

La classe F doit jouir de la propriété suivante: Si l'on a, A (2 F, 

A 4= 0, l'ensemble D des extrémités des intervalles appartenant à. A 

n'est pas dense en soi. On doit construire une fonction f{x) jouissant 
de la propriété P et telle que les ensembles A, S, M aient relati-
vement à f{x) la signification expliquée dans l'introduction. 

Nous commençons par définir Yordre des intervalles formant la 
classe l7; cet ordre sera un nombre ordinal < Q = Ét̂ . L'ensemble 
D0 des extrémités de tous les intervalles appartenant à F n'est pas 
dense en soi (si F 0). Donc il existe des intervalles (u, v) e F 

tels qu'un au moins des deux nombres u et v est isolé dans D0. 
Ce seront, par définition, les intervalles d'ordre 0. Soit a > 0 un 
nombre ordinal donné es supposons que l'on ait déjà défini les in-
tervalles d'ordre pour chaque nombre ordinal |3<a. Désignons 
par F a (^_F la classe des intervalles restants et supposons que 
7^4=0. Soit Da l'ensemble des extrémités de tous les intervalles 
appartenant à, Fa. LAenBemble Da=j= 0 n'étant pas dense en soi, il 
existe des intervalles (u, v) e Fa tels qu'un au moins des deux nom-
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bres u et v est isolé dans Da. Ce seront, par définition, les inter-
valles d'ordre a La classe P étant au plus dénombrable, on voit 
bien qu'il existe un nombre ordinal y < ¿ 2 tel que chaque intervalle 
appartenant à P possède un ordre détérminé a < y . Soit encore 
(u, v) e F un intervalle d'ordre a. Si le point u iat isolé dans l'en-
semble i)a, appelons u l'extrémité distinguée de l'intervalle' (u, v); 

dans le cas contraire, l'extrémité distinguée de (ZÎ, v) sera le point v. 

Donc, dans tous les cas, l'extrémité distinguée d'un intervalle (u. v) 

d'ordre a est un point isolé de l'ensemble Da. 

Désignons par C l'ensemble des extrémités distinguées de tous 
les intervalles formant la classe F.. Je dis que l'ensemble C est 
clairsemé. Supposons le contraire. Alors il existe un ensemble dense 
en soi et non vide Désignons par F * la classe de tous les 
intervalles (u, v) e F dont l'extrémité distinguée appartient a C. 

Soit & l'ensemble des ordres de tous les intervalles formant la 
classe F*. C'est un ensemble non vide de nombres oHinaux de 
sorte qu'il existe Min. & = a. Evidemment F*C.Fa (I\ = F) de 
manière que C*Ç2Da. D'après la définition de & et de a, il existe 
un intervalle (u, v) e F * d'ordre a. En désignant par w l'extrémité 
distinguée de l'intervalle (M, v) on a w e C* (2 Da. D'après la défi-
nition de l'extrémité distinguée, le point w est isolée dans Da et 
donc, à plus forte raison, dans C*. Or ceci contredit à l'hypothèse 
que l'ensemble C* soit dense en soi. 

L'ensemble C étant évidemment au plus dénombrable, on peut 
ranger ses points en une suite (finie ou infinie) 

(*) Mu «"«> «'«>••• 
00 

Or l'ensemble C étaut clairsemé, c'est un Gô 1). Donc C — II Gn, 
î 

les Gn étant des ensembles ouverts; on peut évidemment supposer 

que 6rn+1. Pour chaque valeur de n1 ) il existe un intervalle 

j* = [w, — Ai: W/I-MJ t e l que: 1° i n C ^ « ; jn ne contient au-

cun des points w1,w%i...J «>„_!; 3° 0 < ôn < -1,. Je dis qu'il n'existe 

aucun point qui appartienne simultanément à une infinité des inter-

valles jn. Supposons par impossible, que l'on ait ce!ljPn (/Jx < 
») V. Hau 

sdor f f , Mengenlehre, p. 169 et 170 (ensemble clairsemé = separierte 
Menge). 

*) Pour laquelle existe lô point wa ; d'ailleurs la considération qui suit eBt 
banale danB le cas où l'ensemble C est fini. • 
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< Pt < Ps < • • •)• D'après 1», on a c e ÍT Gp = C (en vertu de l'in-
i " 

clusion Gn+1 ^n), donc c = wm pour une valeur convenable de m. 
Mais alors wm ejPn pour chaque valeur de » , ce qui contredit à l'hy-
pothèse 2°. 

Nous sommes maintenant en état de construire la fonetion cher-
chée f(x). 11 suffit évidemmeut de faire la construction dans le 
cas où J est le plus petit intervalle contenant S. Pour X e S posons 
j\x) = x ; il reste à définir f(x) dans les intervalles contigus à S. 

Soit (M, A) un tel intervalle ; commençons par le cas où (tí, v) n'ap-
partient pas à T. L'intervalle (M, v) contient donc un nombre fini 
et pair 0) ou bien infini de points x e A ; dans le second cas, 
l'ensemble dérivé de (M, V). A ne peut évidemment contenir que 
tout au plus les points M, v. On voit sans peine qu'on peut définir 
fitc) dans [M, t>] de manière que les conditions suivantes soient réa-
lisées: 1 = « ,/(c ) = t>; 2° f(x) est continue dans [H, Î>]; 3° l'en-
semble des valeurs de f(x) dans [M, B] coïncide avec l'intervalle [M, t ] 
lui même; 4° la fonction f(x) est linéaire (non constante) dans 
chaque intervalle contenu dans (M, v) — A; 5° la fonction f(x) n'est 
pas monotone dans aucun voisinage d'aucun point x e (u, • A ; 
6° pour chaque valeur réelle de c, l'équation f(x) = c possède au 
plus troiB racines x e (u, v). Passons au cas (u, v) e P , où l'ensemble 
(M, V) • A contient un nombre fini et impair des points. On voit 
sans peine qu'on peut définir /(x) dans [m, v] de manière que toutes 
les conditions Io—7° soient réalisées, à l'exception de la condition 3® 
que l'on remplacera par la suivante: Soit n le nombre naturel tel 
que l'extrémité distinguée de l'intervalle (u, v) soit égale au terme 
wn de la suite (*) et soit jn = [io„ — âMi w„ -f- â„] correspondant. 
L'ensemble des valeurs de f{x) dans [«, t>] doit coïncider avec l'inter-
valle [ti, t>] -\~jn\ l'oscillation de /(x) dans t;„] est donc < j P — 

2 
u - f 2 O — u-J—s. On vérifie sanB difficulté que f(x) est n 

la fonction cherchée. 
Je terminerai par la remarque suivante: Nous n'avons pas de-

mandé que le nombre des solutions de l'équation f{x) = c soit borné ; 

on peut démontrer que ceci est réalisable si et seulement BÍ l'ordre 
(précédemment défini) d'aucun intervalle appartenant à F ne sur-
passe un nombre naturel fixe k. 
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