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DEEORMAZIONE PROIETTIVA 
D I S T R A T I D ^ P E R S U P E R I T O I E 

v 
DI E, OEOH (PRAGA, CKCOSLOVACCHIA) 

1. Sia C una corrispondenza (analitica) fra đtt pazi lineari 
#„ e S'n e sia 2 uno strato (sistema semplicent infinito) ďipersu-
perflcie di #„. La corrispoudenza G trasforma 2 in uno strato 2' 
di S,',. Dico che C è una deformazione, o applicabilità, proiettîva di 
2 se, per ogni coppia A , A' di punti omologhi nella corrispondenza 
C, esiste una coliineazione K — K (A , A() fra $н e S'n tale che, per 
ogni curva y di tfя passante per A , si ha nel punto omologo Af di 
Sn un contatto analìtico fra le due cttrve Cy e Ky tra formate di 
y ri pettivamente per C e per IГ, contatto del primo ordine in ge-
nerale, ma ch rî ulti contatto analitico đel econdo ordin se y giac 
sulľipersuperficie dello strato 2 che passa per A . È eviđente che 
una deformazione proiettiva đello strato 2 è necessariamente una 
đeformazione proiettiva, nel senso classico di G. Fubini, di ogni îper-
uperfici che fa part đello trato 2ђ ma non vic v r a. È pure 

evident che una corrispondenza eollineare C fra Ã« e Л« è deforma-
zion proiettivą di ogni strato 2 di .íř»,; nel seguito, si suppon che 
la corrisponđenza C non sia collineare. Oionondimeno, 0 pub tra for-
mar collinearment ogni singola ipersuperficie dello straťo 2* 

% S n sa 2, la corrisponđ nza C è deformazion proiettiva per 
uno strato 2 đi curve s e solo se 2 consta di curve caratterШiche 
di 0 . Ađunqu 0 è , in generale, d formazioue proiettiva per tre 
strati 2, ma il num ro đi tali trati pub abba arsi a đue oppur 
ađ шo. Жel seguito suppoiugo, eccetto al n° 4 , ch sia n 2g 3 • 

3. Può dar i che le ipersnp rficî đi cui si compon lo strato 
2 siano degli iўerÿianiţ aliora 2f e o pur si compone ďíperpìani. 
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Inoltre, la corri pondenza 0 iд tal caso trasforma collinearmentů 
ogni ip rpîano dello strato 2. Viceversa*, se vi è nello spazio 8щ 
ùno strato 2 dЧperpíanì e se la corrisponđenza C fŕa # ң Ãń tra-
forma collinearment ogni iperpiano appartenente a 2f si prova fa-

cilmente che C è deformazione proiettiva per lo trato 2. Eí ulta 
che le corri ponđenze fra 8n e $n decomponibili in oo1 tran forma* 
zioni collineari ďiperpiani apparteпgoиo alla famiglia di deformazioni 
proiettive di trati, vi formano però шiД fainiglia che pub dìrsi tri-
vialef benchè abbiano delle proprîetà non prive ďintere se* 

4. .Nella t oria generale đi proprietà proiettive đï eorri ponđeиz 
C fra du pazi lineari, di cui la teoria delle deformazioиi proiettive 
di strati non è che un capitolo peciale, il concetto pìй fonđameн-
tal è qu llo della colШeazione tangente K relativa ađ una coppia 
A , A' di puuti omologhi, nozion aнaloga a quella đello pazio tan-
gente in un puиto ad una varîetà* La colliиeazion taиgent K può 
deflnirsi con la proprietà che, per ogиi curva y di 8n pas aufc per 
A , si abbia in A! un coиtatto analitico del priino ordine fra le due 
curve Cy e Ky. Data la coppîa A, A' di puntî omologhi, la coПí-
n azioпe tangent K non è univocamente determinata; e K ne è 
un valore paítieolare, la pih geиerale eolliнeazion tang nte è il pro-
dotto И * K, đove J5Г è una omologia pecial di #,, ottopo ta solo 
alla condizíon ch il ceнtro ďomologîa ia il puuto A di modo che 
vi oиo oon coHiнeazîoni taнgeнti relative ad A , A\ Шťaltra deflní-
zione di K i trova pa sando allo spazio 8n X 8n đell coppi 
(X, X'), đove X è un punto qualuнque đi 8ПJX' un punto qualun-
que dî 8n* V immagin in 8nx8n della corri ponđenza C Ь una 
varietà ooи e lo t s o vale per V irømagine di uиa coШneazion 
arbitraria JBC. S solo s K è unä collineazioнe tangeнt a 0 
neИa coppia A , A\ vi è nel punto {A , Af) di 8n X 8n un coн-
tątto ordinarío fra l immagini di C e di ÜГ, îl ch ímplica, na-
turalm nte, ch KA =» Af = C A. Scelta comunque, per ogni cop-
pia AjAŕ una coИineazione tangent Д", la C risulta, nello spazio 
8nx8n\ mvíluppo deП ooм îmmaginí đelle collineazioni K. Ab-
brevianđo, possiamo đìre che ogni corrispönđenza C fra # м d 8n è 
iцvíluppo di una famîglia oow di corrisponđenze coHiнearL Può đar i 
che C sîa, in queэto seпso,ЧцviIuppo di una famíglia oor di corri-
spond nze coШneari, con * * 0 » П caso píћ semplíce è quello r » 1 
di corríspòhđenze sviluppabílu Per uná tale corrîspondenza 0 , 
e iste in &i uno ştrato 2 ďìperpiani ţal ch C trasforшa collinear* 
mente ogni iperpiaдo <U 2f ma questa proprîetà non ba ta a carat* 
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terizzare lé corrispondenze sviluppabili. Limitandoci per semplicitá 
al caso che gli iperpiani di 2 nou passano per un punto fisso, una 
corrispondenza sviluppabite trasforma il punto 

<CQ A {t) + (30i — + . . . + Xn-i< 

nel punto 
dt ' ' "~l dt"-1 

_//л I đ A ' i . d П _ 1 ^ ' 

dove i punti analitici A e A' sono funzioni arbitrarie dM. 
Incidentalmente osservo che ho deterюinato tutte l corrîspon-

denze fra #з e #з ch sono inviluppo di oo2 corrispondeuze collineari. 

5. Eitorniamo al problema descritto al n° 1 e poniamoci la do-
manda se esìstono dalle corrìsponđenze C fra Äя e 8n che siano de-
formazíoni proiettive per più di uno strato. Per n 2> 3 , il numero 
di tali strati non può superare due. Per n ^ 4 , tutte l corrispon-. 
đenze fra 8n в 8n che sono deformazîoni proiettiv di đue strati 
điversi si ridueono, mediante trasforюazioni collin ari degli spazi 
#„ e $,, alle corri pondenze fra due #,» sovrapposti che adesso vado 
a đescriver . In uno spazio lineare Ã„+i si scelga una superfici P 
nou viluppabil appartenent ad uno #3; siano M e Mř du ţэunti 
flssi di questo # 3 ; sìa ancora V uno spazio Hneare a n — 3 dímen-
ioni contenuto ìiello Sn+i e senza punti coюuni coll?#3 di sopra. 

Infine, scegliaюo dentro Äя+1 un #„ non passant nè per la retta 
MMr nè per Ғ . Oiò posto, otteniaюo una corrispondenza G fra due 
spazî ovrapposti collo #„ coюe segue. Sia X un punto arbitrarío di 
Sn. Lo spazio a n — 1 điюensioni X M V iuterseca il nostro # 3 e* 
conđo una retta e passa quindi per иn punto Z della uperfici P . 
Vi è allora sulla retta XM un punto Y tale che la retta YZ in-
contri lo spazio Z V. II punto X' ďintersezione dełla retta Y W col 
nostro $* è ľiююagine del punto X nella corrisponđenza C. La su-
perficie P contiene đue faюiglie aţ e o2ăi curve asintotiche; proiet-
tando qneste curve đal centro M V (che è uno spazio a n — 2 đi-
юensioni) e intersecando collo &* si ottengono in #„ due strati z% 
e 22 ďiper uperficíe conich ii cui centro coюune è lo spazio a n — 3 
diюensionî intersezione dì #f, eollo spazio M V. Si prova allora ch 
C è deformazione proiettiva per ciascuno dei du strati 2X e 22* S 
la superficie P è rigata? ø̂  essenđo la famiglia delle generatrici, al-
lora 2t con ta ďiperpiani, si ha çioè casö triviale rispetto a 2{. S 
la superflcíe P è una quađrica, si ha caso trivìale tanto rispetto a 
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j ^ quanto rispetto a 22) val a dire, iå questo caso ottenîaшo delle 
trasformazioni 0 đi Äw tali che per ogni punto passano đu iperpiani 
che la C transforma colliнearmeиte. La più geиeгale corrispondenza 
godeиt della stessa proprietй si ottieнe combiнaudo uиa tal 0 con 
uua trasformazione collineare di Äм. 

C. Per n S: 4 , non esistoнo altre corrispoнdeнze fra # n Ãj, ch 
siaпo deformazioпi proiettive per due strati diversi. Ma ve ne sono 
delle altre per n = 3 e queste corrispond нze, iиtimameнte legate coìla 
deformazione proiettiva di snperficie noii rigate di #3? haинo dell 
altre proprietà notevolissime, com vedremo нei seguìto. Oonsiderìamo 
la đ formazioнe proiettiva di uнa superfici P nou rigata di $3 

iиdicliiamo con P' Pimmagin di P, che è una superficie non rigata 
di uи Ãз.̂  Per ogni coppîa AђA' di punti omologhi di P,P', esi-
stono oo1 colliнeazioni K clie realizzano la deformazion proiettiva, 
tali cioè ehe? per ogni curva y di P passante per A, si abbia nel 
punto A' contatto aнalitico fra le đue curve Cy Ky. Data la 
coppia A,A'j la colliнeazione K нon è univocament đeterminata; 
s KQ n è un valor particolare, la piй generale K ha la forma 
ЯK09 dove H percorr tutt l omologi speciali di centro A il cui 
piauo d?omologia a è il piauo taнgeнt alla uperficie P nel punto 
A. Risulta che, nonostante Pindetermiпazioнe di Jř , i punti KX 
soнo beн determiнati per tutti i puнti X apparteпeпti ai piaпo «. 
Sia t una tangente a P nel puнto A. Dirò clie t è una tangente ãi 
Cartan per la deformazioнe proiettiva di P se, per ogнi curva y dî 
P đi cui t sia la taugeпt în A , sí ha in Af contatto g ometrico 
del terzo ordiнe fra Je curve Cy e Ky (la scelta di K non importa). 
In geиeraie, ví oпo iн ogni punto A di P due tangenti di Oartan 
e l curv di P cb le toccano formauo uнa rete coniugata che si 
dice rete iř apparteнente alla đeformazion proiettiva đì P) il luogo 
delle t consta di du congruenze І2. (Non mi trattengo sulle pro-
prietà caratteristich ben note dí una rete o cougruenza R). Può 
darsi che non vi sia che una sola tangente di Oartan che è allora 
uua tangente asîntotica; chíamo asiнtotiche Jř0 quelle che toccano I 
tangenti asintotîche di Oartan e coнgrueнza BQ la coнgгuenza pa* 
rabolica luogo di tali taнgenti. 

7* Oiò ch sî è đetto al n° б sulla deformazion proi ttìva di 
P è ormai classico, a đîflferenza di ciò che segue. Sceglíamo in ogni 
punto A đî P uua taugent t t% P che descriv una congrueńza L, 
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di cui P è tma falda focale. Tale scelta determína nua corrîspon-
denza C fra 8* 8'n nella qual ľîmmagin đi un punto X qualun* 
que dí t è il puиto JГX, K = K(Л) essenđo una collineazione che 
realizza Ia deformazioиe proiettíva di P . Si noti che C è ben deter-
miиata, per qiшnto le K non lo siano fiиora. Domaudiamoci se è 
possîbile đi cegliere le K ín modo che, per ogni punto A di 8Пђ 

K sia uиa eoШtteazione tangente a C relativamente a tutti i punti 
della retta t corríspoнdente. Si trova che ciò ha luogo se solo se, 
per ogиi pimto 4 đi P , < è uиa taиgeиte dì Oartan per la defor-
mazioнe proiettiva di P; inoltre. le K sono poi determiщte шiivo-
cameiite. 

8. Al n° 7 abbiamo visto ch una deformazione proíettiva di 
una uperfici non rigata ľ determiиa, in dne modi differeиti o in im 
ol mođo una corrispondenza 0 fra 8n e S'n che porta iшa congruenza 

L di Дfn iu una congrueиza Ľ di 8n^ la congruenza L è quella B 
o B0 a ociata classicamente alla deformazione proiettiva di P . Ora 
la C ha una proprietà che mi pare bellis ima; essa è infatti nna 
trasformazione asintotìca äelìa congruenza L nel senso che, scelta 
comunque una rígata Q dentro la congruenza L} e đesîgnando con 
Qł la rigata trasformata, la 0 trasforma ogиi curva asìntotica di Q 
ìn un?asintotica di Äít# Ï5 иaturale porsi la domanđa se le congruenze 
B JB0 siauo l ol uscettibilí di una tra formazione asintotíca e 
se ogиi trasformazion a intotica di una congruenza B o Jř0 sia as-
sociata ad uиa deformazione proiettiva di una superficie non rigata 
in modo đa noì descritto. Si trova cbe la risposta è positiva per le 
congruenze L che soddisfano alla coиdizione dt possedere una (al-
meno) falda focale ch non degen ri in una linea. Se questa condi-
zione non è sodđisfatta, esi tono ancora delle transformazioni asin-
totiche delle congruenze linearî e di tutte le congruenze parabolîche 
di cui Punîca falda focale ďegenera in una linea? curva o retta. líon 
mi trattengo qui a descrivere geometricamente le trasformazioni 
asintotiche di tali congruenze eccezionali. 

9. Eitôrnando a quel ch si è detto al principio đel n° б? le 
corrisponđenze fra Ä3 $3 he síano đeformazîoni proiettive di due 
strati đistinti J?å S2f oltre qnelle descritte al n° бř sono precisa-
ment l trasfonnazíoni asintotìche C đi congruenze* Nel caso che 
C è associata aiţ nna deformazion proîetţiva dì nna uperficî non 
rîgata 1% i đue trati Җ e 2г si compoиgono di queil rigate đella 
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congruenza che toccяno P lungo nn'asint#îca. Bisulta che una d -
formazione proiettiva D di una superflcie non rigata ľ è iutimamente 
legata con due famiglie ooł di deformazioni proiettive đi superfici 
rigate, D essendo, in un sen o che <jui non preci erò, inviluppo di 
cia cuna delłe due famiglie. Nel cяso R0 una deJIe due fшnigli consta 
di deformazioni proíettive di superflci sviluppabili. 

10. Veniamo infine allo tuđio generale delle corrispondenze C 
fгa due spazi $w e Ä* (n ^ 3) ch siano defoгmazioni proîettive per 
uno strato 2 ďìpersuperficie di $„ . S n = 3, lo strato 2 può con-
sistere di superfici non sviluppabili. Si otteugono dell deformazîoni 
proiettiv đi strati composti di superfici R o Jř 0, le prime dípen-
dendo đa 10 e l seconde da 9 funzioui arbitrari di un argomento. 
Eícordo che una ingola superficie R o R0 đipend da 6, risp. đa б 
funzioni arbitrarie di un argomento. Questi dne tipi di đeformazioni 
proiettiv merîtauo senza dubbio uno stuđío più approfonđito. 

11. Eccettnato il caso triviale e quello accennato nel n° 10, ch 
esiste solo per n = я З , l deformazioni proiettive đi uno strato 2 non 

ono possibili ch e 2 è uno strato che chiamerò parabolico. L 
ipeгsuperfici dî un tal strato sono svІluppaЪШj cioè inviluppi di 
001 iperpiani, icchè si ha insomma una famiglia Ф oc 2 ďiperpíani 
tangenti alie ipersиperficie di 2. Ogni iperpiano Q0 della famiglia 
Ф tocca unMpersnperfici di 2 lungo uno Sft^Qi e contiene uno 
AVИ-З Q2 -«--go il quale Q0 tocca IЧnviluppo di tutta la famiglia oc 2 Ф, 
Ora nel caso di uno strato parabolico, quanđo ci si múove lungo 
ťipersuperficie deliò strato, gt de criv uiť nte oo1 che tocca il uo 
inviluppo precisamente secondo il Q2 pred tto. Le cose diventano 
più chîare usando una trasformazion dualistîca ch trasforma Ф 
in una uperfici Л , le Q0 nei punti di Л , le Qг nei piani tan-
gëntì di Л, le ipersuperűcie dello strato 2 m una famiglîa a di 
linee traccîate su Л, le # t n lle tangenti alle curv della fami-
glia a . Kel caso di uno strato parabolico, le lhiee đella fa* 
шiglia a sono linee aêinШiche di Л » La díшensíone ã dello spa-
zio ďappartenenza di Л sarà đetta claш ^dello strato 2. Si ha 

2 <L ã j£ н . Se á й = 2 , Л è un piano, lo spazío Q2 è fi so e Ф è 
la famiglia degli iperpiani passanti per Q2. Se ãž> 3 , siaíю (>3, 
QifчQd gìi spazi a n — 4 , n— 5 , . . . , n — d — 1 dîmensioni l 
cui trasformate duaiisticbe sono gli spazi a 3 , 4 f • « , , <2 dîmensîoni 
osculatorî alle curve della famíglía a ; se d « « , Qa è lo spazîo vuoto 
e non esíste nessun punto coшune a tu tü gíî íperpiani deila faшЬ 



V 

272 E. cкcн - Deformaziøne prøietłiva ecc, [7] 

glia Фy r ï < n , Qđ non è vnoto ed è ľinter ezione di tutti gli 
iperpiaиi đella famiglía Ф, Si può proyare che gli spazi Qă sono 
sempr ben determinati. 

12. Ades o convien ricorđare che, data una corrispoпđeнza qиa-
limqu , 0 fra $ n e 8ń e scelta, per ogni coppia A , Ał di punti omo-
loghi, una collineazioи K tangente a 0 , e ist nella tella A uнa 
tra formazione A <\he chiamo falinearizzanłe e qui non descriverò 
georø tricamente, iн geиerale quadratîca e razîonale, ma non bira-
zionale, che нel caso della deformazione proîettiva di uno strato è 
шfomografia della stella A , ch può essere đegenere. Data la cop-
pia A , Ał la K нon è uиivocameиte determiиata e la A и dîpende. 
In generale non è possibîl đi sceglier K in mođo che A risnlti 
degenere in tał manìera che essa tra formi tutta la stella A nel-
ľiperpiano QQ. Per questo caso geиerale, il risultato è che ogнi strato 
parabolico ammette đell deformazioni proiettiv ch dipeнdono da 
2 н - f 2 funzioni arbitrarie di un argomeнto. 

13. Eimane il caso în cni si può sceglier K in mođo ch Ax 
stia nelľiperpiano e0 per ogni retta x della stella A. Tal caso si 
divid in molti sottocasi fra cui taluпí che ono possibili per ogni 
strato parabolico di una classe data, ed altri che chiamerò speciali 
e ch non dipendoиo che da uн certo нumero di funzioнi arbitrari 
di un argom ntOj meнtre ^li strati parabolici di una classe d ^ 3 
data dipeнdoнo da ииa fиnzione arbitraria di due argomenti. Nei 
n l segueиti darò ľeleнco di tutte l possibilità. 

14. Nelľiperpiano £o esist una r tta x passant per A e tale 
che A x ÌÌOÌÌ stía nello spazio Qt. Questo è caso special dípeнdeпt 
đa 4 n — 3 funzioui (arbitrarie dí un argomentOj il ch ometterò a 
scriver qui ed in seguito). 

16. A trasforma Q0 (vale a đìr ľínsieme delle rette passanti per 
A e giacenti jn ß0) in Qt, ma esiste nella tella A uua retta x tał 
che A x non tia in ç t . fOa o speciale dipenđente da 4 n — 4 funzionî. 

16. In tutti i ririianenti casi A x sta in ĝ  per tutte le rett 
delła stella A. Si ha n ^ 4 . Qui importa ten r conto della classe 
й dełlo strato 2* . 

17. Ogni strato parabolico 2 đi classe 2 amm tt deformazioni 
proìettive del tipo consiđerato che đipendono đa 2 n — 4 fuиzioui. 
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18. Sia d = 3 . Vi sono due pôssibilità: 
(a) A trasforma g t in A #3j (6) caso contrario. Ogni strato pa-

rabolico di class 3 amm tte deformazioni proiettiv del tipo (a) ch 
dipendono đa 2 n — 6 funzioni. II caso (b) è special dip nđ da 
2 » — 1 funzioni. 

19. Sia đ = 4 . Vi sono tr possibilità: 
(a) A tra forma Qt in A Q4 ( n = 4 , AQ^ — 0); (b) A tra-

sforma pA in A g 3 , ma non in A g4; (C) A non tra forma ß t in A g3-
II ca o (a) è irapo ibil s n |> 4 ; n 2> б , ogni trato parabolico 
di cla s 4 amm tt deformazioni proiettiv del tipo (a) ch dip n-
dono đa 2 n — 8 funzioni. I ca i (b) (c) e istono p r n 2> 4 , ma 

ono specialij (b) đipend đa 2 n , (c) đa 2 n ~{-1 funzioni. 

20. Sia d = 5 . Vi ono quattro pos ibilità: 
(a) A tra forma Q^ in AQЬ ( n = б, A Q{ = 0); (b) A tra-

forma ĝ  in A Q4 , ma non in Л £5; (c) A tra forma Qt in iL # 3 , ma 
non in A Q4) (d) A non tra forma Qt in i ç 3 « П caso (a) è impo i-
bil e n = б; н ^ б , ogni trato parabolico di cla б amm tt 
deformazioni proiettiv del tipo (a) che đipenđono da 2 n — 1 0 fun-
zioni. I caэi (Ь), (c), (ă) e i tono per n S: б, ma ono pecialij (b) di-
pend da 2 н — 2 , (e) da 2 n + 2 , (ă) da 2 n - 3 funzioni* 

21. Sia d Ş 6. Oominciamo col ca o ch A trasfoгmi QX in A Qd 
(s n ŁS= đ , Л çA = 0;; tai ca o è impo sibìl n = đ ; inv ce, 
n > đ , ogni trato parabolico di cla s d ammette talì deformazioni 
proiettive che dipendono da 2 (n — ã) funzíoni. 

22. Sia á ^ б e supponiamo ch esi ta un intero h tale ch 
4 ^ Ä . ^ đ — 1 e che A trasformi Q^ in A QҺ , ma non in A Q%+I . 
Tali ca i on tutti peciali dipenđono, per ogni h irnpari, đa 
2(n + đ — Ä — 1) funzioni, per ognІ h pari đa 2 (n + d — Һ — 2) 
funzioni. 

23. Sia á § 6 supponiamo ch A tra formi Q^ in A QZ, ma 
non in Д g 4 . Que to è un ca o peciale ch đipend da 2 n + 2 ^ — 8 
funzioni. 

24. Sia й ^ в upponiamo ch A non tra formi g4 in AQ2* 
Que to è un ca o special ch dipend da 2 n - j - 2 d — 7 funzioni. 
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