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Déformation projective des congruenees paraboliques» 

Dédié à M. O. Varga à l'occasion de son cinquantenaire. 

Par EDUARD CECH (Prague). 

1. Bien que la déformation projective des congruenees de droites de 
l'espace 53 ait été considérée pour la première fois déjà en 1920 [1] il semble 
que jusqu'à présent rien n'a été publié pour le cas particulier des congruenees 
paraboliques. C'est ce cas que je considère ici en me limitant d'ailleurs aux 
congruenees L, lieux d'une (la "première") famille des tangentes asymptotiques 
à une surface non développable F (surface focale de L) ; la déformation pro
jective des congruenees paraboliques qui possèdent une ligne directrice fera 
l'objet d'un Mémoire ultérieur. Une déformation projective T (droite -> droite) 
de L transforme L dans l! et détermine une transformation ponctuelle t de 
F dans F' (surface focale de L) ; or on trouve que t est ce que j'ai appelé 
en 1928 [2] une déformation demi-asymptotique de F (relative à la première 
famille d'asymptotiques) et inversement, chaque telle / donne naissance à une 
déformation projective de L, Il en résulte que condition nécessaire et suffisante 
pour la déformation projective de la congruence parabolique L est l'invariance 
de la forme élémentaire de BOMPIANI de la surface focale F (relative à la 
première famille d'asymptotiques). En transportant le théorème d'existence 
relatif aux déformations demiasymptotiques ([3], p. 242) on voit que chaque 
congruence parabolique qui possède une surface focale est projectivement 
déformable et que la déformation dépend de cinq fonctions arbitraires d'un 
argument; je donne ici une démonstration directe de ce résultat fondamental. 

Tout comme pour les congruenees non paraboliques [6] et [7], aussi 
pour chaque déformation projective T d'une congruence L ici considérée à 
chaque génératrice g de L appartient une homographie osculatrice H de T 
(réalisant un contact du second ordre entre les images sur l'hyperquadrique 
de Klein des deux congruenees L, L) univoquement déterminée. Au point de 
contact de g avec F, H est en général seulement une homographie tangente 
de la transformation / portant F dans F' ; H est une homographie osculatrice 
de t si et seulement si t est une déformation projective de F. Selon 
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E. CARTAN [1] on devrait appeler singulière chaque déformation projective T 
de L pour laquelle / est une déformation projective de F; or dans notre cas 
il convient de restreindre la notion de déformation projective singulière de L 
au cas où t est une déformation projective de F du type R0 relatif à la pre
mière famille d'asymptotiques. 

T étant une déformation projective arbitraire de la congruence para
bolique L, on peut étendre la transformation droite —• droite T en une trans
formation ponctuelle Tx de l'espace 53 (à proprement parler, d'un domaine 
de 53) en définissant comme image d'un point arbitraire B d'une génératrice 
quelconque g de L le point HB, où H est l'homographie osculatrice de T 
appartenant à la génératrice g. Pour chaque g il existe une homographie //, 
qui est tangente à la déformation ponctuelle 7i tout le long de g. Nous 
appellerons 7i extension ponctuelle de T et Hx homographie ponctuellement 
associée à T dans la génératrice g. Pour que T soit singulière dans notre 
sens, il faut et il suffit que Hx soit identique à H (pour chaque g). J'appelle 
T demisingulière si T n'est pas singulière et si pour chaque g il existe des 
points B non situés sur g et, néanmoins, ayant la propriété HXB = HB. Si 
T n'est ni singulière ni demisingulière, le lieu des points B tels que 
HXB = HB est la droite g. Les T demisingulières dépendent de huit fonctions 
arbitraires d'un argument et n'existent par suite que pour des surfaces focales 
F particulières. Les déformations projectives T singulières possèdent la pro
priété caractéristique d'être totalment asymptotiques (résultat essentiellement 
contenu déjà dans [6], p. 182—184) ce qui.veut dire que, pour chaque sur
face réglée non développable I? faisant partie de L, l'extension ponctuelle Tt 

de t porte chaque courbe asymptotique de R en une courbe asymptotique de 
la surface réglée transformée de /?. Si T est demisingulière, aucune surface 
réglée RczL n'est transformée asymptotîquement par Tx. Enfin, si T n'est 
ni singulière ni demisingulière, alors il existe une et une seule manière de 
recouvrir L par une famille ©o1 des surfaces réglées non développables trans
formées asymptotiquement par Tx. Ces théorèmes sont formellement identiques 
aux théorèmes connus (v. [6] et [7]) pour les congruences non paraboliques. 
Dans le cas actuel de congruences paraboliques, il faut ajouter que le cas 
où la transformation t de F qui correspond à la déformation projective T de 
L est une déformation projective de F est identique au cas où les surfaces 
réglées RczL qui touchent F le long d'une courbe asymptotique de la deuxième 
famille sont transformées asymptotiquement par 7\. 

2 . Pour démontrer les résultats énoncés nous ferons usage de la méthode 
du repère mobile d'E. CARTAN. Le sommet A0 du repère mobile 

(2.1) A0,AX,A2,AH 
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décrira la surface focale F. En outre (2.1) est assujetti à la condition que pour 

X=xQA0 + xxAx + x2A2 + x6A3 

les équations des quadriques de Darboux de F au point A0 soient 

X0 X3 — Xx X2 ~T~ A X3 —— U. 

Pour simplifier quelques formules nous posons encore la condition non 
essentielle 
(2.2) [A0AXA2A,]==\. 

Les coefficients co,-j des équations de structure dAi = ^coijAj sont alors 
j 

soumis aux conditions 
(2 .3) com = 0, 

(2.4) <o1B = co2, (o& = coîf 

(2.5) co00 + (oSB ===== (oxx + w22 = 0, 
où nous avons posé 

(2.6) (o0X==(oX} co02==(o2. 

La différentiation extérieure de (2.4) donne 

(2. 7) (Ox2 — ax (ox, (D2X — a2 (o2. 

Les équations de structure sont donc 

dA0 ==- (o^A0 + (oxAx + (o2A2t 

dAx^(oX0A0 + (oxxAx + ax(o2A2 + (o2A3, 
^ * ' dA2 •= CJO20A0 + a2co2Ax—(oxxA2 + coxAs, 

dA3 = (omA0 + (On Ax + (on2A2—(o00AH. 

Outre le repère ponctuel (2.1) il convient de considérer le repère planaire 
duel à (2.1) 
\Z. y) h0, Ex, Jb2 f £$ 

défini par 

(2.10) E0^[AXA2A,], EX = ~[A0A2A3]} E2^[A0AXA3], EB^-[A0AXA2). 

Les équations duelles à (2.8) sont alors 

dE0 + (om E0 + (oxo Ex + (o20 E2 + (oS0Ed = 0, 
dEx + (otE0 + wuEx + a2(o2E2 + couE% ==- 0, 
dE2 + co2E0 + axcoxEx—conE2 + coB2En====0, 
dE3 + co2Ex + cox E2—co00E$ — 0. 
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On voit sans peine que 

[A0dAoôAo] = — [ohto2]Eà, 

[E0dEoôEo] = —[coxax2]AQt 

d'où il résulte (v. p. ex. [3], p. 65, où on suppose la validité des formules. 
(63), p. 39) que Vêlement linéaire projectif (Fubini) de la surface F est, (A, E) 
étant le produit scalaire du point A et du plan E, 

(d*Ao,dE*)-(dAo,d*Ez) 
2(dA0,dÉH) 

ou bien, selon (2.8) et (2.11), 

(2.12) *M + «M 

La première forme élémentaire (BOMPIANI) de la surface F est donc 

(2.13) ^ . 
0)-2 

Les asymptotiques de F sont données par les équations a>, = 0 et w2 = 0; 
celles données par œ2 = 0 seront dits de former la première famille d'asymp
totiques de F. La tangente à Tasymptotique de la première famille passant 
par le point A0 de F est 

(2.14) [AoA,]. 

Nous allons supposer que les asymptotiques de la première famille de la sur
face F ne sont pas rectilignes, ce qui est exprimé par l'inégalité 

(2.16) a1=£0. 

Il y a donc oo2 droites (2.14) qui forment une congruence parabolique dont 
F est la surface focale ; cette congruence sera désignée par L. 

Nous sommes intéressés dans les déformations projectives L~+U, où 
la congruence L est nécessairement de la même sorte comme L. Nous allons 
introduire pour L' des notations analogues à celle que nous venons d'intro
duire pour L, en indiquant avec des accents toutes les expressions relatives 
à V. Nous allons poser 

(2.16) Ty- = colj — œy (0 S /, j ^ 3). 

3 . Au lieu de répéter pour le repère 

(3.1) Al, A[, Ai Al 

les suppositions faites plus haut pour le repère (2.1) nous choisirons le repère 
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<3.1) de telle manière que les équations 

<3. 2) HA0 = A'0, HAX = AU HA2 = A2, HA, = A* 

donnent l'homographie osculatrice de la déformation projective L-+L étudiée; 
cette déformation sera désignée par 7, et / sera la transformation corres
pondante de la surface focale F de L. II sera commode de supposer encore 

<3.3) [^,A'M;,^] = 1. 

Les coordonnées non homogènes du point AQ de F et celles du plan tangent 
Es de F au point A0 peuvent être calculées en fonctions des coordonnées 
non homogènes de la génératrice [^o^] de L et de ses différentielles. En se 
rappelant la définition géométrique de H on en déduit sans peine que H est 
une homographie tangente à la transformation ponctuelle t de F en F' et 
aussi à la transformation correspondante des plans tangents à F. 

Les équations (2.2) et (3.3) entraînent 

<3. 4) T00 + T„ + T^ + T33 = 0. 

Le fait que H est une homographie tangente à la transformation ponctuelle 
/ est exprimé par les équations 

{3.5) T 0 1 = 0 , T02 = 0, T08 = 0 

£t le fait que H est tangente pour la transformation correspondante des plans 
tangents à F par les équations 

{3.6) T13 = 0, T» = 0. 

Des équations (3.5) et (3.6) on déduit par différentiation extérieure 

(3.7) [ T 0 0 — T U o>3]—[T21 m2] = 0, [T12 COX]—[TOO—Ta <o2] = 0, 

<3. 8) [Too—TM + T22 — T^Wj] = 0, [Too + Tn —T22 —Tsstt>2] = 0. 

Maintenant on a 

d[A0A1] = (OJOQ + û>ii)[i40i4,] + €ols[i40i4J + œ2[A0A3] —to^Ao], 

d[A'0A\] = K , + <o'n)[A'0A\] + W'12[A'0A:2] + w2[A'0A'3]-to2[AiA'2] 

et comme H est une homographie tangente à T, 

(3.9) T12 = 0 

d'où on déduit par différentiation extérieure 

<3.10) «I [TH—Ts^J + fao—TS2O>2] = 0. 
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Maintenant on a 
M;4ï] = //[.4oi4iL 

d[A[A[) = Hd[AM + (TOO + Tn)[A'0A[], 

tf2[^;] = / / ^ ^ 

+ { ( T 2 2 — T „ ) a, ci), — (r1 0—T3 2) c*h} [A0 42] + (va,—rn) w2 [_40-4*] — 

— (r22—T00)w2[41'.42']. 

L'hypothèse que H est une homographie osculatrice à 7 est donc exprimée 
par les équations 
(3.11) T 2 2 —T^ = 0, T : ,3—ru = 0, 

(3. 12) (T2 2—rn)aco1 — (r10—r32)co2 = 0. 

De (3.8) et (3.12) on déduit que [r22—r11o>1] = 0 de sorte que (3.12) donne, 
ayant égard à (2.15), 
(3.13) T U - T 2 2 = 0, 

(3.14) r 1 0 - r 3 2 = 0. 

De (3.4), (3.11) et (3.13) il résulte que r 0 0 = r11 = r22 = r33 = 0. Les défor
mations projectives de la congruence parabolique L donnée s'obtiennent donc 
en intégrant le système de Pfaff 

\o. 1 D) r01 = T(>2= r03 = r13 = r23 = r12 =
: r00 = r u = r22 = r33 = r10 r32 = U. 

La différentiation extérieure de (3.15) donne 

[r21aj2] = 0, a-[r21 wj + 2[r20w2] = 0, 

(3. 16) 2[«1r21 — r10a>1] + [r20 + r31ft>2] = 0, «1[r21ft>1] + 2[r3 1^2]=0, 

^i [T20 + T31 wj + 2 [T30CO2] = 0. 

De (3.16) on déduit sans peine que le système (3.15) est en involution et 
que ses solutions dépendent de 5 fonctions arbitraires d'un argument. De 
(3.15) il résulte encore que, bien que nous ne Payons pas supposé explici
tement, le rapère (3.1) est en réalité soumis aux conditions, analogues aux 
conditions (2.3), (2.4), (2.5), remplies par le repère (2.1). L'équation (3.9) 
comparée à (2.7^ donne 
(3.17) <*; = «!. 

Il en résulte que si la transformation T de L en L est une déformation 
projective les formes élémentaires (2.13) des surfaces focales F et F' sont 
identiques Vune à l'autre de manière que la transformation t de F en F' 
correspondante à T est une demidéformation asymptotique. 

D8 
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4. Nous allons démontrer la validité de l'inverse de l'énoncé à la fin 
du n° 3. Partons du repère (2.1) soumis aux conditions (2.3), (2.4), (2.5) 
et du repère (3.1) soumis aux conditions analogues 

(4. 1 ) (o'm = 0, wU = o>02 > «4, = œoi , Woo + <*4 = œ'n + w22 = 0. 

Remarquons que les conditions imposées au repère (2. 1) restent satisfaites 
si on le remplace par le repère 

(4.2) roAo.^Au^A^^As. 

L'hypothèse que la transformation t de F en F ' qui porte-le point J40 de F 
au point A0 de F' soit une demidéformation asymptotique relative aux asymp-
totiques a>2 = 0 de la première famille est exprimée par les équations 

(4.3) ^01=81^1, co02==s2(o2} 

(4.4) a[ = ax 

où 
(4.5) (o[2 = a[(o01. 

Or si on remplace le repère (2.1) par le repère (4.2), les formes wx,co2 se 
trouvent remplacées par 

rorf1-oh, r0rx'co2 

ce qui permet de donner aux équations (4.3) la forme plus simple 

(4.6) (o01 = cox, œ02 = co2. 

En résumé, le choix des deux repères (2.1) et (3.1) peut être fait de telle 
manière que la condition que t soit une demidéformation asymptotique de F 
relative aux asymptotiques co2 = 0 est exprimée par les équations (2.3), (2.4), 
(2.5), (2.7j) jointes aux équations 

(4. 7) T01 = T02 = Toa = % 13 = T23 = Too +• T33 = T n + T22 = Tl2 = 0. 

La différentiation extérieure de (4.7) donne 

[Too — T n COx] = 0, [T00 — T22 (02] = 0, [T21 Ù)2] = 0, 

[Tio—T32ft>J + [ T 2 0 — T 3 1 O ) 2 ] = 0, O1[T11 — T22O>X] + [T10—T32C02] = 0 

ce qui permet de poser 

/ . m T11 — T00^=2UCOU T22 — T 0 0 = — (T 0 0 + T n ) = 21'C02, 
( 4 - 8 ) 0 , 0 

T32—T10 = 2a1va>1 + 2wœ2* 
Nous devons prouver l'existence, pour chaque point A0 de F, d'une homo
graphie H réalisant un contact analytique du second ordre pour la transfor
mation T (droite -> droite) qui porte chaque droite [J40^I] dans la droite cor-
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respondante [A'0A[]. Comme au n° 3, on voit qu'une telle H doit réaliser un 
contact analytique du premier ordre pour la transformation ponctuelle / qui 
porte le point A0 au point A0 et aussi pour la transformation planaire cor
respondante qui porte le plan [40A42] au plan [404i42]. Or il résulte de 
(2. 3), (2.4), (2.5) et (4. 7) que 

dA0 = (omA0+<o, 4 , + <o242, dA0 = (<o(K) + T(M)).40 + <o, A[ + (o2A2, 

</[404,42] = (om[A0A,A2] + co.[,40.4..4,]-- <o2[404243], 

d[A0A[A2] = (fow + Tm)[AlAlAZ + oh [A'0A[A',]-o)2[A'0A2A',]. 

On en déduit que les deux contacts analytiques dont nous venons de parler 
ont lieu si et seulement si 

H40 = o4;, HA = ç4î + (-)4;, H42 = PA; + (.)40, 
H43 = o43 + (.)4; + (.)4,' + (.)42. 

Les équations (2.2) et (3.3) donnent p* = l, mais il est aisé de voir qu'on 
peut supposer ? = 1 sans restreindre la généralité. Par suite 

H40 = 40, H41 = 4;+/7140, H42 = A2>jM0, 
( ' HAs = q0A'0 + qtA[ + qtA'a + Ai. 

Or il résulte de (2.8) que 

d[A0 A,] = (a)m + <o„) [404,] + «, <Oi [4042] + <o2[404s]—m2 [4,42], 

</[4042] = «2co2[404,] + (<o()0—coi,)[4042] + <Oi[4043] + coi[4,42], 

^ " ' </[4043] = co3i[404,] + co32[4042] + </Ji[4i43] + co2[4243], 

d[AxA2] = —<O 2 0 [4 0 4 , ] + CO,0[4042] + OJ,[4,4 3 ]—co 2 [4 2^ 3 ] 

de manière que 

</2[404,] = (-)[404i] + {d(a1œ1) + 2«1co00co1 + 

(4. 11) + o)2((o32—(o10)}[A0A2] + {d(o2 + a1o)i + ((o00 + o)u)(o2}[A0As] — 

— {d(o2—a1(o
2i + (a)00 + (ou)(o2}[A1A2] + 2o)l[A2Az]. 

Les équations analogues relatives au repère (3.1) sont, compte tenu de (4.7) 

d[A'0A[] = (<o00 + o)u + Too + T „ ) [4;4,] + «, <Oi [A'aA2] + 
( } +(o2[A'0AÏ]-(o2[A'1A2], 

d^A'.A] = ()[A0A\] + {d(a1œi) + 2a1(w00 + T„,)Û». + 

+ <o2(coS2—-CO10 + T 3 2 — T 1 0 ) } [ 4 ; 4 2 ] + {c/coa + ajcof+ (<o00 + <o„ + 

*- " + T00 + T11)(o2}[A'0As]-~{doh — a1o)\ + ((o00 + (on + 

+ Tw + Tn)o)2}[A1A2] + 2o)l[A'2As]. 
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On doit prouver qu'il est possible de choisir Pup2,q0,qi,q2 de manière que 
l'homographie H soit osculatrice pour T, c'est-à-dire de manière qu'il existe 
une forme de Pfaff # telle qu'on ait 

(4.14) d[A'0A[] = Hd[A0A,\ + HA'0A[], 

(4.15) d*[A'0A[] = Hdi[A0A]\ + 29-d[AoA[\ + (-)[AoA[\. 

Or les équations (4.9) entraînent 

H[A0At] = [A'0A[\, H[A0A2\ = [KA'2\, H[A0A3] = q1[40<41] + q2[A'0A2\ + 

(4 16) +[AÔA'3\,H[A1A2]^[A[A'2\-p2[A'0A[\+p1[A'oA'2\, 

H[A,AS\ = (Aqi-q0)[jl^î] + A f c l ^ l + PrlA'oAÛ + q2[A[A2\ + [A[A'3\, 

H[A2As\=p2qi[A'0A[\ + (p2q2-q0)[A'0A'2\ +p2[A'0A;\-ql[A[A'2] + [A'2A'3\. 

Donc il résulte de (4.10,) 

Hd[A0A,\ = {<%, + (On + (qi + P 2 W [A'0A[] + 

+ {«!«>! + (q2—pùco^A'oA'À + co2[A'oA'3] — co2[A[A2\ 

de manière que (4.12) donne 

d[A'0A[\ = Hd[A0A1\+ {TO0 + Tn-(qy+p2)oj2}[A'0A[\ + (p1—q2)co2[A'0A'2\. 

Condition nécessaire et suffisante pour pouvoir vérifier la relation (4.14) 
est donc 
(4.17) q2=A 
et on a alors (4.14) avec 

(4.18) # = T„O + T„—(qx + p2) co,. 

Les équations (4.11) et (4.16) entraînent 

Hd^A.AJ = (-)[A^A[\ + {d(a1co1) + (q.-pjdco, + 2a1co00co1 + 

+ (co32—co10) co2 + (p! + q2) ai co\ + (q2—p,) («00 + con) e>i + 

+ 2(p2q2—q0)co\} [A'0A2\ + {dco2 + a,co\ + (coi0 + con)co2 + 2p2co§ [A'0A'3\ — 

— {dco2—axco\ + (cow + con)co2 + 2q1co\} [A[A'2\ + 2co\[A'2A'3\ 

de sorte qu'il résulte de (4.13) et (4.17) 

d*[A'oA[\ = Hd^AoAJ + ()[A0A[\ + 

+ {2a1T00co1 + (T32—T1o + 2-qo—prp2-oi2)co2—2p1a1co\}[A'0A'2\ + 

+ (TOO + Tn—2p2 co2) co2 [A'0A'S\—(TOO + Tu + 2 qx co2) co2 [A[ A'2\ 
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On a donc en vertu de. (4. 12) et (4.18) 

d'IKAW = Hd*[AoAi] + 2{>d[A'QA[] + (*)[A'QA'1] + 

+ {—2alTuco1 + (rs2—i1o)co2—2a1p1(oi + 2a,(qt + p2)o)xw2 + 2(qQ—p1p2)a)l} • 

•[-4oA0—(TOO + rn + 2q1co2)(o2[AQA'z] + (T00 + TU—2 • 2qx+p2 • o)2)o)2[A[A2] 

ou bien, ayant égard à (4. 8), 

d^A'oA',] = Hd*[AM + 2Sd[A'QA\} + (>)[A'QA[\ + 2{~ax(Pl + u)(o\ + 

+ a1(q1+p2 + 2i^o)i(o2 + (qQ—p1p2 + w)o4}[AQA,
2] + 

+ 2(v-q1)wl[A'0A'd]-2(v + 2q1^ 

de sorte que l'équation (4.15) sera vérifiée si on choisit 

p! = g2 = — u, qx=vf A> = — 3r, qQ = 3uv + w. 

5. Considérons de nouveau une déformation projective T portant la 
congruence parabolique L dans la congruence V (droite - • droite) et comme 
auparavant, désignons par t la transformation ponctuelle portant la surface 
focale F de L dans la surface focale F' de L'. Le choix des repères (2.1) 
et (3.1) soit le même comme au n° 3 de sorte que nous avons les équations 
(2.3), (2.4), (2.5), (3.15) et (3.16) et que l'homographie osculatrice de T 
a la forme (3. 2). Pour que non seulement T, mais aussi t soit une défor
mation projective, il faut et il suffit que l'élément linéaire projectif de Fubini 
de F' soit identique à celui de F ce qui, dans le cas actuel, est exprimé par 

(5.1) T21 = 0. 

Dans ce cas l'homographie osculatrice H de T est osculatrice aussi pour t, 
car il résulte de (2.7), (2.8), (3.2) et (3.15) que 

HAQ = A'Qf 

HdAQ = dAQf 

Hd2AQ = d2AQ—(O)XT1Q + W2T2Q)AQ—O)2T21A[. 

Remarquons que la relation (5. 1) est équivalente à 

(5.2) [ T 1 0 ^ ] = 0 . 

En effet si on suppose la validité de (5.1), on déduit de (3.162,4) que 
[T2O + T31O>2] = 0 de sorte que (3.163) donne (5.2), Inversement la validité de 
(5.2) entraîne, compte tenu de (3.163), que 

2 ax [T21 ct>i] + [T20 + T31 a)2] = 0 ; 
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d'autre part il résulte de (3.162,4) que 

ax [T21 CO J] + [T20 + r3l co2] ===== 0. 

Vu (2.15) on déduit que [ T ^ W J ^ O et la comparaison avec (3.161) conduit 
à (5.1). 

Notons encore le cas particulier 

(5.3) T10 = 0 

de la relation (5.2). Nous allons prouver que c'est le cas où t est une dé
formation projective de F du type /?0 relativement aux asymptotiques œ2 = 0. 
If suffit (v. [5], p. 9 ou [6], p. 57; l'énoncé fait [3], p. 89, n'est pas exact 
pour les tangentes asymptotiques) de vérifier que (5. 3) exprime la condition 
pour que H réalise un contact analytique du troisième ordre entre chaque 
asymptotique de F et la courbe qui y correspond moyennant t Or on vérifie 
sans difficulté que les relations (2.8), (3.15) et (3.16) entraînent 

HA0 = A'0, HdA0 = dA'0, Hd'A^d'A.-co^A',, 
* ' ' Hd3A0~dsA'0~3colr10dA0 + 2cotT10A[ 

où le signe = indique des égalités valables le long de chaque asymptotique 
ft>2==0. De (5.4) on déduit pour le contact du troisième ordre dont nous 
sommes intéressés la condition 

(5.5) [r10co2] = 0 

et il est aisé de voir que sous la supposition (5.1) la relation (5. 5) entraîne 
(5.3), car ayant égard à (3.162,3,4) (5.5) conduit à [T10COI] = 0 et cette rela
tion jointe à (5.5) donne (5. 3). 

Revenons à la considération d'une déformation projective arbitraire T 
de la congruence parabolique L. Remarquons que (3.163) donne [T10W1CO2]==0; 
vu l'inégalité (2.15), on peut donc poser 

(5. 6) T10 = a1fm1 +gœ2. 

La transformation T porte droites en droites; ce n'est pas une transforma
tion ponctuelle. Nous obtenons cependant (localement) une transformation 
ponctuelle de l'espace Ss que nous indiquerons par 7i et que nous appel
lerons extension ponctuelle de T en faisant correspondre à chaque point 
B==x0A0 + x1A1 d'une génératrice quelconque [A0Ai] de L l'image HB ===== TXB 
de B moyennant l'homographie osculatrice H correspondante à la génératrice 
[.Ao-̂ ] considérée. Outre l'homographie osculatrice H, nous allons attacher à 
[A0Ai] l'homographie Hx définie par 

(5.7) H.A^K, HtAt^Al, H.A^A'.+fA,, H.A^A'.+gA'.+fAl 
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On vérifie sans difficulté, faisant usage de (2.8), (3.15) et (5. 7) que Ton a 

H1(x0A0 + xlA1) = x0A0 + xlA'1, 
(5.8) 

H1d(x0A0 + x, A,) = d(x0A0 + x1 A',) +fco2(x0A'0 + xx A[). 

Ces équations montrent que Hx est une homographie tangente à la transfor
mation ponctuelle 7\ tout le long de la droite [A0AX] et on prouve sans peine 
que c'est là une propriété charactéristique de Hx que nous appellerons 
homographie ponctuellement associée à la déformation projective T. 

La congruence parabolique L et sa déformation projective T étant des 
notions autoduelles on peut aussi considérer Yextension planaire T2 de T qui 
fait correspondre à chaque plan fi passant par une génératrice quelconque 
[A0At] de L l'image / / / ?= TJ du plan fi moyennant H. Au lieu de Hx on 
obtient alors Yhomographie planairement associée à la déformation projective 
T que nous désignons par H2. Je laisse au lecteur le soin de vérifier que Ton a 

(5.9) H2A0 = A'0, H2AX = A[, H2A2^A'2-fA'0, H2An = A'3-gA'0~-fA'x. 

La déformation projective T s'appelle singulière si les trois homo
graphies H, Hx et H2 coïncident; la condition pour qu'il en soit ainsi est 
(5.3) et nous en connaissons la signification géométrique. La déformation 
projective T s'appelle demisingulière si elle n'est pas singulière et si pour 
chaque position de la droite [A0AX] il existe un point B hors de [A0AX] tel 
que HB = HXB (et par suite aussi =H2B). La condition pour la demi-
singularité est évidemment f=0=/=g ou bien 

(5.10) [T10O^2] = 0 ^ T 1 0 . 

L'équation (3.16i) permet de poser r2X = 2uco2. Ensuite les équations (2.162,4) 
donnent [r20 + rhXco2]^=2axu[o)1o)2] et (3.16a) donne [T10OÏ»,]==-=—axu[coxoj2]. 
Dans le cas demisingulier on a (5.10) et par suite rxo = axuco2 avec u=f=0. 
Notons encore que les relations (3.16L>,4) entraînent [T81—r20co2]==0; on peut 
dont poser T31—r20=^2vco2. Par suite les déformations projectives demisin-
gulières des congruences paraboliques s'obtiennent en intégrant le système 
de Pfaff 

V>QZ = 0, o)n = co2, co2S = cox, o)m—con — OJ22 + com = 0, cox2 = ax OJX , co2l = a2co2, 

{p. 111 T0 1 = r02 = T03 = rx?t = T23 = TQQ = rxx =-= T22 = T33 = T12 = u, 

T2l = 2l/W2, T1o=T82==a1tfC02, TSL — T2Q = 2va}2 

sous l'hypothèse axu=fcO. La différentiation extérieure de (5.11) donne les 



120 E. Cech 

relations 
[<f>& — <»10<*>l] + [&M —<^)0}2] = 0 , 

[dax + ax((o0]—2a)n + ft>22)ft>j] + [<oA2 — a)X0o)2] -=-= 0, 

[o)u—co20 o) j] + [da2 + a2 (wm + wxx—2 ft^) w2] = 0, 

[T2 0—a xuw x ft>2] = 0, «! [T20 + T31 ft>i] + 2 [T30O>2] = 0, 

[du + u (o)m + (oxx — 2 w22)—v (ox (o2] = 0, 

[udax +ax u(wm—2wxx + w22) + 2axv(oxw2] = 0, 

— [T30 o)x] + [dv + 2v (c0oo—^22) — u («ho + <*>&) <*>o] = 0 

qui montrent que pour axu=£=0 le système (5.11) est en involution et que 
ses solutions dépendent de huit fonctions arbitraires d'un argument. 

Revenons à la considération d'une déformation projective quelconque T 
de la congruence parabolique L engendrée par la droite [A0A}]. Pour chaque 
position de [A0AX] on a 

Tx(x0A0 + xxAx)^x0A0 + xxA'x===H(x0A0 + xxAx). 

Supposons que le point x0A0 + xxAx décrit une surface réglée RczL qui n'est 
pas développable, d'où œ2=fc0. D'après (3.15) on a 

H(x0A0+xxAx)^ x0A'0 + xxA'x, 

Hd(xoA0 + xxAx)====d(x0Ao + xxA'x)—xxTX0A0, 

//tf2(x04, + xi-40-^^ 

Le plan tangent à la surface R au point x0A0 + xxAx est 

Q=-[A0,Alf(x0a)2 + axxxa)x)A2 + xxa)2A3] 

et le plan tangent à la surface TXR image de R moyennant l'extension ponc
tuelle Tx de T est le plan HQ. Si le point x0A0+xxAx décrit une courbe 
asymptotique c (qui n'est pas une génératrice rectiligne de L) de la surface /?, 
alors le point d2(x0A0 + xxAx) est situé dans le plan Q. Pour que la courbe 
transformée Txc soit asymptotique sur la surface TXR il faut et il suffit que 
le point d2(x0A0 + xxAx) soit situé dans le plan HQ ce qui arrive si et seulement 
si le point ft>2T10.A2 est situé dans Q. Or (o2=f=0 puisque R n'est pas déve
loppable. Donc pour que Tx transforme asymptotiquement R et TXR il faut et 
il suffit qu'on ait 

(5.12) T 1 0 = - 0 le long de R. 

Si T est singulière, on a l'identité (5. 3) et Tx est dans ce cas totalement 
asymptotique. Si T est demisingulière on a (5.10), et (5.12) est impossible 
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puisque co.2=fcQ le long.de /?. Si T n'est ni singulière ni demisingulière il 
existe une et une seule décomposition de L en oc1 surfaces réglées non 
développables transformées asymptotiquement par Tu Si T est telle que la 
transformation correspondante t de la surface focale F de L est une défor
mation projective de F, alors les surfaces réglées RczL qui touchent F le 
long des asymptotiques 0^ = 0 sont transformées asymptotiquement par Tu 

car dans ce cas on a (5,1) et nous savons que (5.1) équivaut à (5.2). 
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