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X I V 

Ueber besondere Klassen von schlicht 
abbildenden Potenzreihen. 

Ernte Mitteilung. 

Von M. KÖSSI.KH in l'rng. 

(Vorgelegt am II . April 1!)34). 

x 
Es sei f (z) — z + 2" (in zn eine den Kreis | z | < l schlicht 

2 
abbildende Poterizreihe. Da das Koeffizientenproblem dieser 
Klasse bisher ungelöst ist, so ist es nicht ohne Interesse be-
sondere Uuterklassen zu bilden und zu untersuchen. Näher 
sind heutzutage nu r die S te rnfunkt ionen , die konvexen Funk-
tionen und die Spiral funktionell bekannt. In dieser Mittei-
lung wird eine neue Unterklasse definiert , deren Bildunsgesetz 
sehr einfach ist (siebe Sätze I. und II). Ich benutze diese 
Gelegenheit um einen allgemeinen Minimumsatz III . , welcher 
die Bogenlänge bei der Abbildung be t r i f f t , zu beweisen. 
Dieser Satz bezieht sich auf eine Klasse von Funktionen, 
welche die Klasse der schlichten Funktionen als Unterklasse 
enthält. 

1. E s sei (/{z) eine im | 2 [ < 1 reguläre Funktion der 
Klasse [{?(£)]< 1 und q? eine reelle Zahl o<<j< 2.-r. 

Satz I. Die Funktionen 
z 

o 

(1) 

Vf'Mnik Kriil. ('et., «pol. Nnuk. Tr. II. Hof. lMt. 



2 XIV. M. Kössler: 

s ind im [z] < 1 schlicht und nehmen da n i rgends den W e r t 
Null an . 

Beweis . E s ist f ü r 0 < | z i | < l , 0 < | z 2 | < l , z 2 4=zi 

tp(zi) — <p(z2) = 9 P i ( z i ) — yi(z2) = 1- I ()(t)dt, 
Z i Z 2 j 

(2) 

9>1(z) = 9 , (z) — w i e * ) , 
|gg—gil J_ 

gi 
1 

1 

J e(i) dt 

\z% gil ' 

< . z 2 —Zj | . Max l e ( z ) | < | z 2 — Z i l 

Also nach (2) 
| z 2 — Z i ' 

> 

1 + 1 | 

|ZxZ2| 
y (si) — y (g2) 

gl — z2 

> 

lg2—-gil 
| z i z a | 
1 — | z i z 2 | 

I gi «21 

I g2 gi | . (3) 

> 0 . . (4) 

D a d u r c h ist die Schl ichthei t von (z) u n d cpi (z) bewiesen 
und d u r c h den Grenzübergang z 2 - > z i bekommen wi r aus 
(4) den Verzeh rungssa t z in der F o r m 

I _ 12 
J - ^ 2 > l « p ' ( g ) | = l y > i ' ( g ) l > - L -» M 4 = o , . (5) 

| z | |g | 
A u s (2) und (3) fo lg t f ü r z2=ei<r, zx==z 

qpi(z) n i m m t also n i r g e n d s i m | z | < 1 den W e r t Null an. Wei te r 
ist nach (1) 

\z\<\cp{z)\ 
c 

7 + / e ( i ) ^ l < l ^ i + |g| . . (7) 

und es ist also auch q>(z) im | z | < l von Null verschieden. 
A u s der ungeraden , schlichten und von Null verschie-

denen F u n k t i o n 
2 1 

<P*(g) = i " + j e(t2) dt==L +aJ Q t f z t ) d t 
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bekommen wir wie bekannt durch die Trans fo rmat ion 

= + z j e * 2 > d t ! • • - (8) 
' o ' 

wieder eine schlichte und von Null verschiedene Funkt ion. 
Dadurch ist der Satz I. in allen Teilen bewiesen. Die Un-
gleichungen (3), (4). (5), (6) und (7) sind genau, denn die 

besonderen Funkt ionen q>(z)= — — z , = — 2-\-z neh-
z z 

tuen die Schrankenwer te an. 
2. Es sei 

f ( z ) = —7-y = t = Z + 2lnZ* 
(p (Z) r n = 3 

1+ zjgit) dt 
O 

U(Z) = - U = —7 = Z + 2bnZ» 
(pl\Z) r 11=2 (q) 

1 - z e ' v + z j e(t)dt ' ' 
C » u 

1 z 30 

f 2 (z) = TT = i =Z + 2 Cn Zn 

W2 \Z) , 1 2 »-2 
(i+zfQ(zt2)dty 

0 
Satz II. Die Funkt ionen f2(z) sind im | z | < l 

regulär und schlicht und die Koeffizienten von f(z) und f2(z) 
erfül len die Ungleichungen |ön|< 1, | c » | < « , welche genau sind. 

Beweis. Der erste Teil von I I . ist eine tr iviale Folge von 
I. Es erübr ig t also nur die Ungleichungen zu beweisen. Es ist 

z 

i - z f e W d t 
f(z) 1 1 0 1 ) i . . 2 i . 3 i I 

Z—2~= 2" J = ^ i 2 3 i 
1 + zj g(t) dt 

O 
Z 

Da \z j o(t) dt | < \z\, so muss nach einem Satze von C a r a -
0 

t n e o c i o r y |An | < 2 , was mit | a n | < l gleichbedeutend ist. Die 

besondere Funktion f (z) — 2 zeigt, dass die Ungleichun-
1 z 

gen genau sind. Aehnlich beweist man 



4 XIV. M. Köss ler : 

i TTTT . . 1 ~z2fe(z*t2)dt 
M g ' ) _ _ _ L - J _ , 1 ' _, „ 2 J _ , , 4 , l 

¿ t 2 2 1 = ~2~ l + / i 2 g 2 + / ? 4 g 4 + | 
1 + z* fe(z2t2) dt 

\B»\<2. 
D a r a u s 

:(l+d1z + d2zi + ... + d«zn+...)*,wo\dn\<l ist 

z 

E s ist also 

| Cn| = | dn-i + di dn-2 + .... + dn-i 1 | < M 
Die besondere F u n k t i o n f2(z) = ^ _" zeigt wieder, dass 

die Ungleichungen genau sind. 
Das Koef f iz ien tenprob lem der Funkt ionenklassen (1) 

und (9) kann als gelöst bet rachte t werden, denn die notwen-
digen und hienreichenden Bedingungen f ü r die Koeff iz ienten 
der beschränkten Funk t ion sind bekannt . Es ist 
deshalb bemerkenswer t , dass der Beweis der Bieberbachschen 
V e r m u t u n g \bn\< n f ü r die Funkt ionen des T y p u s fi(z) mir 
nicht gelungen ist. 

3. W i r wollen noch näher die Abbi ldung des Kreises 
\z\ = r<\ durch w = <p{z) untersuchen. Zu diesen Zwecke 
beweisen wir zuers t einen allgemeinen 

GC 
Mmimiims.-itz III. E s sei F(z) ^X*aizk im 0 < | z | < r 1 

Li 
k - — 2n —1 

regulär , «=1=0, w > 0 und F'(2)=)=0. Der Kreis \z\ r< rx wird 
— 2n —1 

durch F(z) auf eine geschlossene K u r v e abgebildet. Die Bo-

genlänge dieser K u r v e sei L(r). Dan ist L(r) >7t ^"i^f^"2" 1 

und die Gleichheit t r i t t n u r bei de r F u n k t i o n F{z) — + 

+ (i0 ein. 
Der Beweis ist f a s t selbstvers tändl ich. E s ist 

L(r)= f r\F'(rei7) \dq> 
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Da g"(g) = — + . . . nicht Null wird, so ist 

^¡¿T]l~(2n + l)a.2ni + YlZ + ... = 

wo ¿r(s)im Kreise \z\<r\ regulär bleibt. 

TM 2f 9(reif).'d(reif) , 2,-r L . . . , 
L(r) = J r ^¡Tä • = ¿to+i • (2» + 1) | «.2n-i | + 

L(r) erreicht sein Minimum n u r in dem Fal le 0 = / ? i = / ? 2 = . . . , 

das heist im Falle F(z) - + a0. z 
F ü r die a l l g e m e i n e den Einhei tskreis schlicht abbil-

1 00 2 r 
dende Funkt ion <P(z) = 1 - Z d n z n ist also L ( r ) > — . Die 

Z o V 

Fläche D(r) des von L(r) begrenzten Bereiches ist wie bekannt 

Z)(r) = ; r j - ^ - M 1 | 2 r 2 — 2 | i a | V — . . . } < y 2 

Bei der besonderen Funk t ion WAz) = — erre icht also das Bi ld 
z 

des Kreises \z\ — r gleichzeitig den k l e i n s t e n U m f a n g und 
die g r ö s s t e F läche unter allen Funkt ionen des T y p u s d>(z). 
Aus der Reihe f ü r L{r) entf l iesst , dass bei diesen Funk t ionen 
ein endlicher oder unendlicher Grenzwer t lim L(r) existiert . 

r->-l 
F ü r die b e s o n d e r e n Funkt ionen der Klasse (1) sind wir 
sogar im Stande auch die obere Schranke f ü r L{r) anzugeben. 
E s ist nach (1) 

Ur) = hy'ire'nldy = ^ 2^ü±z!> 
J J f ) O 0 

Also l im L ( r ) < » 
T-+1 

wo $ eine absolute Kons tan te bezeichnet, deren wahren W e r t 
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zu bes t immen mir n icht gelungen ist . W i r können n u r be-
h a u p t e n , dass 

8 < B < 4 t e 

denn der W e r t 8 wird von der F u n k t i o n <p(z) = - 7 + z er re icht . 

Résumé. 

Sur les fammilles particulières de fonctions univalentes. 
Par M. K ö s s i e r . 

(Présenté le 11. avril 1934.) 

1. Soi t Q(Z) une fonct ion ho lomorphe dans le cercle \z\ 
< 1, tel que |ç>(z) |<l . Les fonc t ions 

<p(z) = — + / Q (t) dt, Vl(z) = -— eixp + fQ (t)dt, 
o Z (iip 

9>2(s) = —I i + zfç(zt2) dt Y 
Z o 

sont un iva len tes et d i f f é r en t e s de zéro dans | z | < l . Donc: 

les fonct ioes f(z)=—j~r<fi{z) =—W-/2(z) = — r r s o n t un iva -
<p(z) cpi(z) cp2(z) 

ao 
lentes et ho lomorphes dans | z | < l . Posons f(z) = z + 2a„zn, 

3 
ao 

f2(z) =z+ 2cnzn. On a t o u j o u r s | a n | < l , \cn\<n. 
2 

2. Soit. n un nombre ent ie r > 0 et 

W = F(z) = ^ÉUZ* 
— 2 i l — 1 

une fonct ion ho lomorphe dans l 'anneau 0 < | z | < r i , tel que 
a-2n-i4= 0. Si z décri t un cercle | z |— f i du p lan 

(z), w décri t une courbe C f e r m e du plan (w). Soit 

L(r) = 7 r\F'(rei,r)\d<p 
o 

la longueur de la courbe C. On a 
2jt (2M-F l)|ö-2»-il L(r)>• „Sn + 1 
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L'égalité n'a lieu que si F(z) eiv'.{ ¿̂ÎT+'i -j- a0 j . Si en par -

1 00 

tieulier <D(z) = est un fonction univalente dans 
Z o 

0<|s| < l , Ur)>— 
r 

L'égalité n'a lieu que si <D(z) = — da. 
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