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XIV.
Ueber besondere Klassen von schlicht
abbildenden Potenzreihen.

Erste Mitteilung.

Von M. KOSSLER in Prag.

(Vorgelegt. am 11. April 1934).

Es sei f(z) = z+ Xa.z" eine den Kreis [z| <1 schlicht
abbildende Potenzreihe. Da das Koeffizientenproblem dieser
Klasse bisher ungelost ist, so ist es nicht ohne Interesse be-
sondere Unterklassen zu bilden und zu untersuchen. Niiher
sind heutzutage nur die Sternfunktionen, die konvexen Funk-
tionen und die Spiralfunktionen bekannt. In dieser Mittei-
lung wird eine neue Unterklasse definiert, deren Bildunsgesetz
sehr einfach ist (siehe ‘Siitze I. und 11). Ich benutze diese
(ielegenheit um einen allgemeinen Minimumsatz I11., welcher
die Bogenldnge bei der Abbildung betrifft, zu beweisen.
Dieser Satz bezieht sich auf 2ine Klasse von Funktionen,
welche die Klasse der schlichten Funktionen als Unterklasse
enthiilt.

s

1. Es sei ¢(z) eine im |[2|<<1 regulire [Funktion der
Klasse [o(z)] =1 und ¢ eine reelle Zahl 0 <¢ <2
Satz I. Die Funktionen
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2 XIV. M. Kossler:

sind im [2] <1 schlicht und nehmen da nirgends den Wert
Null an.

Beweis. Es ist fiir 0<|z;| <1, 0<|2,| <1, 2.2

1 1,
(p(zl)‘-tp(zz):(])1(31)'“(1”1(22)2Z_‘;—z—l“'[()(t)dt, R )
¢1(2) =@ (2) — ('),
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je(t) dt |<.za—2z1|. Max |¢(2)|<|z:—2

Also nach (2)
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Dadurch ist die Schlichtheit von ¢ (z) und ¢; (2) bewiesen
und durch den Grenziibergang z,-—>2z; bekommen wir aus
(4) den Verzehrungssatz in der Form

|zlzz 23|fl)'(2)[ = |1 (2)| = L P }2 i — |2|30, . .(5)
Aus (2) und (3) folgt fiir zo= €7, 2, =2

lp1(2) | > ‘eiTzT—zimle"W —z|> L Tzllz )

() =52l o —o <UD )

@1(2) nimmt also nirgendsim |z| <1 den Wert Null an. Weiter
ist nach (1)

1
2]
und es ist also auch ¢(2) im |z| <1 von Null verschieden.

Aus der ungeraden, schlichten und von Null verschie-
denen Funktion
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bekommen wir wie bekannt durch die Transformation

1 2
R 2
g (2) = =(I.:a= W 3)= .—:,_IN_ -{1+5j()(2f2) (l'fll‘ ... (8)
wieder eine schlichte und von Null verschiedene Funktion.
Dadurch ist der Satz I. in allen Teilen bewiesen. Die Un-
gleichungen (3), (4), (5), (6) und (7) sind genau, denn die

c 1
besonderen Funktionen ¢ (2) =— —z,¢,(2) = % —2 -2 neh-

men die Schrankenwerte an.
2. Es sei
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Satz II. Die Funktionen f(2)s/;(2), f2(2) sind im [z|<C1
regulir und schlicht und die Koeffizienten von f(2) und f,(2)
erfiillen die Ungleichungen |ax|<1,|ca| <n, welche genau sind.

Beweis. Der erste Teil von II. ist eine triviale Folge von
I. Es eriibrigt also nur die Ungleichungen zu beweisen. Es ist
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Da Izjg(t) dt|<|z|, so muss nach einem Satze von Cara-

theodory |4.|<2, was mit |ax|<1 gleichbedeutend ist. Die

besondere Funktion f(z) = —;.2'7 zeigt, dass die Ungleichun-

1
gen genau sind. Aehnlich beweist man
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1

Ay 1—22 | o2t dt
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| Bal<2.
Daraus

f2(~ (1+(11~+(I) + +(]n n+ . ,\V()ldnlil 1st

I&s 1st also
l(’nl ldnl'rdl(lno i ....+dn-11|£)1

Die besondere Funktion f,(z) = h—_~$ zeigt wieder, dass

die Ungleichungen genau sind.

Das Koeffizientenproblem der Funktionenklassen (1)
und (9) kann als gelost betrachtet werden, denn die notwen-
digen und hienreichenden Bediuwungen fiir die Koeffizienten
der beschriinkten Funktion |g¢|(2)|<1 sind bekannt. Es ist
deshalb bemerkenswert, dass der Beweis der Bieberbachschen
Vermutung |ba|<n fiir die Funktionen des Typus f;(2) mir
nicht gelungen ist.

3. Wir wollen noch niher die Abbildung des Kreises
|z|=r<1 durch w =@ (2) untersuchen. Zu diesen Zwecke
beweisen wir zuerst einen allgemeinen

ow
Minimumsatz III. Es sei F(z) =Vaz* im 0<|z|<n
k= —2n—1

reguldr, a=1=0 n>0 und F"(z)=F=0. Der I\lelbl | == r < ry wird

durch F(z) auf eine geschlossene Kurve abgebildet. Die Bo-
>7r (411‘*’2)](1@

genlidnge dieser Kurve sei L(»). Dan ist L(r) TR
und die Gleichheit tritt nur bei der Funktion #(z) = 02;":1- +
-+ ao ein.

Der Beweis ist fast selbstverstindlich. Es ist
L(r) = [ r|F'(re’)|de

o
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(2)1 —+ 1) A-9n-1

Da F'(2) = ————= 5 +... nicht Null wird, so ist
: 1 g(2)
\/F (3) o Zn—.TL‘f \/_(2’)2 Sl 1) A-9n1 +;'1: +... = ‘:n+1 =

—

o :n]T :\/_‘ (27l + ]) aA—on—1 + ‘)’13 P ooc

wo g(2) im Kreise |z| <r; reguliir bleibt.

27

L(r)= f

]

(re'). g(rei?) 9
rd r)”':{z e’ dp = ;27“‘;1 4{(2n +1)| a.ont | +

l

+|r’?1|27”2+|172127‘4+ l

L(r) erreicht sein Minimum nur in dem Falle 0—=p,=f,—...,
das heist im Falle F(z) = 525} + ao

Fiir die allgemeine den HKinheitskreis schlicht abbil-
dende Funktion @ (z2) ’——‘%-l-:ﬂ:.‘dnz" ist also L(?‘)Zz%. Die

Fliche D(r) des von L(r) begrenzten Bereiches ist wie bekannt
D=l S~ dirr—a|dltrt—. <
s 7‘2 1 2 . ’ __ 7‘2

Bei der besonderen Funktion (Dl(z)-:-—:—erreichtalso das Bild

des Kreises |z|=r gleichzeitig den kleinsten Umfang und
die grosste Flidche unter allen Fanktionen des Typus @ (2).
Aus der Reihe fiir L(r) entfliesst, dass bei diesen Funktionen
ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim L(») existiert.

r—1
Fiir die besonderen Funktionen der Klasse (1) sind wir
sogar im Stande auch die obere Schranke fiir I(») anzugeben.
Es ist nach (1)
9 2
=L ) TN — 2,20 (2ot . 2
L(r) f’:/7‘,(p'(7‘c"r)|d(p= / =t . olre”) dp = = i
Also lim L(r) <%

r—>1

wo B eine absolute Konstante bezeichnet, deren wahren Wert

! r
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zu bestimmen mir nicht gelungen ist. Wir konnen nur be-

haupten, dass
8<B <4,

denn der Wert 8 wird von der Funktion ¢(z) = Tl‘—i- 2 erreicht.

~

Résumé.

Sur les fammailles particuliéres de fonctions univalentes.
Par M. Kossler.

(Présenté le 11. avril 1934.)

1. Soit ¢(2) une fonction holomorphe dans le cercle |z|
< 1, tel que |¢(2)|<1. Les fonctions
1 g 1
plz )‘-"—2-+fe t) dt, fpl(z):———(’"" + fuo( t)dt

pale) = {1+ 2/ olet dt|

sont univalentes et differentes de zéro dans |z|<1. Done:
1 1 1
les fonectioes f(z) =——f(2) = —— fs(2) =——— sont univa-
(p(Z) (pl(Z) (pz(Z)

lentes et holomorphes dans |z| < 1. Posons f(z) =2z San2",
3

fz(Z):o+§CnZ”. On a toujours |an| <1, [ca|<n.

2. Soit » un nombre entier >0 et
w=F(2)= = arz*
k= —2n—1
une fonetion holomorphe dans Ianneau 0 <_|z|<r, tel que
F'(2)=F0, agn15F0. Si z déerit un cercle |z|=7r <r; du plan
(2), w déerit une courbe C ferme du plan (w). Soit

=/ r|F(re?)|dy
la longueur de la courbe C. On a
L(T) = 27 (2n == l) |a-21;.1‘

—_ ’.211 +1
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L’égalité n’a lieu que si F(z) = e ’612:111 +a°l Si en par-
ot 1 @ : -
ticulier @(z) =-—+ S daz" est un fonction univalente dans
~ o
0<lzl<1, Lin>2E.

~+ do.

7\)‘ —_—

L’égalité n’a lieu que si @(z)=
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