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XX. 

Einige Sätze aus der elementaren Zahlentheorie. 
Von Dr. M. KÜSSLER, Prag. 

(Vorgelegt, in der Sitzung am 21. Oktober 1942.) 

E i n l e i t u n g . 

Den Ausgangspunkt (lieser Abhandlung bildet eine ganz einfache 
Identität, welche den strukturellen Zusammenhang zwischen ganzen 
Zahlen und ihren Teilern betrifft. Dabei werden nicht immer alle Teiler 
der Zahl n berücksichtigt, sondern nur gewisse Klassen von diesen Teilern. 
Es gelingt u. a. bei Betrachtung derjenigen Klasse, die nur aus Prim-
zahlen und Primzahlpotenzen besteht, zu vollkommen abschließenden 
Resultaten zu gelangen, die keiner Besserung mehr fähig sind. So besagt 
z. B. die Formel (5,3) folgendes. Wenn wir uns die Primzahlfunktion 

r r i \ n [ N i l iVi 
in den Punkten x=N, l~3~|> I jy a ' s berechnet denken, so 

kann man einen gewissen Mittelwert dieser Werte vollkommen genau 
angeben. 

Das Betrachten der Mittelwerte in der Zahlentheorie ist eine alte 
und erprobte Methode. Aber der in der klassischen Theorie benützte 
Mittelwert ist gewöhnlich das einfache arithmetische Mittel der Summe 
/(l) ~l~/(2) + ••• + / (» ) • Die Mittelwerte dieser Abhandlung werden 
ganz anders konstruiert. Erstens wird nicht als Argument von f(x) der 
Abschnitt der natürlichen Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., N betrachtet, sondern 

es werden die Zahlenwerte j ^ j J ' [ t J ' ' ' ' Genützt, alle von-

einander verschieden sind. Zweitens werden die zugehörigen Funktionä-
ren 

werte / — mit gewissen einfachen Gewichten multipliziert. Diese Neue-
rung ist keineswegs eine Tat der Willkür. Sie wird durch die Struktur der 
Identitäten buchstäblich erzwungen. 
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1. Die e r s t e I d e n t i t ä t . 

Iis sei </, < q2 < c/3 < . . . eine beliebige Folge von natürlichen 
Zahlen. Mit [a;] bezeichnen wir, wie üblich, die größte der ganzen Zahlen n, 
welche die Ungleichung n <[ x erfüllen. Es sei jetzt n eine nart. Zahl und 

d(n. qic) 1 n 1 n— V 

w (¡i 
( 1 , 1 ) 

Wie bekannt, ist d l oder 0, je nachdem n durch qk teilbar ist oder 
nicht. Wir wählen eine feste ganze Zahl N und beschränken uns im fol-
genden nur auf solche n, welche die Ungleichungen 1 n N erfüllen. 
Alle zahlentheoretischen Funktionen f(n), v(n), F(n) u. s. w., welche wir 
benützen werden, seien in diesem Intervall definiert. Wir wählen zwei 
solche Funktionen f(ri), v(n) und bilden die Summen 

V(k) = v(k) | r,2k) f v(U) • ... + ( L 2 ) 

F(n) = 2 / f e ) . (1,3) 
H-In 

In (1,3) werden nur solche qk berücksichtigt, die Teiler von n sind. Ist 
keine der Zahlen qk ein Teiler von n so sei F(n) — 0. Ist k > N so sei 
v(k) — 0, und infolgedessen auch V(k) = 0. Nach (1.1) ist 

F(n) = 2Mk)d(n ,q k ) . (1,4) 

Die Identität , welche wir beweisen wollen, lautet 

2 / ( ?* ) V(qk) = %F(n) v(n). (I) 

Der Beweis ist einfach. In der identischen Gleichung 

F(n) v(n) = v(n) ][f(qk) d(n, qk), 

setzen wir nacheinander n 1, 2, ..., A7 und addieren alle Gleichungen. 
Auf der rechten Seite entsteht so die Summe 

2 / ( 2 , ) I » ( » ) <*(»• 9k)-

Nach (1,1) und (1,2) ist bei festgehaltenem qk 

J,v(n) d(n. qk) = v(qk) + v(2qk) + ... +v . qk j = 

Damit ist (I) bewiesen. 
Man kann mit Hilfe von MOKHIISSCHEN Faktoren fi(n) leicht eine 

inverse Form von (I) konstruieren. Aus (1,2) folgt nämlich durch ße-
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nützung einer bekannten Umkehrungsformel 
r¿ri 

k 
1 V— 1 

(k) = 2M'') V(vk). (1,5) 

Es kann also in (I) entweder v(n) als bekannt vorausgesetzt und V(k) 
durch (1,2) konstruiert werden, oder umgekehrt V(k) als bekannt voraus-
gesetzt und v(n) durch (1,5) konstruiert werden. 

Die Identität (I) beherrscht eine große Menge von zahlentheore-
tischen Problemen. In dieser Abhandlung beschränken wir uns auf drei 
besondere Fälle, welche dadurch gekennzeichnet sind, daß die durch 
(1,3) definierte Funktion F(n) in einfacher Form dargestellt werden kann. 

2. Die P r i m z a h l i d e n t i t ä t u n d zwei T e i l e r i d e n t i t ä t e n . 

Die Folge qk sei durch alle ganzzahligen Potenzen von allen Prim-
zahlen p(, p\, p^, ... ( ¿ = ] v 2 , 3 , . . . ) definiert. Die ersten Glieder der 
Folge sind also 

2, 3, 2^, 5, 7, 2», 32, 11, 13, 2\ 17, ... 
Die Funktion f(n) braucht nach (1,3) und (I) nur für n - qk definiert 
werden. Wir setzen also 

M ) = log Pi, (k = 1, 2, 3, ...) (2,1) 
und berechnen nach (1,3) die zugehörige Funktion F(n). Zu diesem 
Zwecke zerlegen wir die Zahl n in Primfaktoren 

n = p1"pa2 • • • Prr-

Die bei Bildung der Summe (1,3) in Betracht kommenden Zahlen qh. 
sind also in unserem Falle 

lh, Vv •••> Pi"> Pf Pl> •••> P-i\ ••• 
Infolgedessen ist nach (1.3) und (2,1) 

F(n) ----- <*vj log + «a log p2 + ... + <xr log jör = log n. (2,2) 
So entsteht aus (I) die P r i m z a h l i d e n t i t ä t 

2 log p 2 V t f ) - Zv(n)]ogn, (P) 
VSN k=i n = L 

K r i o g j H 
[log P \ 

Dabei ist v(n) eine beliebige Funktion, durch w eiche nach (1,2) V{pk) 
definiert wird. (P) ist eine Verallgemeinerung der altbekannten Formel 

welche aus (P) durch die spezielle Wahl v(n) - 1 entsteht. 
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In ähnlicher Weise können aus (I) folgende T e i l e r i d e n t i t ä t e n 
abgeleitet werden. 

|»(») 0(n) = lV(n), (Tj) 
n=l «=1 
N IV 

2«(«) &(n) log n = 2 ^ F(») log ' (Ta) 
n—1 n=l 

Die erste ist fast trivial und entsteht aus (I) durch die Wahl qk = k und 
f(n) = 1. Dabei ist nach (1,3) F(n) = 0(n), was die Anzahl der Teiler 
von n bedeutet. Die zweite liegt etwas tiefer und entsteht durch die Wahl 
% — f(n) = l°g n- Nach (1,3) ist also 

F(n) = V logd . 
rf/n 

Bezeichnen wir die nach der Größe geordneten Teiler von n mit 

1 = dv d2, d3, ..., dr = n, r — 0(n), 

so kommen in der Folge 
n n n n 
d, ' d2 d.j' dr 

dieselben Zahlen zum Vorschein. Da aber 
tb tV 

dt -j- = n, log di 4- log -j- = log n, 

r r n 
2 log di + 2 log 77 = 2 2log d = 2 F(n) = 9{n) log n. 

<=1 t = l » d/n 
so folgt aus (I) die Identität (T2). 

Alle drei Identitäten (P), (1\) und (T2) können selbstverständlich 
mit Hilfe von (1,5) transformiert werden. 

3. Die zwe i t e I d e n t i t ä t . 

Diese wird ebenfalls durch Benützung der Funktion I r I abgeleitet. ion [k] 
Es handelt sich dabei um die aus zwei beliebigen Funktionen f(n), g(n) 
gebildete Summe 

Tin /rA r i \ 
Unter / -jr verstehen wir dabei /II —II und bezeichnen 

0(r) = (3,1) 
k-1 

\ 
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run „ N ^ r.Vl N N 
Da I = 1 f ü r J < k S N, ^ I = 2 für — < k ^ — u. s. w., so ver-

wandelt sich die Summe in 
N 

- /(1) G(N) + im - f(k - I)} G [!] 
(3,2) 

D i r j u h l ü t hat in einer Abhandlung die spezielle Form /(«) — n 
betrachtet. Nach seinem Muster wollen wir (3,2) durch partielle Summa-
tion umformen. 

Es sei q eine beliebige ganze Zahl l q < N und r 

Es ist 

k >
 L, e+i 

= l(i)G(N) + { / ( 2 ) - / ( l ) } ö [ | ] + { / ( 3 ) - / ( 2 ) } ö [ | ] + . . . 

+ if(Q) - t(ß ~ Dl 0 - f(e) G(r). 

Die Umformung von (3.2) hat also die Gestalt 

|9{k) 1 [f ] = ? 'J{k) 1 [ j ] + X m ~ filC _ 1,} ^ [f j ~ M ' G{r)• 
Dabei ist /(0) = 0 zu setzen. 

Da die Funktionen g(k) und f(k) vollkommen beliebig gewählt 
werden können, so ist es ganz natürlich, daß manchmal unerwartete 
Resultate zum Vorschein kommen. Zum Beweise sei g(k) — 1 oder 0, 
je nachdem k eine Primzahl ist oder nicht. Nach (3,1) ist also G(r) = ii(r) 
die Anzahl der Primzahlen, welche kleiner oder gleich r sind. Zweitens 
sei f(k) = 7t(k). 

Aus (3,3) bekommt man 

vSe \PI p>r \P1 
Wählt man g(k) wie oben und f(k) = k, so ergibt sich aus (3,2) 

iA^M 
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L)a M b e t b k b ganz elementar die Näherungsformel 

2 — - l o g log X + B + o(l) 
jjgjv V 

bewiesen hat, so ist 

N log log Ar + BN -f O(N). (3,7) 

wobei nur die ganz elementare Form des Primzahlsatzes n(x) = o(x) 
benutzt wurde. 

Als drittes Beispiel berechnen wir die Summe 

N N [f] 
s 2 s i n - V ' (M) 

(3,2) führt zur Formel 

o V m . nie . n(k —1)| 

Da sin — + cos — für k s= 1 oder 0 (mod 4) den Wert 1 und für k = 2 

oder 3 (mod 4) den Wer — 1 annimmt, so ergibt sich 

Die zahlentheoretische Deutung dieser Summen ist klar. Es ist nämlich 

2 f f U f ö o Ä 2 
<.=l,oL / lJ i = 2 , 3 L " J " - 1 

wobei 0O1 (n) = Anzahl derjenigen Teiler von n, welche -- ü oder 1 
(mod 4) und ähnlich bei 6>23(n). Wir wollen jetzt mit Hilfe von (3,4) den 
asymptotischen Wert von S berechnen. Es ist bei der Wahl O = [A-J 

Da 

7ik\ . Tin 
cos — i —- r sm 

0(r), r sin ^ = 0(r). ?8Íní[f] 
0(e) 

ist, so bekommen wir 
*s<? i k¿Q j 

S = N 2 1 — N 2 T + 0 ( N b 
fel.O « k=2,3 K 

Die vier Summen können durch Anwendung der bekannten Formel aus 
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der Theorie der Gammafunktion 

1 1 . I 
x ' x + 1 

leicht berechnet werden, so daß 

S = 

^ = i o g n - n » ) + o l ± \ , n*) = 

1 ~ r - log 
" e - 2 - r t z J i 

4 - log 
4 

! O(Nl). 

Die logarithmischen Glieder liefern zusammen den Beitrag 0(N '-), 
IK\ 

während die numerischen Werte von '/ / | -J durch die G a u s s s c h k Formel 

(N i e l s k . n : Handbuch der Th. d. Gammaf., p. 22) berechnet werden. 
Es ist 

m -- - c . v T C — 3 log 2 71 

X1J 

also endlich 

•C— 2 log 2. W = — C — 3 log 2 + 

N i — 2 loa 2 
2 {«M») - - N + O(Ni) (3,9) 

als Gegenstück zu der bekannten Formel 

2 { 6 > 0 » + 0 2 ; 8(«)} = 0(») = N log N + (26' - 1) N + 0(N1-). 

Die Nützlichkeit der verschiedenen Formen der zweiten Identität 
(3,2) ist also erwiesen. 

4. E in ige P r i m z a h l s ä t z e . 

Die Primzahlidentität (P) ist eine strukturelle Formel, deren alle 
Folgen auf einmal zu überblicken vollkommen unmöglich ist. Schon die 
bloße Aufschreibung der dreifachen Summe auf der linken Seite von (P) 
kann in verschiedenen Formen durchgeführt werden. Die erste Form ist 
eben die Grundformel (P). Die zweite ist 

2 V(p) iog p + 2 V(p"-) i«g v + 2 vw) l f jg p + - 1) 
pr~N p' X 

Um die dritte zu verwirklichen, betrachten wir bei festem p die zweifache 
Summe 

7 N~ 
2 I V ) = 2 W ) + ®(2 p") + t'(3p*) + ... + V ( [ - ¿ 1 . lA\ = 2 W(p, v), 

*• ;=>! /.• 1 l \ | p J /) >• 1 
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bei der Bezeichnung 
W(p, v)-=2v(vpk). (4,2) 

i a l 
"log N — log v 
L • log P 

da v(n) = 0, für n > N. Die Funktion (4,2) ist also nur dann von Nu 1 
N 

verschieden, wenn p ^ —. Die gesuchte dritte Form von (P) ist« 

Der größte in Betracht kommende Wert von k ist also k -

2log P W(p, 1) + 2 l o g V W(p, 2) + 2 l o § V W(p, 3) + . . . (4,3) 
PSN _IV 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die Aufmerksamkeit den-
jenigen Funktionen v(n) widmen, welche die Berechnung von V(pk) oder 
W(p, v) begünstigen. 

Es sei s eine beliebige komplexe Zahl und v(n) = n'. Nach (4,2) ist 
— 1 

W(p. v) = vs {ps + p2s + ... + p*s} = v'p* > 

A = flog N — log vi 
[ log P J 

und (P) nimmt folgende Form an: 
_ p»-*— i „ -pü«—i £ 

l ' Z P * ^ + i log P + . . . = 2 nMogw. (4,4) 
V^N V J N V 1 n = 1 

P S¥ 

Es ist dabei zu beachten, daß die Zahl A von v und p abhängig ist. Im 
Falle s = 0, d. h. v(n) — 1, ist es vorteilhaft, die Originalform von (P) 
aus dem 2. Abschn. zu benützen, das heißt 

T(N), (4,5) 

T(A) = log (N\), f{x)=&(x) + 4-0(3:*) + .. . , 0 ( x ) = 2 log p. (4,6) 

Aus Gründen der Analogie bezeichnen wir 

log , = < « > 

wodurch (4,4) in 

k t M k ' + i i p ( i 8 ) } = h > i o 8 n ( 4 , 8 ) 

übergeht. Die zahlentheoretische Deutung dieser Gleichung und einiger 
ähnlicher wird im nächsten Abschnitte auseinandergesetzt. 

Wenn in der Funktion v(n) ein periodischer Faktor vorkommt, 
dann zerfallen ganz von selbst die Primzahlen in verschiedene Klassen. 



Einige »Sätze aus der elementaren Zalilentlieorie. 

So wird z. ß . durch die Wahl v(n) — <p(n) . cos nn die gerade Primzahl 

2 scharf von den ungeraden getrennt. Die Wahl v(n) = <p(n) sin — hat 

die Einteilung der Primzahlen in die Klassen p = 1, und p = 3 (mod 4) 
2 Tin 

zur Folge und allgemein führt die Wahl v(n) = <p(n) sin —v~ zur Eintei-
fC 

lung nach den Restklassen (mod k). Dasselbe erreicht man selbstverständ-
lich noch zweckmäßiger durch die Wahl v(n) = <p(ri) %k(n), wo xAn) w i e 

üblich einen Charakter bedeutet. Ich habe nur die einfachsten Faktoren 
dieser Art erwähnt. Verallgemeinerungen sind leicht und verführerisch, 
aber sie sind meistens schwer zu behandeln. Wir wollen jetzt einige Fälle 
eingehender untersuchen. 

Es sei v(n) = »* cos nn = (— 1)" n", also nach (4,2) 
Oi« 1 AT 

W(2, v) = v' 2« 2¡¡ _ j . 2>-

W ( p , v ) = (— 1)' v* p' v l p > 2. 

(P) in der Form (4,3) gibt also nach einer leichten Umformung 
N IN \ lV 

2 ( — 1)*+1 k'y U-,« = 2« + 1 log 2 2 n* + 2 (— l)n + 1 logra. (4.9) 
\k I i 

" s 7 
Diese Form von (P) wurde mit Rücksicht auf die Bedürfnisse des 

nächsten Abschnittes gewählt. Bei der Wahl s — 0 kommt die bekannte 
Formel 

t 2 ( - l ) i + 1 v ( f ) = T(N) - 2 t ( | ) (4.10) 

heraus. Aber schon die Wahl s — — 1 führ t zu etwas neuem. Die linke 
Seite hat die Form 

y ( - l ) t + 1 y log V y ( - l ) t + 1 y log J> 
f k N p — l f k % pHp — 1 

T 
Da A = 1 für N* < p N, A = 2 für A* < p ^ A* u. s. w. und 

2 ^ = 0(log A), so ist immer 

log p Ni < p* N, also 2 -77 
1) \ | / A 

/log2 A \ 
und die zweite Summe ist höchstens y — j . Ordnet man die erste 
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Summe nach den Logarithmen der Primzahlen, so kommt die Formel 

1 1 l 
" 2 + 3 — " 4 

P ' - ' • f " 

heraus, wälirend die besten bekannten Abschätzungen einer ähnlichen 
„ log /> 1/j r. 

Summe 2 - mit einem Felder der Ordnung e a ' 8 behaftet sind. 
V 1 

Tin 
Aus der Wahl v(n) = sin — ergibt sich analog 

71V U^8 —— l * 
IY(p. >•) — sin — i»s P"^ y' 1' ~ I ( m ° d 4) 

n v J — (— 1 ^ ii** 
v) = — sin — v* p° ±-—UL.; I' = 3 (,nod 4)-

Also wenn n — — 1, X -----
I iog y^j 

log p 

flog x ] 
I log p\ 

l=P&r P 1 \ PI 

gesetzt wird. 

v ( - i ) t + 1 / n y (— i ) t + 1 I N \ 
. 4 v - w + t » I s t ? ~ 7 * I s r + r ~ ' ) 

2 9 1 . - L i l o g ( 2 * + l ) - ( 4 1 2 ) 2i + l-SK t J 

Es ist klar, daß man durch Einführung von Charakteren zu ähnlichen 
Sätzen für die Primzahlen einer beliebigen arithmetischen Reihe gelangen 
kann. 

5. Die M i t t e l w e r t e in d e r T h e o r i e d e r P r i m z a h l e n . 

Die Identitäten wie z. B. (3,5), (3,7), (4,1J), (4,12) u. s. w. sind ohne 
jeden Zweifel schon an sich bemerkenswert. Ihre wahre zahlentheore-
tische Bedeutung kommt aber erst durch Einführung von gewissen 
Mittelwerten zum Vorschein. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir 

M(f(k); g(k)) = Jjg(k) f(k) : |]g(k). (5,1) 
j ^ i I 

Dabei sind f(k) und g(k) zwei beliebige Funktionen mit der einzigen 
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Beschränkung, daß T<7(&) fü r kein n ¡> 1 gleich Null sein darf. Die 
1 

Funktion g{k) spielt also die Rolle des Gewichtes. Diese Definition unter-
scheidet sich von der üblichen nur dadurch, daß wir auch nichtpositive 
Gewichte zulassen wollen. 

Der Anlaß zu dieser Begriffsbildung wurde durch (4,8) im Falle 
s — — 1 gegeben. Es ist 

? - M i H f r -
also 

f i M M ^ H - f ^ -

Beide Summen auf der rechten Seite können mit beliebiger Schärfe 
asymptotisch berechnet werden. Es ist z. B. 

y 
(5 .4) 

< 
also asymptotisch 

M + log k: = log N - C + + 0 1 

Dabei ist C die E u l b r s c h e Zahl und 

C ^ l h u j i ^ - l l o g ^ v } . 
I i " - J 

Der Leser wird sicher und mit Recht fragen, warum wir den Mittelwert 
von (ip + log k) und nicht den von xp berechnet haben. Der Grund ist 
einfach und wird auch bei späteren Gelegenheiten zur Geltung gebracht. 
Wenn in der Formel (5,1) die Funktion f(k) von einer Konstante nur 
wenig abweicht, so wird auch der Mittelwert von dieser Konstante nur 
wenig abweichen, wie immer auch die Gewichte <j(k) gewählt wurden. 
Nun ist es aus der Theorie der £(«) wohl bekannt, daß 

ip(x, — 1) = log x — C + r(x), r(x) = 0 ( e — V ( 5 , « ) 
Die Funktion 

v (f • ~ 3) + l0g k = l0g N ~ ° + r (f) 

besitzt also die erwünschte Eigenschaft. 
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Es entsteht jetzt die Frage, in welcher Beziehung die Gleichungen 
(5,2) und (5,6) zueinander stehen. Aus (5,6) auf (5,2) zu schließen, ist 
unmöglich, denn (5,6) ist eine Näherungsformel, während (5,2) ein exaktes 
Resultat darstellt. Aber auch jeder Versuch aus (5,2) (5,6) zu gewinnet, 
ist fast sicher hoffnungslos, denn dadurch wäre das Primzahlproblem rest-
los gelöst. Alles was man erreichen kann, ist in folgender Formel enthalten. 

Der asymptotische Wert dieser Summe ist also nach (5,4) 
log N 

(5.7) 

<7° + 2C\ N 

das heißt 

o + o f S S l ] 
+ 2N \ N2 I 

was auch aus (5,5) gefolgert werden kann. 

Nach diesem Muster wollen wir jetzt die allgemeinern Identitäten 
(4,8) und (4,9) interpretieren. Es ist 

/ IN \ 1 \ N N 1 
5 J ; - j r l = 2 » ' log w —> (5.9) 

= 2 ( — 1)»+! n> logn + 2"+! log 2 2 W : 2 -
L L N I I N 

n ~2 
Diese strukturellen Identitäten sind Primzahlsätze derselben Natur wie 
(5,3), wenn R(s) — 1 gewählt wird. Die asymptotische Auswertung 
macht keine Schwierigkeiten, denn die rechte Seite kann mit Hilfe der 
EULER-MACLAURINSCHETÎ oder einer ähnlichen Formel*) immer mit be-
liebiger Genauigkeit berechnet werden. Der Sonderfall s = 0 verdient 
dabei eine eingehendere Untersuchung und wir wollen ihn deshalb in 
diesem kurzen Berichte nicht weiter verfolgen. 

Bei der Wahl s — — 1 in (4,9) ergibt sich: 

(5,11) 
*) M. K Ö S S L E R : A s y m p t o t i s c h e E n t w i c k l u n g e n usw. Bullet, intern, 

de l'Acad. d. Sc. de Boheme, 1941. 
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Zur asymptotischen Auswertung benützen wir die Formel 

f f c ^ i o g * - - a i o g , + ! 2 f » + + 0 ( ¿ , ) . 

1 + (— 1)* / I \ ( r , - l 2 ) 
2 - = l o « A7 - 2 + c + - ^ r + 0 W ' 

Die rechte Seite von (5,11) ist also 

og 2 {log N — 

und infolgedessen 

•og 2 (log N — C) + fc^pi .og A + + o 

— l j + log k; k = log N — C 

Eine Analogie zu (5,7) bildet die Formel 

| ^ F ' f i ) - + » - (>+( -> l")"«» + 0 
(5,14) 

Zum Schluß sei noch ein allgemeiner Fall erwähnt. TSCHEBYSCHEF 
hat folgenden Satz bewiesen. Wenn v(x) eine monoton abnehmende 
Funktion ist, so gilt unter gewissen Einschränkungen die Näherungs-
formel N 

^v(p) log p ~ f v(x) dx. (5.15) 

Wenn wir in (4,3) die Bezeichnung 
2 log P W(p, v) = V(N, v) 

einführen, so ist 
N • N 
2 — {v W(N. v)} = 2 »(«) log n. (5.1 (I) 
i'=l v i 

und infolgedessen 

M (v W(N. v); — ) = 2 »(») l»g « : 2 — ' ('"'•17) 
\ v I i I w 

Dali diese exakte Identität ein Gegestück zu (5,15) bildet, geht aus den 
Näherungsformeln 

N jV 
2 v ( n ) log n ~ A -(- f v(x) log x d.e 
i I 
* I 
2 — ~ log A + C i n 
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liervor. Denn log x ist monoton, so daß nach dem Mittelwertsatze 

//(*) g(x) da; = g(a) f f ( x ) da: + g(b) f / ( x ) dx, 
n a , * 

X X 
f v(x) log x <\x — log N Jv(x) dx. 

i i 

Die rechte Seite von (5,17) ist also asymptotisch der rechten Seite von 
(5,15) gleich. 

Durch diese meistens auf's Geratewohl gewählten Beispiele sind die 
Möglichkeiten, welchen die Primzahlidentität den Weg öffnet, keines-
wegs erschöpft. Das wird eine längere, vielleicht sogar eine sehr lange 
Zeit in Anspruch nehmen. 

(5. Die F a k t o r e n v o n Moeb ius . 

Verschiedene Eigenschaften der MOBBIUSBCHBN Faktoren fi(n) sind 
wohlbekannt; wie z. B. 

I M = o. » > i ; Í M * ) f - í - l = i ; Í ^ = o. 
<//» J L /I J I N 

Es gibt aber selbstverständlich eine unbegrenzte Menge von solchen 
Beziehungen. Wir wollen da nur drei erwähnen. 

yp(d) log d = 0, wenn n =f= pk 

(6,2) 
= — log p, wenn n = p , 

1. (6.3) 

log rf = 2 log n. (6.4) 
d/n \ n I 

Der Beweis kann ganz elementar durch vollständige Induktion geführt 
werden. Dasselbe leisten aber auch die Gleichungen 

£'(») logra p{n) = j . P 
£(s) r n" T n° vPs—\ 

t ( ' ' C(«) i n* 1 n° ' ¡n' 

2 C(«) C'(-S) - 2 
6>(n) log n 

n* 

__ = V log n yjijn) = y log n  
i n* i n' i n* 

Die Formeln (6,2), (6,3), (6,4) sind mit den Identitäten (P), (Tx) und (T2) 
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aus dem Abschn. 2 vollkommen äquivalent. Wir werden diese Behaup-
tung nur im Falle (P) beweisen. Wenn die linke Seite von (6,2) als v(n) 
bezeichnet wird, und ist V(n) die in (1,2) definierte Funktion, so ist 
nach ((5,2) N 

2>(n) 1'(») =-- — ^ log v 2 Vt f ) - («.«) 
1 p<A' v 

Auf der linken Seite ist nach (1,2) 

V(n) = v(n) + r('2n) + ... + »• (i-^1 . »V 

Wenn wir also in der linkseitigen Doppelsuinme (0,5) alle (ilieder mit 
demselben v(k) zusammenfassen, so bekommen wir 

v(k) 2v(d). 
dß 

Da aber v(d) nur dann von Null verschieden ist, wenn d - //', so ist 

2 ' ' ( r f ) — { l ( )S Pl + l ü g I'2 + • • • + 'V 
dß-

wobei 

Also 
v(k) 2 v ( d ) - — v(k) log k, 

dß-
und die linke Seite von (0,5) nimmt die Gestalt 

- 2»(*) log k 
i. i 

an. So haben wir einen neuen Beweis von (P) gefunden. Daß man auch 
umgekehrt aus (P) auf (0,2) schließen kann, ist fast selbstverständlich. 

Denn bei der Wahl v(n) = —, H(s) > 1, N o o verwandelt sich (P) iu 
n* 

die oben l»t>ini Beweise von (0,2) benutzte Gleichung 

p r 1 

Aus der Theorie der Funktion £(«) sind folgende asymptotische 
Abschätzungen bekannt. 

m(x) - 2 M » ) - x ri(x)<' m = = i -i rt(x)-

<A*) = 2 («-«) 

Dabei sind alle drei Funktionen r,(.r), r2(x), y(x) von der Ordnung 
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Um genaue Mittelwerte für diese Funktionen zu berechnen, be-
dienen wir uns der inversen Form der Ident. (Tx) und (T2) (Abschn. 2). 
Es ist nach (1,5) 

[I] 
1 0 ( n ) Zn(k) V(nk) = f V(k), 
! ¡1 = 1 1 

[I] 
2<9(n) log n %t(k) V(nk) = 2 2 V(k) log k, 
1 1 

also auch 

N N [»] AT 
2 0(n) log - 2 Mk) V(nk) = log N2 V(k) — 2 2 V(k) log k. (T,) 
1 W ¡fc=l 1 I 

Die speziellen Wahlen V(n) = 1, V(n) = —, V(n) = — —^ ?? führen 
n 

sofort zum Ziele. 

(Tx) 

(Tt) 

w 

1 n 
^ Q(n) log n N 

2 2 log k 

f 0 ( n ) M * I 

(6.7) 

0(n)log n 
n 

N 2 » I C 
log k 2 2 -

t A 

log A 2 T - 2 2 
i ^ i 

log 

(6.8) 

I « w f r ^ i _ f <»(»> ] ° g » J ^ I = _ f (6 9) 
1 n I n J T ra L^ J 1 

_ , A 0(w)logre 6(n), N . , ,. „ . , x 
Die Faktoren —5 2—, —^ log — sind die Gewichte, welche 

n n n n 
bei der Bildung der Mittelwerte benützt werden müssen. Es entsteht also 
die Notwendigkeit, die summatorischen Funktionen dieser Gewichte zu 
berechnen. Zuerst wenden wir die Formeln (Tx) und (T2) des Abschn. 2 
bei v(n) — — an. 

n 

y » ) 
i fi = 2 - 1 — 7 ¿ I i + T + 

Í } 
(6,10) 
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= + „ + F Y . ( 6 > I 0 ) 

Zweitens müssen wir asymptotische Formeln für diese Summen ausfindig 
r 

machen. Dazu ist die Gleichung (3,4) gut geeignet. Hei der Wahl <j(k) 

/(*) = + - i + . . . + — , d ist nach (6,10) und (3,4) 
l 2 .r| 

y&(») v 1 U - 1 
? n f k \ 1 r 2 r A i 

t i l i i i | ( « • " ) 
? T T + t B - [ . v i ) t i ( i ) ' f { r ) -

k 

Die Auswertung der rechten Seite ist leicht. Es ist 

Je 

0iQ 
\Nj 

Nach (5,4) ist also, da Q — [A*], log O 1 log A + 0(N 

Denselben Wert bekommen wir nach ähnlicher Rechnung für die zweite 
r 

Summe V. Weiter ist 
ftr). x f + o l f t r } 

also endlich 

i - log2 A 2C log A + («.12) 

Ein ähnliches Verfahren führ t zur Auswertung der zweiten Gleichung 
((5,10). 

i ^ ^ 4 l o g 3 A + C l o g 2 A H 2 ^ - 6 ^ + (6,18) 

wobei 

C ^ l i m i i ^ - l l o g ^ J . 
«-»00 [ 1 '' O J 
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Die gesuchten Mittelwerte der Funktionen 'J)i(x), f(x) und <j(x) shid 
also nach (6,7), (6,8), (6,9), (6,12), (6,13) leicht zu berechnen. So ist z. B. 

] 1 
2 + . . . + P j , ( ' [ Í ] ; T ) I | ¥ 4 T { T + 4 rwj 

26 ' log A 4 - 6 ' * - 3 6 ' x M _ \ 
^ log 2 N 2C log N -{- C2 — 2C± \yÑj 

(6.14) 
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