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XX.

Einige Sitze aus der elementaren Zahlentheorie.
Von Dr. M. KOSSLER, Prag.
(Vorgelegt in der Sitzung am 21. Oktober 1942.)

Einleitung.

Den Ausgangspunkt dieser Abhandlung bildet eine ganz einfache
Identitdat, welche den strukturellen Zusammenhang zwischen ganzen
Zahlen und ihren Teilern betrifft. Dabei werden nicht immer alle Teiler
der Zahl n beriicksichtigt, sondern nur gewisse Klassen von diesen Teilern.
Es gelingt u. a. bei Betrachtung derjenigen Klasse, die nur aus Prim-
zahlen und Primzahlpotenzen besteht, zu vollkommen abschlieBenden
Resultaten zu gelangen, die keiner Besserung mehr fihig sind. So besagt
z. B. die Formel (5,3) folgendes. Wenn wir uns die Primzahlfunktion

z logp(l___l_)

p=eP—1 P
) ‘ N7 [N ‘N
in den Punkten x—= N, SPEE ol y als berechnet denken, so
kann man einen gewissen Mittelwert dieser Werte vollkommen genau

angeben.
Das Betrachten der Mittelwerte in der Zahlentheorie ist eine alte
und erprobte Methode. Aber der in der klassischen Theorie beniitzte
Mittelwert ist gewohnlich das einfache arithmetische Mittel der Summe
f() + f(2) + ... + f(n). Die Mittelwerte dieser Abhandlung werden
ganz anders konstruiert. Erstens wird nicht als Argument von f(z) der
Abschnitt der natiirlichen Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., N betrachtet, sondern
T

es werden die Zahlenwerte [?], [g], [%],

einander verschieden sind. Zweitens werden die zugehorigen Funktions-
Z\T
werte f[k mit gewissen einfachen Gewichten multipliziert. Diese Neue-

... beniitzt, die nicht alle von-

rung ist keineswegs eine Tat der Willkiir. Sie wird durch die Struktur der
Identitaten buchstablich erzwungen.
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1. Die erste Identitit.

s sei ¢, << qy, << qy < ... eine beliebige Folge von natiirlichen
Zahlen. Mit [2] bezeichnen wir, wie iiblich, die grof3te der ganzen Zahlen »,
welche die Ungleichung » = x erfiillen. Es sei jetzt n eine nat. Zahl und

d(n. qz) - [qil] — |." ;” ]]' (1.1)

Wie bekannt, ist d = 1 oder 0, je nachdem n durch g, teilbar ist oder
nicht. Wir withlen eine feste ganze Zahl N und beschrinken uns im fol-
genden nur auf solche n. welche die Ungleichungen 1 = n = N erfiillen.
Alle zahlentheoretischen Funktionen f(n), »(n), F(n) u. s. w., welche wir
beniitzen werden, seien in diesem Intervall definiert. Wir wihlen zwei
solche Funktionen f(n), »(n) und bilden die Summen

V(k) = v(k) + v.2k) + v(3k) -+ ... + ’(/‘[‘A\‘]) (1.2)
F(n) = > f(q,). (1,3)
apIn

In (1,3) werden nur solche g, beriicksichtigt, die Teiler von n sind. Ist
keine der Zahlen ¢, ein Teiler von n so sei F(n) = 0. Ist £ > N so sei
»(k) = 0, und infolgedessen auch V(k) = 0. Nach (1,1) ist

F(n) qu; (n. 4. (1.4)

Die Identitiat, welche wir beweisen wollen, lautet

N
Z/_(qk) Vig) = ZII”(W) v(n). ()

Der Beweis ist einfach. In der identischen Gleichung
F(n) v(n) = v(n Zf((h ) d(n, q;),
m=

setzen wir nacheinander n — 1, 2, ..., N und addieren alle Gleichungen.
Auf der rechten Seite entsteht so die Summe

Zf q1) 27 d(n, q;).
p=N  n=
Nach (1,1) und (1,2) ist bei festgehaltenem ¢,

N
z?'(nv) dn. qr) = v(ge) + v(2qx) + ... + I'([W] . q;,,) = Viqr).

.
Damit ist (1) bewiesen.

Man kann mit Hilfe von Mosivsscuey Faktoren p(n) leicht eine
inverse Form von (I) konstruieren. Aus (1,2) folgt néimlich durch Be-



Einige Siitze aus der elementaren Zahlentheorie. 3

niitzung einer bekannten Umkehrungsformel
NA

v(k) = Z;u(w (vk). (1,5)
Ks kann also in (I) entweder »(n) als bekannt vorausgesetzt und V(k)
durch (1,2) konstruiert werden, oder umgekehrt V (k) als bekannt voraus-
gesetzt und »(n) durch (1,5) konstruiert werden.

Die Identitat (I) beherrscht eine grofie Menge von zahlentheore-
tischen Problemen. In dieser Abhandlung beschrinken wir uns auf drei
besondere Fille, welche dadurch gekennzeichnet sind, dafl die durch
(1,3) definierte Funktion F(n) in einfacher Form dargestellt werden kann.

2. Die Primzahlidentitit und zwei Teileridentititen.

Die Folge ¢; sei durch alle ganzzahligen Potenzen von allen Prim-
zahlen p,, pi, pl, ... (i = 1,2, 3,...) definiert. Die ersten Glieder der
Folge sind also

2,3,2% 5,7, 28 32 11, 13, 24, 17, ...
Die Funktion f(r) braucht nach (1,3) und (I) nur fir »n — ¢, definiert
werden. Wir setzen also

f(pf) =log p,, (k —1,2,3,...) (2,1)
und berechnen nach (1,3) die zugehorige Funktion F(n). Zu diesem
Zwecke zerlegen wir die Zahl n in Primfaktoren

n o= pyps ...

Die bei Bildung der Summe (1,3) in Betracht kommenden Zahlen ¢,

,A).
e

sind also in unserem Falle

Pis D oo DV'5 Doy Py v Do oe
Infolgedessen ist nach (1.,3) und (2,1)
F(n) = x; log py + ~ylog ps - ... + «, log p, = log n. (2,2)
So entsteht aus (I) die Primzahlidentitit
N
Z log sz = > (n) log n, (P)
P=N n=1

T
K [log A\]'
log p

Dabei ist #(n) eine beliebige Funktion, durch welche nach (1,2) V(p")
definiert wird. (P) ist eine Verallgemeinerung der altbekannten Formel

Zoerp] e [] + [3]+} -2

welche aus (P) durch die spezielle " Wahl »(n) = 1 entsteht.
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In dhnlicher Weise konnen aus (I) folgende Teileridentititen
abgeleitet werden.

N N

gl'v(n) O(n) = glV(n), (Ty)
%v(n) O(n)logn = 2 %V(n) log n. ' (Ty)
n=1 n=1

Die erste ist fast trivial und entsteht aus (I) durch die Wahl ¢, = & und
f(n) = 1. Dabei ist nach (1,3) F(n) = @(n), was die Anzahl der Teiler
von n bedeutet. Die zweite liegt etwas tiefer und entsteht durch die Wahi
¢ = k, f(n) = log n. Nach (1,3) ist also '

F(n) = > logd.

d|n
Bezeichnen wir die nach der Grofle geordneten Teiler von 7 mit

1 =d,dyds,....,d, =n, r= 0O(n),

so kommen in der Folge

dieselben Zahlen zum Vorschein. Da aber

d; dl =n, logd; -+ log :{—? = log n,

r r n .
> logd; + > log 7= =2 Dlogd = 2 F(n) = O(n) log n.
i=1 i=1 v afn
so folgt aus (I) die Identitat (T,).

Alle drei Identititen (P), (T;) und (T,) konnen selbstverstindlich
mit Hilfe von (1,5) transformiert werden.

3. Die zweite Identitat.

N
Diese wird ebenfalls durch Beniitzung der Funktion N abgeleitet.

Es handelt sich dabei um die aus zwei beliebigen Funktionen f(n), g(n)
gebildete Summe

élg(k) f[%]

N N
Unter f[?] verstehen wir dabei f([-k—]) und bezeichnen

a(r) ii;"‘k)' 3,1)
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N N N N N
Dav[z]—lfur <k<N[k] 2 fiir %/k<i2*usw 80 ver-

wandelt sich die Summe in

N Iy N N N ‘
Zg(kr) f[f] =Zf(/c){G [z‘] —@ [m]} —
= f(1) &(N) + 2 {f(k) — fk — 1)} G [%]
k=2 »

Diricaikr hat in einer Abhandlung die spezielle Form f(n) = n
betrachtet. Nach seinem Muster wollen wir (3,2) durch partielle Summa-
tion umformen.

Es sei o eine beliebige ganze Zahl 1 < p << N und 7» = [ if l]'
@

(3,2)

Es ist

éi(k)f[ ] f(l){ G(N) ——G[%]}+/(2){G[%r]—(r'[%7]}-}-...
B =

= 1 6@ + ) —rap o[ ¥ + v — o5 + -
b0 — e — 1 a[X] — 0 90

Die Umformung von (3.2) hat also die Gestalt

< N| < N], < N
2 g(k)/[?] =2.9(k) | H + 2, (k) — f(k — 1)} & [@J — (o) - G(r).
T , 1 F=1 (3.4)
Dabei ist f(0) = 0 zu setzen.

Da die Funktionen ¢(k) und f(k) vollkommen beliebig gewihlt
werden konnen, so ist es ganz natiirlich, dal manchmal unerwartete
Resultate zum Vorschein kommen. Zum Beweise sei g(k) = 1 oder 0,
je nachdem £ eine Primzahl ist oder nicht. Nach (3,1) ist also G(r) = n(r)
die Anzahl der Primzahlen, welche kleiner oder gleich » sind. Zweitens
sei f(k) = n(k)

Aus (3,3) bekommt man

(o) . a(r Zn(p) Zn(z—v)- (3,5)

p=e p>r \P

Wihlt man g(k) wie oben und f(k) = k, so ergibt sich aus (3,2)

N 7
2-M=34 (36)
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Da Murrens ganz elementar die Naherungsformel

1 ,
Z — = log log N + B -+ o(l)
p=NTP
bewiesen hat, so ist

N .
>, "T(,}) = N log log N+ BN -+ o(N). (3.7)
=1 \K

wobei nur die ganz elementare Form des Primzahlsatzes n(x) = o(x)
benutzt wurde.

Als drittes Beispiel berechnen wir die Summe

[
N 44 B
§ =S sin LK

sSin — (38)

7 ak
Da sin :'2— + cos 1)— fiir k£ == 1 oder 0 (mod 4) den Wert 1 und fiir & = 2

&

oder 3 (mod 4) den Wer — 1 annimmt, so ergibt sich

Die zahlentheoretische Deutung dieser Summen ist klar. Es ist namlich

wobei 6, ,(n) = Anaahl dcr]emgen Teller von n, welche = 0 oder 1
(mod 4) und ahnlich bei @, 4(n). Wir wollen jetzt mit Hilfe von (3,4) den

asymptotischen Wert von 8 berechnen. Es ist bei der Wahl p = [N 5]
o . a|N “|N| . Ak k
NE }l‘sm —_::— [/.] - 2}1 [A] Jlsm :} -+ cos 7—} — 7 s8in TL
Da
a | N .7
sin % [~] = 0O(r), rsin ¥ = O(r).

[f;]{} ~ N Z—lt-{.s'inf%/‘.~l cos ﬁ} +- O(o)
: 1 N - =

ist, so bekommen wir

k=e 1 k=e 1
S=N> ——N> O(N?).
k=1,0 k k=23 k

Die vier Summen konnen durch Anwendung der bekannten Formel aus
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der Theorie der Gammafunktion

ol = L

x  x+1 o +n n

— = logn — ¥(x) 4 O (-’-) Y(x) =

leicht berechnet werden, so dal}

N . e 3]
o :1 {log I:_:)—] [—&)—4_-] a I()g [e 4 ]I:ﬁ—i_—:l I
w3 wE) ey w (L g

-P(T) + Plg )t + o,

Die logarithmischen Glieder liefern zusammen den Beitrag O(N *),

K
wahrend die numerischen Werte von W(I durch die Gavssscun Formel

(Niewsux: Handbuch der Th. d. Gammat., p. 22) berechnet werden.
Ks ist

. 1 , . . /4
(1) =—C. ‘l’(—i-) = —(C—3 Iog._’v—-—g-
w(%) — (' — 2log 2, !1/(%) —~— (' — 3 log 2 ;
also endlich
N a— 2log 2
> {6o(n) — Oz5(n)} = T——T%—" N - O(N:) (3.9)
1

als Gegenstiick zu der bekannten Formel
N

N
S{6,1(n) + Oy5(n)} = >Om) = Nlog N + (20 —1) N 4 O(N*}).
|

Die Niitzlichkeit der verschiedenen Formen der zweiten ldentitit
(3,2) ist also erwiesen.

P 4. Einige Primzahlsitze.

Die Primzahlidentitit (P) ist eine strukturelle Formel, deren alle
Folgen auf einmal zu iiberblicken vollkommen unméglich ist. Schon die
blofle Aufschreibung der dreifachen Summe auf der linken Seite von (P)
kann in verschiedenen Formen durchgefiihrt werden. Die erste Form ist
eben die Grundformel (P). Die zweite ist

ZV(p) log p + z V(p*) log p + z Vip*)log p + ... (4,1)
7 PN PN

p=N
Um die dritte zu verwirklichen, betrachten wir bei festem p die zweifache
Summe i"_]
o

5421"(7)15) ::kzl {v('p"') + v(2pF) + v(3p*) 4+ ... + v ([jl—\;] . p")} :Zl Wip,»),
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bei der Bezeichnung
W(P, "J) '::LZU('VP")- (4’2)
(=1

log N — log_v]

. logp

da v(n) = 0, fir n > N. Die Funktion (4,2) ist also nur dann von Null
A‘/

verschieden, wenn p < s Die gesuchte dritte Form von (P) ist

Der grofite in Betracht kommende Wert von kist also k& = [

ZNlongp 1) +Zlong(p,2>+Zlogp W(p,3) + ... (4,3)
=
1)._

p/».._

2 B

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die Aufmerksamkeit den-
jenigen Funktionen »(n) widmen, welche die Berechnung von V(p*) oder
W (p, ») begiinstigen.

Es sei s eine beliebige komplexe Zahl und v(n) = »’. Nach (4,2) ist

) R . 7)18 — il
W(p.v) =vs{ps + p> + ... + p*} = »Sp? 1
[log N — log v]
l =
logp
und (P) nimmt folgende Form an:
N
15> ps logp + 28 Z p S log p+ ... =2 nlogn. (4,4)
P=N _ " n=1

1?—?:

2

Es ist dabei zu beachten, dafl die Zahl 2 von » und p abhingig ist. Im
Falle s = 0, d. h. »(r) = 1, ist es vorteilhaft, die Originalform von (P)
aus dem 2. Abschn. zu beniitzen, das heillt

NN ) )
2.v|7) =T, (4,5)
k=1

T(N)=log (N1), p(x)=0(z) + () + 9(@P) + ..., d(@)= log p. (4,6)

p=z

Aus Griinden der Analogie bezeichnen wir

ph—1 _ |log .L]
29— logp =yl 9), —[log - (4.7)
wodurch (4,4) in
N N N
ZI— {k“l {7 (%, s)} = > log n (4,8)
k=1 1

iibergeht. Die zahlentheoretische Deutung dieser Gleichung und einiger
ahnlicher wird im néchsten Abschnitte auseinandergesetzt.

Wenn in der Funktion »(n) ein periodischer Faktor vorkommt,
dann zerfallen ganz von selbst die Primzahlen in verschiedene Klassen.
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So wird z. B. durch die Wahl v(n) = @(n) . cos an die gerade Primzahl
2 scharf von den ungeraden getrennt. Die Wahl »(n) = ¢(n) sin n?n hat
die Einteilung der Primzahlen in die Klassen p = 1, und p = 3 (mod 4)
zur Folge und allgemein fithrt die Wahl »(n) = ¢(n) sin izﬁ zur Kintei-

lung nach den Restklassen (mod k). Dasselbe erreicht man selbstverstand-
lich noch zweckméaBiger durch die Wahl v(n) = ¢(n) y,.(n), wo y,(n) wie
iiblich einen Charakter bedeutet. Ich habe nur die einfachsten Faktoren
dieser Art erwihnt. Verallgemeinerungen sind leicht und verfiihrerisch,
aber sie sind meistens schwer zu behandeln. Wir wollen jetzt einige Fille
eingehender untersuchen.

Es sei v(n) = n’ cos an = (—- 1)" %°, also nach (4,2)

2% ] N

= p% 2% 2)' /—'7

W(2, v) = »* 2 oF T < »
s 1 N ‘
Wp,v) = (— 1y wpl—2 p<Z pa2
(p,v) = (— 1) »p P P P> 2

(P) in der Form (4,3) gibt also nach einer leichten Umformung

N > N
Z (— 1)k+1 /"stp(%—.s) — 25+1 Jog 2 Z ns z (— 1)+ n#logn. (4.9)
k=1 N 1
n;i
Diese Form von (P) wurde mit Riicksicht auf die Bediirfnisse des
nachsten Abschnittes gewéhlt. Bei der Wahl s = 0 kommt die bekannte

Formel

N
D (— 1)k+t zp(‘l’) = T(N) — 2T(A’) (4,10)
=1 k 2
heraus. Aber schon die Wahl s = — 1 fiihrt zu etwas neuem. Die linke

Seite hat die Form

S (= DF+!

2

] k Np—1

Da A= 1 fir N*<p< N, 2= 2 fir N} <p< N* u. s w. und
log p

= O(log N), so ist immer
p=NDP— 1 .

Nt < s _logp o8
Nt < p* < N, also =0
"= o PP —1) Vw
2

13
log? N
und die zweite Summe ist hochstens 0(—?1-\,—) Ordnet man die erste

=
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Summe nach den Logarithmen der Primzahlen, so kommt die Formel

1 1 1 I\ logp - 1
S T B (-1 A 2>
Alv ety Teag)p—i1 8 _%’Nn |
,[) N:?? .
Y, log n log* N
4- D (— 1)n+? + 0 |===— (4.11)
T n I/~
heraus, \mluend die besten bekannten Abschitzungen einer ihnlichen
) ,,,,,
Summe 2 Il mit einem Fehler der Ordnung e=*V*¥ hehaftet sind

[I(NI

an
Aus der Wahl #(n) = sin > ergibt sich analog

W(p.r) = sin = -~ P [1')* —, p =1 (mod 4)
W(p.r) = — sin %n e ! —If;ili——l-)«-—. p =3 (mod 4),
1
Also wenn s = —1, A == [pg L]
log p
log p ( 1 )
x,—1) = —— |l ——
ll)l( ) IEIZ)ET 19 _— 1 I)A

| 1y
pale. — 1) = 3, "g”( —L:T’—)-

3:,,-\, P + 1
gesetzt wird.

o N o (— 1)E+1 N
2l ) )
ok 1=y 2k + 1 2k + 1 sriren 2k 4 1 2k + 1
- L log (2k 4.12
o Ten 26+ 1 g (2% + 1). (4:12)
Bs ist klar, dal man durch Einfiihrung von Charakteren zu ahnlichen
Séatzen fiir die Primzahlen einer beliebigen arithmetischen Reike gelangen

kann.
5. Die Mittelwerte in der Theorie der Primzahlen.

Die Identititen wie z. B. (3,5), (3.7), (4,11), (4,12) u. s. w. sind ohne
jeden Zweifel schon an sich bemerkenswert. lhre wahre zahlentheore-
tische Bedeutung kommt aber erst durch Einfiihrung von gewissen
Mittelwerten zum Vorschein. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir

N
M(f(k); g Zg k) f(k) 1Zg(k)- (5,1)

Dabei sind f(k) und ¢(k) zwei beliebige Funktionen mit der einzigen
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Beschriinkung, daB Dg(k) fiir kein n — 1 gleich Null sein darf. Die
1

Funktion g(k) spielt also die Rolle des Gewichtes. Diese Definition unter-
scheidet sich von der iiblichen nur dadurch, da3 wir auch nichtpositive
Gewichte zulassen wollen.
Der AnlaB3 zu dieser Begriffsbildung wurde durch (4.8) im Falle

s — — 1 gegeben. Es ist

N - N

Z%w (‘/\— 1) :,—,%l"%‘r”- (5.2)
also

- ; N ’
Z 71‘{#’ (12 - l) 4+ log /c} - 9 z l()g L

1
N 1 Y log n
JI( i l) + log &k T ) z é z—‘ (5.3)
g 1 1

Beide Summen auf der rechten Seite konnen mit beliebiger Schérfe
asymptotisch berechnet werden. Es ist z. B.

N

;% —logN + C 1 ?f_ L0 (2_:72) (5.4)
N .

< lo 1 0 Ay . log N log N

SE_ Lioge N + 0+ BT 0% )

also asymptotisch

1 i : . 20, + C? 1 -
M (y; I log k: T) = log N — C + IW' Ar U(ﬁ)' (5.7

Dabei ist (! die Eviersene Zahl und

) = lim {Z log ogn Iug2 \}

N-ow| 1

1
St
~

Der Leser wird sicher und mit Recht frugen, warum wir den Mittelwert
von (p + log k) und nicht den von y berechnet haben. Der Grund ist
einfach und wird auch bei spiteren Gelegenheiten zur Geltung gebracht.
Wenn in der Formel (5,1) die Funktion f(k) von einer Konstante nur
wenig abweicht, so wird auch der Mittelwert von dieser Konstante nur
wenig abweichen, wie immer auch die Gewichte g(k) gewahlt wurden.
Nun ist es aus der Theorie der {(s) wohl bekannt, dal3

p(x, — 1) = log * — C + r(x), r(x) = O(e—lioez), (5,6)
Die Funktion

N ! N
(p(f -—])+lugL—logN—C +r (k)

besitzt also die erwiinschte Eigenschaft.
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Es entsteht jetzt die Frage, in welcher Beziehung die Gleichungen
(5,2) und (5,6) zueinander stehen. Aus (5,6) auf (5,2) zu schlieBen, ist
unmaoglich, denn (5,6) ist eine Naherungsformel, withrend (5,2) ein exaktes
Resultat darstellt. Aber auch jeder Versuch aus (5,2) (5,6) zu gewinnen,
ist fast sicher hoffnungslos, denn dadurch wire das Primzahlproblem rest-
los gelost. Alles was man erreichen kann, ist in folgender Formel enthalten.

<1, N <1
() + 35 mt—cir

1
T

N Og‘ i , N 1 ;
Z — (log N — C)Z.T (5.7)

N

SLBo)
i)

Der asymptotische Wert dieser Summe ist also nach (5,4)

24 20, — log N n ) (log N)

N ZN N2

N 1 C? 4 20 1 .
w(r(3) &) - e+ oly) (538)

was auch aus (5,56) gefolgert werden kann.

das heil3t

Nach diesem Muster wollen wir jetzt die allgemeinern ldentititen
(4,8) und (4,9) interpretieren. Es ist

N N
M (/ﬁ‘“ Al ); i) = Zn‘ log n Z—l— (5.9)
A k 1 B T N

v  1\k+1
M(km w(%g) (— ;c) ) N

N N - 5,10
{Z (— 1)*+1ps log m 4 25+1 log 2 D, n’} Zt—l—ﬁl ( !
1

1 n

n=—

Diese strukturellen Identititen sind Primzahlsitze derselben Natur wie
(5,3), wenn R(s) = — 1 gewiahlt wird. Die asymptotische Auswertung
macht keine Schwierigkeiten, denn die rechte Seite kann mit Hilfe der
EuLer-MacLaurinscaEN oder einer ahnlichen Formel*) immer mit be-
liehiger Genauigkeit berechnet werden. Der Sonderfall s = 0 verdient
dabei eine eingehendere Untersuchung und wir wollen ihn deshalb in
diesem kurzen Berichte nicht weiter verfolgen.

Bei der Wahl s = — 1 in (4,9) ergibt sich:

N 1\E+1 (— Al
Zl 1 { (ZZ - 1) + log k} = log 22 + 22 —L— log n.
(5,11)

*) M. KOSSLER: Asymptotische Entwicklungen usw. Bullet. intern.
de ’Acad. d. Se. de Bohéme, 1941,
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Zur asymptotischen Auswertung beniitzen wir die Formel

N
O log®2 | (e loEN (1
Z —log k = —Clog 2 + + (1S + 0 N
1 , +( Y : 5.12)
=3
N .
N o)kt  1\N+1
Z( k) = l()g 2 + (—‘)—%7— + )(]vz)

Die rechte Seite von (5,11) ist also
1)¥ — 1N 1
log 2 {log N — O} + ———l— log N + i(q—)l""i + ()( Nz)
und infolgedessen

— 1)k+1
M (1/; (ZAV — 1) -+ log k; —(—;)—) =log N — C'

(=i log N .
+ SN log s U8 N +C— (1 + (— 1)) log 2} + U( * ) (5.13)

Kine Analogie zu (5,7) bildet die Formel

N . 1 k+1 N —1 N+1 ] ] l V
% LT)“”(?) = g (logH + O—(1 4(—1)» )lngz\+0(0§ri)

(5,14)
Zum Schlufl sei noch ein allgemeiner Fall erwihnt. Tscaesyscurr
hat folgenden Satz bewiesen. Wenn »(z) eine monoton abnehmende
Funktion ist, so gilt unter gewissen Einschrinkungen die Néherungs-
formel N
2o(p) log p ~ [v(x) da. (5,15)
P=N a
Wenn wir in (4,3) die Bezeichnung
Dlog p W(p,») = (N, »)
=N .

einfithren, so ist
N N

Z—,l- {» W(N.v)} — > v(n)log n. (5.16)
4 1

r=1

und infolgedessen

N N
M (r Y(N,»); ~]l—) = Z v(n) log n : Z_'rlz_ (5.17)
/ 1 1

Dal} diese exakte Identitit ein Gegestiick zu (5,15) bildet, geht aus den
Néherungsformeln

M=

N
v(n)logn ~ A + [v(x)log x dx
1

l T
"y ~log N + C

M= -
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hervor. Denn Iog 2 ist monoton, so dall nach dem Mittelwertsatze

ff ) g(x) da = ’f yda - g(b ff ) da,

f@ ) log  da == lnng? x) da,

~

Die rechte Seite von (5,17) ist also asvmptotm :h der rechten Seite von
(5,15) gleich.

Durch diese meistens aufs Geratewohl gewihlten Beispiele sind die
Moglichkeiten, welchen die Primzahlidentitit den Weg offnet, keines-
wegs erschopft. Das wird eine lingere, vielleicht sogar eine sehr lange
Zeit in Anspruch nehmen.

6. Die Faktoren von Moebius.

Verschiedene KEigenschaften der Monprvsscuny Faktoren p(n) sind
wohlbekannt; wie z. B.

/Z;‘“({{) = 0. n>1; zy(ﬁ')[%] = 1; lei(;‘) = 0. (6.1)

Es gibt aber selbstverstiandlich eine unbegrenzte Menge von solchen
Beziehungen. Wir wollen da nur drei erwihnen.

>u(d) log d = wenn n = p
d/n (6,2)
—log p, wenn n = pF,
Z Od) (%) ==l (6.3)
din
O(d /4( ) log d = 2 log n. (6.4)
dn

Der Beweis kann ganz elementar durch vollstandige Induktion gefiihrt
werden. Dasselbe leisten aber auch die Gleichungen

&(s) n* Pt —1
. 1 < Om) <pn) <1
2 R SR N D
Q (S) Z('Q) 214 n.c Z] /r'x Zln.c

. S @(n) log n
3) __ZL (n) log n.

sy — z O(n) l()g_iz . Z/L(_n) 9 z log log n

ns T Rt n*

1
Die Formeln (6,2), (6,3), (6,4) sind mit den Identitiaten (P), (T,) und (Ty)
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aus dem Abschn. 2 vollkommen aquivalent. Wir werden diese Behaup-
tung nur im Falle (P) beweisen. Wenn die linke Seite von (6,2) als »(n)
hezeichnet wird, und ist V(n) die in (1.2) definierte Funktion. so ist
nach (6,2)

P=N

Su(n) Vin) = — > log P‘Z Vph). (6.5)
1 pP=<N

Auf der linken Seite ist nach (1,2)

, o Y .
(n) = v(n) + v(2n) + ... + (["] . n)-

Wenn wir also in der linkseitigen Doppelsumme (6.5) alle Glieder mit
demselben »(k) zusammenfassen, so bekommen wir
v(k) ZI’((I).
dlk

Da aber »(d) nur dann von Null verschieden ist, wenn d — p*, so ist

Sv(d) = — {~x log py + g log py + ... 4 A, log p,},
dalk
wobei
k= pi.ps..oprr.
AAIN()
v(k) Dv(d) = — v(k) log k.
fk

und die linke Seite von (6,5) nimmt die Gestalt

N
— w(k) log k
oy

an. So haben wir einen neuen Beweis von (P) gefunden. Dall man auch
umgekehrt aus (P) auf (6,2) schlieBen kann, ist fast selbstverstindlich.

- 1 , . .
Denn bei der Wahl »(n) — —, R(s) > 1. N — oo verwandelt sich (P) in
n'

die oben beim Beweise von (6,2) benutzte Gleichung
a5 log p >
».('\) . %p—s';—l‘ = — (\)
Aus der Theorie der Funktion ((s) sind folgende asymptotische

Abschitzungen bekannt.

M) — S pin) — arfa). fa) — —Stmlogn

().

no=r ’ n=r n - )
U

g(r) = 2, - @), (6.6)
n=a n

Dabei sind alle drei Funktionen r(x), ro(x), g(x) von der Ordnung
O(e—~Viogr),
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Um genaue Mittelwerte fiir diese Funktionen zu berechnen, be-
dienen wir uns der inversen Form der Ident. (Ty) und (T;) (Abschn. 2).
Es ist nach (1,5)

N
N n N :
S0 Sutt) Viak) = X7(®), (T,
y o N
2.0(n) log n > u(k) V(nk) = 2 > V(k)log k, (Ty)
1 k=1 1

also auch
N
N N [;] N
2. 6(n) log Y > ,,,(k) V(nk) = log NZI (k) — 2 2 V(k)log k. (Ty)
1 -

log n fiithren

Die speziellen Wahlen V(n) =1, V(n) = 1, V(n) = —
n

gofort zum Ziele.

(22 )

1

N
z @(n)’”l()g n (n M ; ) — 92 Z log I ((‘).7)

1 1

N . N
Zlf)inni)log%;(nm (ZX)) =N logN—Zlogk

T on n
i@(n)ﬁlogﬁg[g] 9 T 1_0.%__’5 (6.8)
%':_.(n)l)g%q[g] g Vill ~ )illﬂr‘

%,@;n) f[i\zf _NZ;(n)”l,Og ng[%] _ _i!"% k. (6.9)

(~)(n) O(n) logn O(n)
n n n
bei der Bildung der Mittelwerte beniitzt wer den miissen. Es entsteht also
die Notwendigkeit, die summatorischen Funktionen dieser Gewichte zu
berechnen. Zuerst wenden wir die Formeln (T,) und (T,) des Abschn. 2

Die Faktoren lo g - sind die Gewichte, welche

. |
bei v(n) = — an.
n
N

N@(n) 11 1 !
z—‘—:Z]T{TWL?Jf"'F[_N_]}. (6.10)
y :

1 n
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1

_
[+]

Zweitens miissen wir asymptotische Formeln fiir diese Summen ausfindig

et (6,10)

N N
Om)logn _Glog k|1
\I (n)logn 2> g l

|
T3

n o 1 7\—~—l I

machen. Dazu ist die Gleichung (3,4) gut geeignet. Bei der Wahl g(k) = '/_ ;
fx) = -; = i S +l—1—j o = [N}], ist nach (6,10 und (3.4)
S _sall . [_{]} «
2 |
'2%{} i —,!,- EL+ l} ) (6.11)

oo o Nk
—T— "{'—? + ... F *;7'\;:' I()g 2 - ( ;()(A—,)

1 [ ‘ . 1 {Ll( I 0

— N+ —- ST L olE)

Zn/«l ] (log\u)zk 2 ol
Nach (5,4) ist also, da ¢ = [N‘-,‘J, log o = S log N 4 O(N "‘1’),

« 3 .o o8¢, . flog N\
Z,.-?Iug‘%\ s —i)u]ng‘\ L Cr— O ()( VN)

Denselben Wert bekommen wir nach dhnlicher Rechnung fiir die zweite

Sumine Z Weiter ist
1 } 2 log N
1) - f(0) = (7'“&' N 4 <') 4 ()(‘if\, )
also endlich

N o -
SO L yer Nt o log N+ 02— 20, 4 o(l"g,_‘\)- (6.12)
1 n 2 VA'

Ein ahnliches Verfahren fithrt zur Auswertung der zweiten Gleichung
(6,10). )

N y
>Omlogn L N 4 Clogt N 4 200,— €, + 0 (h’g A). (6.13)
T n 3 VZ\'

wobei

C; = lim {Z tog* £ — ?l log? ""}‘

n—w (1 k
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Die gesuchten Mittelwerte der Funktionen M (x), f(x) und g(x) sind
also nach (6,7), (6,8), (6,9), (6,12), (6,13) leicht zu berechnen. So ist z. B.

N Nlogk L) 1 1 1 . 1
M(f[k] k )zl 13 z] 2 {_1'4?-{*%—[—5—]}
k (6.14)
20 log N + €* — 30,

tlog® N + 2Clog N + C? —2C, T O(V_N)

=14
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