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ROCNIK XXVI. TRIDA 1I. C1SLO 48,

O rekurrentnim vzorci pro prvoéisla.

Napsal
Milo¥ Kdssler.

Ptedlozeno dne 10, listopadu 1917,

Utijeme-li Eratosthenova sita, dovedeme z ptirozené fady &iselné
postupné osamotniti libovolny podet prvodisel sefazenych rcdle velikosti.
Tomuto postupu lze diti roucho analytické, to znamen4, sestaviti formule
pro k-té prvotislo, kdy% viechna predchézejici pokldddme za znidma4.
Vzorce takové byly sestrojeny ;!) uddvaji vztah Z4dany pomoci iterace
uréitych funkci, které samy o sob& jsou dosti komplikované. Zikon
zhvislosti k-tého prvolisla na predchézejicich neni v nich jednoduZe a
zfeteln& vyjadfen. Toto pojednéni obsahuje pokus o pomé&mé& jedno-
duché vyjidieni jedinou formuli rekurrentni beze viech iteraci.

* *
*

Euler definuje funkci § (s) pro redlné s > 1 nekonefnym sou€inem

£ (s) =lj1—_‘_l,F;

zde znali p,, p,, P, ... viechna prvodlisla sefazend podle velikosti tedy,
?1=2! p’=3, pa=5 at. d.
Z toho vyplyva

8 =0

) L—pr) (1 —479 ... (A —#) = l] T @
Levou stranu této rovmice ozna&ime @ (s) + 1. V nekonetném souinu
na pravé strané rozvineme kaidého &initele v geometrickou fadu

1) Braun: Jahresbericht des Konigl. Friedrich Wilhelms-Gymnasjum ™
Trier 1899, Isenkrahe: Math. An, sv, §3, p. 42—44 déile Schapira: Jahresb.
der D. Math. Vereinjgung, sv. 5, p. 60—72,
Rospravy: Rod XXVI. Tt IL C. 48.
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tyto fady spolu zndsobime a sefadime vsoudinu jednotlivé s&ftance podle
velikosti jmenovateli v Dirichlet-ovu fadu

O +1=14+-L +-1 4. . .+

1
- 5 T
1’ 3 P (&%°
Opravnénost tohoto postupu neni zde nutno odivodiiovati, protoze
dikaz jest zcela analogicky onomu, jen? se providi pro formuli

_y L

n=1 "
Ve vzorci (2) vpravo vystupuji v po&iteénych ¢€lenech tady viechna
prvodisla obsaZend mezi prvodislem #; a jeho &tvercem, déile pak viechna

&isla ptirozené fady, kterd nejsou délitelna z4dnym z prvnich (k—1)
prvodisel. Podle (2) jest

A=

n=l

1 1 1

0 _ i 2 i B e
D(s+2) '
Rt
&ili
D) 1+(+)(+)
L e o WG - )

1+(m’ m) t-

Zavedme stru&néjsi oznaleni

P (s) = ?h+1) (Ph+z)

Patrné& jest

(s)<(p?. ) (Pk+1+1) (Pk+1+2)
protoZe pak

1 + 1 + 1 + 1 - 1 6. .s
fia (B tl) (Pasr+2)* 777 (3_1) i 21’;+1 124417
0<0<1,

bude
Pb-n 1 s
00 < () (B + 5+ ypm) oo *)
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Zvolime-li s tak veliké, Ze
S—l>8?¢+|, Gtssesesesrsanne .....(4&)
bude, jak snadno lze se pi'esvédéiti, splnéna nerovnina

$

5 Prs1
+ <Tpna

s—1

Tim zmé&nf se (4) na

9 < ( pm) Tt
&ili

_ PYERVIEE SREERERERCERRELS
9 6 Prer Pn+1 Prar )
0.
Protoze plati samoziejmé

>+ 2,
limeg(s) =0

Smm

bude

a tedy podle (3), vritime-li se k pivodnimu vyznamu funkce @ (s),

E()(1—pr) 1 —2457).. .0 —F ) —1
2= lim
B T E T =) A—F ) —1
Formule tato fe¥i dlohu, kterou jsme si vytkli; vadi viak, Ze jest to
limita pro nekonenou hodnotu proménné s. Tato vada d4 se odstraniti
néisledujicim postupem. Podle (3) a (4d) jest
D (s)
L ]

veeeee ()

2 Pats Y
<Hi+ 6 Pasr’ Pn+1)'

Hledejme nyni takové &islo celistvé @, aby bylo pro viechna

s>¢o
splné&no

ﬁe 1’»+1) l.oiiiiiiiiiiiiiiien, . (6)

Jestlize takové ¢ nalezneme, bude patrné

P (s)

< gra <H !

pro viechna s>¢ a tedy

_D(s)
DLy e . (D
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kde znali [x] nejvE&tdf celistvé &fslo obsaZené v &slu x.
Cislo @ palezneme takto. Podle (6) m4 byti pro jisté pevné @

g < ( ”‘T"‘)"" ..................... (8)
Samozfejm4 nerovnina
Drsr D+ 2
P 2 H
spojend s nerovninou Ceby3evovou
<2 P
vede k vysledku
Bt s1g o
Bude-li tedy platiti pro ono pevné @ nerovnina
(2 pa—) . ’b";: LY (9

bude tim spi¥e splnéna i nerovnina (8). Poklddajice $5—; za zn&mé miZeme
nyni z (9) takové ¢ vypoditati. Logarithmovéniml) ziskime

1’»—16

log < (@ + 1) log (1 + —)

To bude jisté splnéno, kdyZ bude

pk—l .G 1

5 <% Th

log

nebot pro 0 < x < 1 jest vidy
log (1 + %) > -;— .

Do posledni nerovniny pro ¢ dosadime zkusmo

c=1 Ph_]_ IOg ?k—l .................... (10)
Tak si odvodime

log (% %, loé Pb—l) < 35log pa—1:
ProtoZe jest
_ 7
>3,
miZeme misto toho psiti

1) Zde a viude v daldsim mime na mysli logarithmy phirozené.
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3 lOg Pr—r + lOg (log ﬁj..]) < 3B log Pa-1,
log (log $a-1) < 0-6log prs .

Tato nerovnina jest spln&na pro
Pr1 > 6.

V tom ptipad& vyhovuje tedy ¢ uréené rovnici (10) nerovniné (9)
a nésledkem toho také nerovnin4 (8). Jeito pak vyraz

aa+l

$

pro @ > 1 a s > 1 s rostoucims vzristd, bude nerovnina (8) a tedy i rov--
nice (7) splnéna pro ka%dé

N > 7 ﬁb—l log pk—l ..... e seessecsssssens (ll)
pti pfedpokladu
Pr— > 6.

Béhem poétu jsme viak ucinili s a ps—1 z4vislé na nerovniné (4a)..
Musime tedy zjistiti, za jakych podminek hovi hodnota (11) {éto nerov-
niné. M4 byti

7 15/,_1 log Ph—l > 8 ﬁk+1 -|- ) (12)

Predeviim d4 se zjistiti pomoci tabulek, Ze tato nerovnina jest:
splnéna pro vSechna
11 < P < 97;
déle, uZijeme-li nerovniny
Pk+; < 4 Py-1,

vidime, %e (12) bude spln&no jist& pro

Toralog pp1>32p1 + 1,
32 1
lOg{’u.-x>—7-+—7m'-
Kazdé
P 297

hovi této nerovning& Uhrnem tedy moZno tici, e nerovnina (4a) plati pro-
kaZdé s uréené vzorcem (11) a pro kazdé fu > 11.

Zvolme nyni v rovnici (7) za s sudé &islo 2 m a uZijme zndmého-
vztahu pro &islo Bernoulli-ho Bm
' _ p2~—1B xi™
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tak obdrZime kone&né& rownici

w=[emtnemta.
- 2’1"'—’l Bux®™ (1 —p72"™) (1 — $52™)....(1 — 2™ — (2 m)! ](13)
"1 Bpyr1 w22 (1—p2m2) (1—p;2™2) .. .. (1—20)— (2m+-2) |
vézanou na podminky
11, m> 35 pp_ylog .

Bernoulli-ho &isla daji se, jak znimo, rekurrenini formuli poditati
beze vf znalosti prvodisel. Uréuje tedy rovnice (13) k-#é prvodislo, kdy%
pokliddme viechna prvotisla ptedchizejici za zndm4. Z diivodu toho jest
snad tedy ptipustno nazvati rovnici tu rekurrentnim vzorcem pro prvodisla.
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