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MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 129

SUR DIVERSES FORMULES D'ARITHMETIQUE

PAR

M. LErcH

(a Prague)

Représentons, comme il est d'usage, par E (2) ou (] le plus
grand nombre entier ne surpassant pas la quantité positive z, et

posons E (z) =0 lorsque x est négative. Nous aurons d’abord la
formule

) Sk (-;1—;—0) S (T':T —u).

dans laquelle m, u, v représentent des quantités positives quelcon-
ques. On I'obtient aisément par la voie géométrique en observant
que les deux membres expriment le nombre des points aux coor-
dunnées entiéres el positives, contenus dans I'sire limitée par les
axes et par I'byperhole équilatére

(w+2) (o +y)=m.

La démonstration purement arithmétique, équivalente au fond
au raisonnement géomélrique, est aussi [acile : Il est clair que la
9
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. u . .
quantité E ('—‘—:* - v) représcnte la totalité des nombres entiers
[

positifs 3, pour lesquels ;:_'— —t~ ou bien mZ (u+a) (v+5).

- 4

Le premier membre dans (1) représente donc le nombre des com-
binaisons «, f (a, 2=1, 2,3,...) qui satisfont & l'inégalité
m> (u+2)(v+B). Il est clair que le méme nombre est esprima-
ble par le deuxiéme membre de I'équation (1), qui se trouve ainsi
démontrée,

Dans cette équation prenons m = n—ca, u=ra, v =sa,0l 4, r,
5, n sonl des entiers positils, et faisons la somme pour ¢ =0, 1,
2,... Dans I'équation qui résulte

L4

sz (n-—a’-rs—(ai—_ai)a_)

0 a— rata

I

§ i’: E (n—airs—(a+ra)a)

00 a1 sata

transformons les deux membres en introduisant comme les indiceg
des quantités ra + «, s2 + o, respectivement sa + a, ra + o, ce qui
doone

5 B m-cy, & & /m—
@ X }..E('"a“)=}.4 LE("' '"')

a=ra41 ¢=fu 14041 a=re «

ol m est un entier positif quelconque, remplagant I'expression

n —a¥rs.
Les conditions sommaloires dnn§ le premier membre étant

a>ra, 'Z sa ou bien ra<a :[%J. 8> ras, la quantité consi-
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derée s'écrit

Sk <"‘:°“), (o' Srsa, ra<a S [GT])

et nous aurons I'égalité

a

@ Ze("TT)-Ze("TR).
les conditiong sommatoires étant
o>rsa, ra<a 5 [-:LJ. u<a 5 [;—J

Changeons m en m — 1 et retranchons, il vieat

= b> 5E(m—lca)_Em—ca-l)=

a>ria e [{lf x a
33 =)
.qa<='§ ['E]

Cela étant, remarquons que la différence

£ (*2%)-= ()
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ne differe de zero que lorsque « est un diviseur de m — ¢a, dans
ce cas sa valeur étant l'unité, et que par conséquent la somme

= E)-= ()

équivaut au nombre des diviseurs de la quantilé m —aa qui sont

supérieurs & ra et ne surpasseni pas [;—]
Si nous représentons par § (p, q) le nombre des diviseurs de p
superieurs d q, nolre quantité s'écrira § (m—aa, ra) — \}(m-ca. E) '

et il s’ensuit que nous aurons I'équation

[

53:‘;0 .\‘v.[o (m—e1, ra) — ¢ (m—ua.:)ﬁ

:-)2?:“ :q. (m—oca, sa)—¢ (m —ca,-:-)z

ou bien

(3) ? i‘l‘ (m—cd. ;) +4 (m—aa, ra)%
= ? z!lr (m —aa, ;—)4—  (m — ca, sa}%, (s > rsa).

On obtient un résultat de forme différente en prenant pour
point de départ I'équation (2), dans le cas de s =0, oi1 elle pe cesse
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pas d'étre vraic:

Remarquons que les conditions gommatoires dans le second mem-

bre peuvent s’écrire a >0, 0 < as [;J. et que par conséquent

> ]
m—aa m_c'a U=0.0’ >0, \
EE( ).=$_.‘E( - )( Y
ol a>ra, 0 <a <[—r]

En y changeant m en m — 1 et retranchant les résultats, il vient

= (5o (=,

2("72) = (=)

Le premier membre est évidemment égal A la somme

-2

oa

2 §(m—ca, ra), (¢=0,1,2,...)
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el le deuxiéme sera donné par |'expression

Xy (m—o'a. %) (¢ > 0),

o’

en convenant de représenter par y (p, q) le nombre des diviseurs
de p ne surpassant pas ¢. Nous aurons donc I'équalion

uggb(m—aa. ra)_,EoZ (m-—aa, 4:)

Retranchons les deux membres de Videntil¢

E € (m — oa) = ¢ (m, 0) + > € (m— d'a),
_0 o'>0

ot O (k) =1 (k,0) représente le nombre total des diviseurs de Fk;
il vient de la sorte, en employant l'identit¢ évidente y (p, q)

+4(p. 9)=0(p):

Ex(m—ca. ra)=1¢ (m, 0) + > ¢(m—ua. %).

o a'>0
2 >
ou bien

(8) ?6( — oa, r) =27 (m—ca, ra);(e=0,1,.. [!'._—__':D
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Cest le cas de r = { que nous avons considéré antérieurement (),

S

(5, 2 Y(m—ca,6)= X y(m—aa,a);
a=0 a=0

il est intéressant de remarquer que, inversement, 1'équation (4)
se déduit aisément de (B). Soit en effet r un entier supérieur &
un; nous pouvons prendre e =pr+p,0up=0,1,2,..r—1: on
a ainsi

? (4» (m—ca.—:) - r‘:‘: 2 {(m—pa—pra,p),

p=0 p=0,1,3,...

et & cause de l'équation (B) celte quantité peut s'écrire

r—t
P X 1. (m —pa— gtra, ra),
p=0 p=0,1,2,... '

ou bien

S 1 (m —ea,ra),

ce qui en effet coincide avec le second membre de (%),

&g Au sujet des fonctions ¢ et ¢ v. deux notes dans le Bulletin de M
Darboux, année 1888, puis trois articles parus dans le Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Bohcme, 1894
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A titre d'exemple considérons I'équation (5) dans les cas de
a=2; les nombres y (m — 2¢, 2) seront égaux & 2 ou & 1 sui-
vant que m est pair ou impair. Lorsque m est pair, le deuxiéme

m T

membre sera slors —. 2 = m, lorsque m est impair, il sera égal
2

N m+1

2

; on a donc

S pm-ee= g2l
c=0,1.2,...



		webmaster@dml.cz
	2019-09-13T15:36:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




