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S U R D I V E R S E S F O R M U L E S D ' A R I T H M Ë T I Q U E 

PAR 

M. LEÛCH 

(à Prague) 

Représentons, comme il est «l'usage, par H (x) ou [x] le plus 
grand nombre entier ne surpassant pas la quantité positive x, et 
posons E (x) — 0 lorsque x est négative. Nous aurons d'abord la 
formule 

dans laquelle m, u, t> représentent des quantités positives quelcon-
ques. On l'obtient aisément par la voie géométrique en observant 
que les deux membres expriment le nombre des points aux coor-
données entières et positives, contenus dans l'aire limitée par les 
axes et par l'hyperbole équilatère 

(u + x) (v + y)—m. 

La démonstration purement arithmétique, équivalente au fond 
au raisonnement géométrique, est aussi facile : Il est clair que la 

9 
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quantité E " vj représente la totalité des nombres entiers 

positifs p, pour lesquels — ou bien m ^ ( u + a)(c+3). 
U + a 

Le premier membre dnns (1) représente donc le nombre des com-
binaisons s, Ç> (ot, ¡S — l, 2,3,...) qui satisfont à l'inégalité 
w ̂  (u + •>) (v + p). Il est clair que le même nombre est exprima-
ble par le deuxième membre de l'équation (I), qui se trouve ainsi 
démontrée. 

Dans cette équation prenons m n—ca, u = ra, r -=sa, où a, r, 
i, n sont des entiers positifs, et faisons la somme pour <x— 0, 1, 
2 , . . . Dans l'équation qui résulte 

/ n — aVj — (a + as)a \ 
\ ra + 9 ) 

fn — aVi — (c + ra) a \ « qp / 

S S E -
»=« S=1 \ sa + a 

transformons les deux membres en introduisant comme les indices 
des quantités ra + « , » « + c, respectivement ta -f r« + ce qu' 
donne 

m S S E ( " — ) _ S S E Ç ^ ) 

où m est un entier positif quelconque, remplaçant l'expression 
n — flVl. 

Les conditions somroaloires dans le premier membre étant 

*>ra, a > » « ou bien r a < a = [ " " ] • 9 > ra*' ,û î t t "n l ' l é con8 '" 



MATI1KMATICAS E ASTRONOMtCAS 131 

derée s'écrit 

et nous aurons l'égalité 

les conditions sominatoires étant 

o > rsa, ra <« < 

Changeons m en m — I et retranchons, il vient 

S s j E _ E ̂ zi^ZLi V ( \ « / * / ) 

" " • " - E l 

- S S E ^ W — ' r ^ ) • 
'>"" ^r ! ' V ' ' V " ' ' 

Cela étant, remarquons que la différence 
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ne diffère de zéro que lorsque a est un diviseur de m — aa, dans 
ce cas sa valeur étant l'unité, et que par conséquent la somme 

^ < r » i f \ • / \ « / ) 

équivaut au nombre des diviseurs de la quantité m —ad qui sont 

supérieurs è ra et ne surpassent pas 

Si nout représentons par ^ (p, q) le nombre des diviseurs de p 
supérieurs à q, notre quantité s'écrira i)/ (m —aa.ra) — ̂  (m—<sa, y ̂ , 

et il s'ensuit que nous aurons l'équation 

S (m - 91, ra) —<L (m — oa, —Vf 
0 > r « l V 

— S (m — 00, «a) —<|> (m — oa,—ji 

ou bien 

(3) S j l (m - oa, l^j + -J (m — va, ra)| 

i|r (m — oa, ^ Vm ~ ®fl» 4a)|» (c > fia)' 

On obtient un résultat de forme différente en prenant pour 
point de départ l'équation (2), dans le cas de s — 0, où elle De cesse 
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pas d'êlrc vraie : 

0=0 «=ra+l \ * ' »=1 o=r» \ • / 

Remarquons que les rondilions gommatoircs dans le second mem-

bre peuvent s'écrire a > 0 , 0 < et que par conséquent 

S i M - S . ( ' - w > V i V • / ..... \ • / V.>™,o<«'<|H 

En y changeant m en m — 1 et retranchant les résultats, il vient 

Le premier membre est évidemment égal A la somme 

S + (m - ça, ra), (« - 0 , 1 ,2 , . . . ) 
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et le deuxième sera donné par l'expression 

2 x ( m - o ' f l , y ) , ( ? ' > 0), 

en convenant de représenter par y (p, q) le nombre des diviseurs 
de p ne surpassant pas q. Nous aurons donc l'équation 

S 4 (m — aa, ra) •• S y ( m —oa, — ]. 
c > O O \ r } 
= 0 

Retranchons les deux membres de l'identité 

S « ( m - « a ) ~ 4 » (m, 0 ) + 2 O(fn-a'a), 
o > ff>0 
=0 

où (-J (i) = ^ (fc.O) représente le nombre total des diviseurs de Jt; 
il vient de la sorte, en employant l'identité évidente y {p, q) 

S jf. (m — aa, ra) — | (m, 0) + S <M m - a a, — ), 
o > o > 0 \ r ' 

ou bien 

(4) S * (m - «a, ~ S y, (m—oa, ra) ; («-0 . f . . . . [ — — ] ) • 
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C'est le cas de r — 1 que nous avons considéré antérieurement (•), 
à savoir 

(8, S 4» (m— oa,ff)= S x(m — o f l ' a ) ; 

<1-0 a=0 

il est intéressant de remarquer que, inversement, l'équation (4) 
se déduit aisément de (5). Soit en effet r un entier supérieur à 
un; nous pouvons prendre a = (ir + p, où p = 0 ,1 , 2f... r— 1: on 
a ainsi 

S F + (m — va, — J — S 2 + («n—pa—(ira,JA), 

et à cause de l'équation (5) celte quantité peut s'écrire 

r—I 

2 7 (m — fa — pra, ra), 
P=OK=0,t,2,. . . 

ou bien 

2 x ( m - « a , r e ) , 

ce qui en effet coïncide avec le second membre de (4). 

a Au sujet des fondions + et 4 v. deux noies dans le Bulletin de M 
ux, année 1888, puis trois articles parus dans le Bulletin de la So-

ciété des Sciences de Bobcnie, 1894. 
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À titre d'exemple considérons l'équation (S) dans les cas de 
a — 2 ; les nombres g (m —2<r,2) seront égaux 6 2 ou à 1 sui-
vant que m est pair ou impair. Lorsque m est pair, le deuxième 

fH 
membre tera alors — . 2 — m, lorsque m est impair, il sera égal 

a — - — : on a donc 

S 
o=0, M . . . 

I (m — 2o, -
3m + 1 m — 1 
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