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S U R L À D I ï T É R E N T I A T I O N 

D'UNI; CI, ISSU 

DE SÉRIES TRIGON'OMÉTRIQUES. 

N O T E DE M . LEHCH. 

M. H c r m i t e n o u s a posé le p r o b l è m e d ' o b t e n i r la dér ivée de la série 
de K u r n m e r et dos séries t r i g o n o m é t r i q u e s ana logues , où la règle 
o rd ina i re c o n d u i t à dos séries d ivergentes . Nous avons ob tenu la so lu-
t ion dans le cas p a r t i c u l i e r de la sér ie de R u m i n e r , en pou rsu i van t nos 
recherches an té r i eu res su r les séries ma lms tén iennes qu i on t des rap -
ports in téressants avec la théor ie de la f o n c t i o n g a m m a . Cette p remiè re 
f o rmu le é tan t o b t e n u e , i l é ta i t fac i le d 'en t r o u v e r la vra ie o r ig ine et de 
résoudre le p r o b l è m e sous des cond i t i ons p lus générales. Ce sont ces 
résul ta ts généraux q u i fon t l ' ob j e t de cette No te , que nous ne croyons 
pas u t i l e d ' a l l onge r par l ' i n d i c a t i o n de la vo ie p r i m i t i v e qu i se t rouve 
exp l i quée dans u n M é m o i r e présenté à l ' A c a d é m i e François-Joseph 
(de P r a g u e ) . 

1. So i t donnée une sér ie t r i g o n o m e t r i q u e convergente 

(4 

Val 
j e d is que la dér ivée de sa somme f(x) sera donnée par l ' équa t ion 

09 

(a) /'(a.)5iH£2E~ V (cv-cv.H)sin(av h - i^t î , 
7T 
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où <•;„ = o, toutes les fois que le deux ième m e m b r e est une série un i -
fo rmément convergente. 

Représentons, en effet, par g(x) la somme de la série ( 2 ) , mu l t i p l i ée 

t iar -r-2—7 x étant supposé entre zéro et l ' u n i t é ; on peut écr i re 
1 sm.r7r 1 r 1 

n 
Si I) ( 3 V H- I ) ./• 7T 1 

r ¿r(-r ) lirn V (<?.,— cv+1) • 
7t II as SIIl.r-Tr 

l i n employant l ' i den t i t é don t A b e l a fa i t usage le p rem ie r 

n n — \ 

^ «V />V -•-• ^ A V ( !>', — l>->. 11) -1 - A „ h„, 
v —Il v = o 

OÙ 
A v " «n i" «i -I • • • -1- "v, 

prenons 
sin(av -+• 1 ) 7 T 

«v C'v - , js i n . r- TT 

et nous aurons 

7T n •-•- t» I 
Lv-« 

n — 1 
, , siri -1 t) .rr . c..v.|.,a cos(2v -f- a),-/;« -I- i -• 

SJ [1./ -' 77 
rrO 

Cela posé, soienL x„ et x{ deux po in ts du l ' i n te rva l l e , i n té r ieu r à 
( o , . . . , 1), dans lequel la série g(x) est u n i f o r m é m e n t convergente, 
nous aurons év idemment 

»• " n 
! g (m) dx — I im V — (sin »vx^ ••-- sin ;>, v.r„jt) + l { „ , 

./,. a v I 
J 

où nous avons posé, pour abréger, 

T, f ' ' 7Î sitl ( 3 /» H- 1 ) .f'7T , 
R»=<Vi-I ! "TT.".'- ~fir-

•/<•„ SI 11 <r 7Z 
Or on t rouve, en i n tég ran t par par t ies , 
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la quan t i t é i n f i n i m e n t pet i te se t rouve ic i mu l t i p l i ée par deux 

quant i tés q u i res tent f in ies pour n i n f i n i et l ' on a par conséquent 

lirn R„ - - o, 
n = » 

ce q u i fa i t v o i r que l ' o n a 

! dsc = ^ — (sina va^ir — sinavxu tc), 
V , / 

ou bien 

f = f i * i ) - /(•*'.,), 

et le théorème est démont ré . 
On v o i t de même que la convergence de la série f ( x ) est une con-

séquence de la convergence un i f o rme de g(oc) et de l 'hypothèse 

l i m — ™ o q u i , comme 011 sai t , est nécessaire. 
V —<o V 

Mais on peu t a l l e r p l us l o i n en cons idérant d 'autres types de séries 
t r i gonomét r iques , et l 'on parv ien t à des résu l ta ts analogues que nous 
nous contentons d ' i n d i q u e r , les démonst ra t ions étant toutes semblables 
au ra isonnement q u i précède. Us subs is ten t dans les couples de fo r -
mules s imu l tanées su ivants : 

(3) 

/ - c 

l f { x ) •—. ^ COS2VoCTC, 

I v = I 
/ 

l /'(&) ~ ^ (cv— Cv+i) C0S(2 V -4- I ) ¿P 7T, f u = o ; 

V Il 

V = 1 
( 4 ) 

f / ' ( • » ) = 2 ( C v ~ Cv+15 s i n a v 

Jim. du VfU\ Normale. 'A" Série. T o m e X I I . — Niivemube îBi/j.
 rA'> 
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» 

i = 2 . 1 7 = 1 C 0 S ( a v - i ) j 7 7 r , 
1 V [ 

< 5 > 

i , Kin.TTÎ V 1 , V 
f . / ( x ) - - 2d ^Cv ~Cv+-1 ) c o s 3 

\ v ^ Il 

A ces résu l ta ts on peu t a j ou te r les t héo rèmes u n peu p l us généraux 
q u i consis tent dans les coup les do f o r m u l e s 

i /(•*) - 2 H + n Sin2'r7t(" + n)' 
] n ~ n 

I ... . sîn.rTr . , , v 1 / -, • / 
[ f — c „ s i n ( « « — i)vr i r - f - ^ ( C y — c-'vh , ) 8 i n i r i t ( î K + h- I), 

v = » 

l f ( x ) V —"— cos:>.3"7:C a -+- n ), 
, . ! 
( 7 ) ' 

I / ' ( « ) — ~ --- -- C0COS(3« — I) JD7C H- 2 (Cv— Cy+l) COS<r7r(î»« H" SV + )), 
\ v = li 

ce q u ' o n peu t r é u n i r dans u n seu l coup le s u i v a n t 

i ® 
[ A * ) ^ - ^ e * * ™ * ^ , 
1 n - I) 

(H) \ 
| / ' ( « ) = r - C, « * " " < • — «>•+• 2 ( C v -

2 . Les f o r m u l e s q u i p récèden t p e r m e t t e n t d ' é v a l u e r , d ' u n e man iè re 
é lémen ta i re , que lques sér ies connues , pa r e x e m p l e les su ivan tes : 

2 sin a/> ¿en: -v-' cos an x i t , > (o < a? < i ) . 
/Î7T ^ //. ' 

n 1 n 

Car i c i les d i f férences cv — cv+4 seron t n u l l e s sau f la p r e m i è r e c„ — c, 
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qu i a p o u r v a l e u r r e s p e c t i v e m e n t — ^ et — r , d ' o ù l ' o n t i r e les équa-

t ions 
I , respectivement, f ' ( x ) = - -ncotxn, 

don t i l est a isé de c o n c l u r e que les va leurs des d e u x séries cons idérées 
sont r e s p e c t i v e m e n t 

f ( x ) — — V et /(¿a?) - - — loga s i n^ i r . 

U n e x e m p l e p l u s i n té ressan t nous f o u r n i t la sér ie c lass ique de 
K u m m e r 

lOgT(.z) •+• l O f i ' ^ P + (x _ iJ[10g2TT - P ( I j ] = ShVMIXn, 
II = 1 

p o u r l a q u e l l e on o b t i e n t le r é s u l t a t 
<r> 

i" ( " I ) H ' N , R 71 + • * COSJP JÏ - I - [ l o g a i t — 1"" ( I ) j S Inx7T _r ^ 1 O G s i n ( a / n - i ) x n , 
n.... I 

q u i a été le p o i n t de d é p a r t de nos r e c h e r c h e s . 
Le t h é o r è m e q u ' e x p r i m e n t les équa t ions ( 8 ) p e r m e t d ' éva lue r d i r ec -

t e m e n t la sér ie c o n n u e 
t> 

'(u-ytt) 
, » 2 u H- n 

n '.-z - o» 

Décomposons- la en les d e u x su i van tes : 

tft «9 
(Axiti(n-^n) ^^ f»— ¿xiziii ~B+W) 

= ' " ~ ~ + « ' 
rt = Il « - 0 

q u i sont en ef fet de la f o r m e ( 8 ) ; les d i f fé rences cv - c v + l é tan t n u l l e s , 

on aura 
dfo slnxit _____ ^ „ . „ ^ 
(ix 7T 

I/TF.1 7T ' 

et , pa r c o n s é q u e n t , 
rly __ dyo { dyt _ q 
dx dx dx ' 
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de sor te que la s o m m e y ne dépend de oc p o u r v u que l ' o n a i t 
o <[ x < i. 

Si l ' o n veut e m p l o y e r l ' é q u a t i o n 

J M I U - \ ~ N S I I J Î / 7 T 
II — — x> 

on aura la va leu r de y en p renan ta> — i , ce q u i d o n n e 

te 
(Aifiti( u. -»• n ) nn£ % ^ i (9) s it -h n .sin a7T i — e -'¿uni 

o ù i l f au t , b i en e n t e n d u , supposer o < . « < i . 
Ma is , sans conna î t re l ' é q u a t i o n ( a ) , on o b t i e n t d i r e c t e m e n t la 

q u a n t i t é 
•yj 

d'IXfttin I-n) 
9 ( « ) > - - - ) O < ,T < I , T U Il 

.... rgj 

don t o n s a i t q u ' e l l e ne dépend pas de a?. A cet et l 'e l , e m p l o y o n s l ' i d e n t i t é 

i i i i i 
ab a H- h a a -H- b b 

en y posant a — u -+- m , b v -+- n ; après a v o i r m u l t i p l i é par 
fa isons la s o m m e p o u r m = o , ± I , ± 2 , . . . , ± M ; 

n — o , ~àz î , ± i 2 , . . ± r . N . I l v i e n t de la so r te 

M N 11 N 
Ha+m) „ (AyKt{v¥n) ginH^-yil'H'iii) m-, cly7ti(»-+e-h/«-t/i-) 

t> -+- a u -+- m u -t- v 
m -.-- — M n - — N 

N SI 
+ er***t > - > 

A J i> -i- n a H-

i J u - h m M v u Jm* u -4- m a - t - v - I - m - h n 
-M - N m -= — M n - - N 

N M 
¿¡¡•xifl in) .n (;î.riz/(iitn-i-iin-'i) 

- v -i- ni •+• n 
n - S m . - M 

Supposons o < . r < f , o < i et passons à la l i m i t e p o u r M == se, 
N = co; en supposan t de p l u s x la q u a n t i t é i -Y-y — x a i n s i q u e 
x — y sera en t re zéro et l ' u n i t é , e t l ' é q u a t i o n d e v i e n d r a 

<5>(m) <p(e) ~ ?(«•+• c'11""'cp(c) f(u-+- v). 
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Cela é t a n t , la f o n c t i o n 
99 

«|/(«) = «-»«' ç (a ) = ^ 
n~ — m 

est rée l le en m ê m e t e m p s q u e la va r i ab le u, et j o u i t de la p r o p r i é t é 

en p r e n a n t u et v r é e l l e s , la p a r t i e i m a g i n a i r e dans l ' exp ress ion en t re 
crochets devra s ' é v a n o u i r , de sor te q u ' o n a l ' é q u a t i o n 

<!>(«) sin«7r — ^ O ' ) s in^ î t = o, 
et pa r c o n s é q u e n t 

{ « ) s i t i M i r — cons l . . ; 

en passant à la l i m i t e p o u r a = o la cons tan te se t rouve égale à i : e t 
l ' é q u a t i o n ( a ) est d é m o n t r é e . 

3 . P roposons -nous m a i n t e n a n t d ' é v a l u e r la sér ie 

S — y 
¿d l ( i i - l - r t H - i ) 

n - • » 

E n la d é c o m p o s a n t c o m m e la sér ie p r é c é d e n t e , on est c o n d u i t à deux 
séries de la f o r m e ( 8 ) : 

k 0 " 2d V7u+ ni u -h n~ ' 
u o 

( « -+- n) 

Y'(u — n — i) «-»«t/d-n-t-«) — e 

1 r~ 2d F( '« — n—\ ) I - a -4- n 

d o n t les dér i vées s a t i s f o n t aux équa t i ons 

dS. Sin^TT _ T'_(U) e ( 2 u _ l ) x n [ 
dx 71 ï - l u ) * * U-¥U 

x n-0 

¿s, sïnj®7r , 
"dx ~ " ' t(u — r ) u — n — a ' 

fi-ït) 
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en observant que les deux premiers termes ontpour sommela quantité 

F(V) T'(u-t)' 
+ ï ( « - o . 

eCSn— l)xnt— 
glîtt-\)xni , 

K — I 

on aura l'équation 

rfSo . e?S|\sin.-rir 
dx 

c/SA sin.rrc __ y c(SK+8*+I!*WÎ 

dx) tt a -h n 

d'où, en employant l 'équation (<)), 

î/S 
dx 

itexrd ne"™' 
s m x K si n u 7? 

I l s'( 
sont égaux, s'exprime sous forme finie 

016 

/ ,0 \ V , r («+•<») ... (.tx,*H» + «). 
' ju r ( « + « + o v ' ' 

,r) 

¡nls u 

TtC, 

SilliiTt 
I . su i v i t . . log - -•— -i- m(.r, suix-ir 

où i l faut que o < x < î , o < < i , 
Si l'on fait par exemple x„ i — x, i l vient 

(u) V «•.— . sinaiti u s + nx - - — x . A d 1 ( u -h- n i ) \ •>. ) si u u TT W, / 
ri"- - ia 

Posons maintenant, dans l'équation (u>), x„ - - x + e, la quantité v 
étant positive et moindre que un ; mult ip l ions par e -UJTjdx et inté-
grons depuis zéro à i - c ; puis posons xit — x-+ t> — i , mult ipl ions 
par la même quantité <r-uicr- ldx et intégrons depuis i - c à i . En 
ajoutant les deux résultats il vient 

-r I j ^ r («.+.// H-I AllMtl 

f\og 
sin 7r(c -(- sn) 

simra: 
c~îHzrJ c [ x + i n v f V 

y n 

(Anvni 

•x n K i 

dx+nr(c —i) -illXTCl 

la sommation »'étendant aux valeurs n -~ -± . i , ± 2, ± 3 , . . . . 
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En effectuant les deux dernières in tégra t ions , on ob t ien t la fo rmu le 

T'(tl) ^ T'(it-\-n> e-i"vni , 
-J-1LL. »mmit. si—iuni \ V x ( u - t - n ) e 1 
(u-1-] 

•ne"** i ' \ 
-- - . / log 

^ ' i V / H r l ) 4 U C ' ¿4 f ( „ + „ + —^i 
12') ( n. - -« 

sin tt( c -+- .z ) 
SIliTtX 

CTT/* p — Ulti ç—iitxTzi d x -+- — m - - ( 1 — e2""™' 
u 2 m sin u n " 

en convenant de remplacer la quant i té - 3 ' > pour o, par sa 

vraie va leur . 

Dans cette équa t ion , m u l t i p l i o n s les deux membres par <i(; 

d i f fé rent ions par rappo r t à v ; i l v ien t 

f (II) 37TI ¿ d Y ( u -f- tt + l) — w 
fjUTl i f „•-•¿Ulti J f 1 \ 

r- - fi -*«»*' r— logsineir h- m / l ogs inn j ; c-s«*kc+*) dx 
Sir j«7I \ 27Ti ,./„ / 

/ , \ „(i-IfUt 
^C-invitil . „ j ) — 6'-2""71''. 

/ 2S1UU77 

En m u l t i p l i a n t par ce résu l ta t dev ient 

» 

f ' Î M ) „_, sin«7r -vi r ' ( « - l - « ) 

2/1 P7T/ . 

L i ^ i " 7 7 V ^-A'^-'-U-c^t^n) 
YCu) r(«+n+i) 

n - — » 

- - J ^ i s in-"-Tr loffsin vir -h «e"71' T logsin^ i r cfcc ) 
Sir)H7l\ tc J„ / 

e«7C< f J (• 71 j ) 
\ 2M / 2sin mtt 

Cette équat ion nous donnera l 'expression déf in i t i ve de la somme S 
lo rsqu 'on aura la va leur de l ' in tégra le 

Jr logsin.; 
n 

Xi: e~iuxnl dx. 



36û LERCFI. 

J'emploie à cet effet le développement 

i i V ( 
logsintfit ^ — loga — > - k 

*=i 

k[k*~ u'-) 
t=i 

qui donne 
«o 

, . „ „„. . . e"'"tisinKir K<r-"*'sinon v 1 
logsin«iîe-ïM1t,rfx—— loga 1 > 

0 

On a évidemment 

y __. ' - J _ y (.-!— H 

k=t l - l 
_L_ r î ^ i + f O ^ r;(i-_«) _ r n 

- a«»Lr(i + f/j l'(i -- U) 2 M JJ 
et par conséquent 

I I Iogsinie««-*,"n"ite 
(i3) J* 

fi-'""sinKirr i r r n - u ) r v i u) ,v, I = a log a + «-. -H - — al ' i i) . I a«n i b l ( i + u) l ( i — «) 

l in substituant dans la formule que nous venons de considérer, i l 
vient d'abord 

* r t « + n - 1 ) 

— logsincTC —log2 - - - - -r~ -f H-1'(i) H vr.t 
L.l(u) ° ° a l (n - «) a l ( i — u) w Mt 

or la quantité 
t'(h) __ i r'(i_+ u) i_ 
f(</j' " ï r"(î + u j + ~>.u 

étant égale à ~ f ^ j ' o n a u r a , en employant l 'équation 

Y'(u) r ' (T-u) 
— j,--/-- JtCOlKW, 

l (« j r ( i — a) 
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l 'expression 

— e'mi -- cot«7t -+- loga sint'w — T'(r ) -h vit t — > 
La ° J asm«7t 

qu i se r é d u i t à la suivante 

TT i 

— e"n'[TZ COtWTT -h I0g2 Sin C1Î — r ' ( l ) + PTT{] — eu%i, 

et not re résul ta t dev ien t 

(i4) ' 
J ne"'"' T ( ' \ 
f — r — r ' ( r ) -+- 7T COl«7T H- log2 sill l'7T -+- 71« ( (' 1 ; 1 Sin «7T L V J 

cette fo rmu le , qu i a l i eu pour les valeurs de v contenues entre o et i , 
remplace en t iè rement l ' équat ion (x<>) q u i nous a servi à I 'é ta ld i r . Le 
ra isonnement assez long qu i précède serai t super f lu , si l ' on connaissait 
l 'équat ion ( i 4 ) dans le cas de v = c'est-à-dire 

(f/i'<) y ( - r)» . • : - 7 r—-1- I V ( | ) + loga -t-TTCOtiiir]. 
s ' I O -+- n H-I) sin«7rL w J 

Mnn. de i't'.c. Normale. 3" Série. Tome XII.— DÉCEMBRE i8y5. 46 
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