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XXIII. 

B e m e r k u n g e n ü b e r t r i g o n o m e t r i s c h e l i e i l i e n m i t 

p o s i t i v e n C o e f l t c i e n t e n . 

Von L e r o h in Kriulmrg (Bchwriz . 

(Vorgelegt den IT. Jon! 1808.) 

I. 

Dio merkwürdige Thatsache, dass die trigonometrische Reibe 

sin 2*as;r 
v* 

filr unendlich kleine jmHitive x den Werth y liat, veranlasste 

mich, für eine beliebige trigonometrische Sinns-Koiho mit positiven 
Coofficienten 

f (r ) £c.siu 2iixv 
» 

den Grenxwertli 
l i m / f r) 
X 

ku Buchen. Dio Antwort, welche ich für diese Frage gefunden halte, 
int. zwar nicht befriedigend, »her es scheint, dass sie sich wird doch 
bestätigen lassen, wenn man über bessern Hfllfrinittcl bei der Beweis-
fülirutig verfügen wird, ludein ich dos betruffeude Resultat veröffent-
liche, bealmir.htigu ich dadurch die Aufmerksamkeit meiner Fiir.ligp-
uussen auf diese Frage zn lenken, und ausserdem soll es vor Vergessen 
von meiner Seite gerettet werden. 

^el*«euii»Qk-iniiir*ienucl»aUldie Qu*. IN» 1 



X X l i l . M. I .mli : 

Ich setaso 

c. + <»2 f «3 + • • • + « „ = 9>(»). 

und schreibe all̂ ntioin g>(.'-) nustcilu vou <p([£!), weuui [gj das griissle 
Ganxo von x bcseichnct. Alsdann lautet das in Rede stehende Resultat 
wie folgt: 

(1) Um/V») 

— lim i f f + ») - <pi$kti F 2*»)'] cos SK . 

Sollte aber f{x) fftr * J= 0 nicht endlich Hein, und ist die rechte 
Seite von (1) asymptotisch gleich dein Ausdruck 

iK»), 

so wird für unendlich kleine Werth« von x der Ausdruck f(pa) asym-
ptotisch gleich »ein. 

I. Als Beispiel betrachte ich nun dio Reihe 

hier wird iler asymptotische Werth von <p(n) bekanntlich loj» n + C 
lniitcn. woboi G die Eulwsclie Conntantc bedeutet', und dio rechte 
Seite von (1) wird 

Ä - 1 )hf | log W -f L)» — log (* -i-sB)L»»Jcos rxäx ~ 

= * £ ( - 1 ) * / [log |- i - J - log [k * ) j c o a obtdx\ 

dies soll gleich lim f(x) sein. 
Offenbar ist 

A - - 1 )kJ log (4 x) coe xxdx 



Bemerkungon Aber trigouumetriscko Bcihan mit positiven Coentcinntan. g 

odor nach partieller Integration 

schreibt man jetzt Jfe 4- x _ ao gellt dieser Ausdruck Über in 

und es ist in der That 

l i m t — = Ö -

*=Q ¿J V S 

Das zweite Beispiel sei 
fix) Bm2v®r. 

Der Ausdruck 

, ( „ ) = J J ® ! l 

wird bis auf ein« Constante asymptotisch gleich der Grösse 

¡¿ log"». 

und da 

Y ^ k W = 4 "2 ^ luß a loB ft' 
so wird 

tf(2hn -j- ft) — <pQikn 3m) 

- j log!(2Ä + l) - y l°gt2* h 2«) +-

f {log(2A + l ) - l o g ( 2 i - | 2«)) log 



4 X X I I L M. Lorch: 

Die rechte Seite von (1) wird in unserem Falle demgeinüns 
wie folgt lauten 

A = — » £ ( — 1 ) * { / " $ xxd* 
£sII ' o 

\ log » J log (4 f <c) (vsxxdA 
o ' 

und du nach vorhergehendem Beispiele 

— ifj* log (k r x)CQSxxflx=z g , 
V o 

BO wird hier 

A ~ log n - £ ( - - l^ / tog^S» 4- 2x) cos xxdx. 
I» o 

Da nun, wie sich mit llilfo der partiellen Integration leicht 
ergiebt, 

x J log\2A-|- cos xxdx 
0 

„ /* ' l os 2 « ) J 

o 
so folgt 

-i 
0 « 1 

dir leiüto Summe hut den Worth g , wie wir oben gesehen haben, 
und daher wird 

A = i l o g * , 



Bemcrktmgcn über trigonomotriK-liß Rriliun mit poutirua C< efftrienlen. 5 

Die unendliche Reihe auf der rechten Beite verwandelt Bich 
wieder in ein beatimmtes Integral, wenn man * + x — # setzt, nnd 
es folgt 

Die Werthbestiuimung dieses Integrals bietet keine BchwicHg-
lceiten dar, denn est ist ein Specialfall des allgemeineren 

J*smxx& -1 log x dx, 
o 

welches ja die Ableitung von 

j sin xx.3*~Hx=—sin « 

ist; daher folgt 

/ - ^ s i n * « k = - | IP(1) - log*] = - ~(C-i log«), 
0 

and somit 

\ l o g 2 » - * (C + log*); 

hieraus soll nach obigen Angaben geschlossen werden können, dnsB 
die Function 

J J a i * * « 

Bich für unendlich kleine positiTe x auf die Grösse 

- {log 2xx |-cj 

rcduciort, eine ThatsBche, die sich mit Hilfe der Hommerschen 
Formel 



XXIII. M. Lerrlr 

sin = tog /X«) + ^ log 
I 

f ( • — J ) ( C + t o g W 

sofort verifieiert 
3. Ich setze jetzt er — 0, wenn v eine zusammengesetzte Zahl 

1 

ist, und <v — — i wenn v — p eine Primzahl ist: alsdann lautet unsere 
trigonometrische Reilio offenbar 

m = 5 3 , (p = 8,5, 7,11. 13,17,. . . ) , 
t- ' 

wol>ei Aber alle Primzahlen p zu summieren int. Der asymptotische 
Werth des Ausdrui-k» q < i s t dun-li die merkwürdige Fonni-l des 
Herrn Mertens*) 

9>00 - 5 j "I ]0!?log» Const /o. P 

bestimmt, und man hat daher für die rechte Seite von (1) den Aus-
druck 

f \ lug»-J-log(2i 1) , (—11* / log , , i ;eit . ö k cosiiarfite, v J tt log» flog (2t ^-iar) 

der filf nrooverschwindet; hiernach scheint der Ausdruck 

y i ain Vpxx 
2 j p 

P 

für unendlich kleine x selbst unendlich klein zu sein. 

*) Journal t d. reine n. angew. Mathem, Bd. 7H, oder auch Btchinum1» 
Zahlrnthforie II. Bd., p. ¿171*. 
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n. 

In ähnlicher Weise lässt sich die BeDie 

( 2 ) J J C , OOB 

behandeln, immer vorausgesetzt, das die er positiv sind. 

Setxt man n - i - , so ergiebt sich, doss sich diese Function 
für unendlich kleine * genau so verhält wie der Ausdruck 

% 
9 f <p(l2tix) sin -nnftr 

1.2») V 

+ * t f f xp[2hn f » f 2 « r ) cos xxdx. 

4. Um es an oinselnen Beispielen zu prüfen, betrachte ich zu-
nächst die Reihe 

£ cosSvx« 

Hier viril man <p («0 = lag m -f Cxu «etaen hnbdn, und der 
Ausdruck (2*) golit in den folgenden über 

a 
A = *J (log 2 « f C + log 2?) sin aaxfe f 

II 

+ I / / 1 0 B ( A ! * -f- - - J c o s j w d r . 

Mittelst partieller Integration vorwandelt man den aweiten Aus-
druck nichts in das Integral 



X X M . M. Lfrch: 

C* sin xndx C cos tu , 
J - r ~ =J — — 
1 2+* i 

da auserdem wie man Iciclit sieht 

•x f log®, sin xicdx — lim ( l o g - f J* cuj, 
o ' ' j 

.T 

so crgicbt sich 
a 

\ —n (log in 1 C) f sin «rcl* — log * | 
D 

lim|loge •+- I — f - d j r j , 

odor 

A - l o g - ^ - + C4 limilog • + f - ^ T ' d r ) 
* K 

Um das Integral 

zu bereclincn, netae ich t — e¡y und erhalte 
3Hf 

f ™ * ? ix ; 
J X X 
»I 

dieses Integral geht nun in die unondliche Reihe über 

H cosSte* 
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und diese ist offenbar 

'i+i 
cos wonn ̂ (as) = — • 

Nun ist 
i h 

limy cna 'xndx — 0, 

and dalier wird 
i 

A = log -J- C + log 2» l lim|log t0B 2a»ifäsJ. 

Weil aber 
i 

J * ^ ( X ) COS "¿XXDA 

'i 
i 

— log i T(e,) . cos 2«tÄ -J- 2sr J^log Ĵ JC) sin 2xxdx, 
'i 

so wird man scldiesslicb haben 

A = log [ C f log 2» — 2* f log 
JTfc) aiu 2xxdx 

, 2» 
= log -- ; 

IC 

demnach wird sich die Function 

$ 
cos 2irxx 

v 

für unendlich kleine positivem auf log redneiren, was wohl be-
kannt ist 

5. Um das Beispiel 



10 XXIII. M. Lflrcb: 

cos 2va» ^ S l o g v 

behandeln zu können, mAasen vir den genaueren asymptotischen 
Werth von 

*<»> 

ermitteln; derselbe lautetIog2w K, wobei K eine Constante IH>-
lOKtt deutet und der Fehler ist mit —— proportional. Wir haben alsdann 

ft 
fnr den Ausdruck (2") den Worth 

it r
% 

A= K 2 / log" '2wr) »in xxdx 
<J 

i 

und dieser wird offeubar 

A = K - log'Sn f £log 2». log » J- | log'fcj sin xndi 
0 

I 

+ « S / [ l 0 « 2 t t - 1 0 « ( * T « - h \ ) 

f Y log" (* M + - ~ ) ] c o s * » < k . 

Man findet nun 

• 1 / 

l ) ' / l o g ( * f » f . J ) . cos xxdx 



Bemerkungen aber trigonomctriichc Reihen mit positivrn Cooffidentan. II 

= - f ' ^ r ^ f ' — r -
• * + r .» 

1 

- f p r - ¿ ) . c o a « r d « = 

- f^ht,^) ^xxdx = / ] ? g £ 
y i 1 1 x COB xndx 

«c-j—— 1 * 

und infolge dessen reduciert sich der Ausdruck A auf 

A — K | l loga2» -+ log 2». lnn(log ¿ ^ f ™ * <k) 

Da aber — wie wir oben gesehen — 

iSt, HO folgt 

wobei 

A = -g- log-2» - (0 -r log ar) log 2» |- L, 

« 

(3) L = K + lim|-^ log1« -j-y* ^ c o f l Ä . d » ) 

gesetzt wird. 
Demnach würde man schlieBaen, dass die Function 



\3 XXIII . M. l.creli: 

für unendlich kleine poaitive x sieh auf den Ausdruck 

•3») * log*2x - f (C + log *) log 2* -f- L 

reduciert. 
Um dieses Resultat zu controllieren, bonütze ich die Identität 

_ l_ f t*~ldt 
I i m' tf*-^' _ i • 

1 ' • 

aus welcher sich durch Differentiation nach a fflr I « l die nach-
stehende Gleichung ergiebt: 

% - F — c 
1 u 

Das ei-ste Glied rechts hat den Werth 

C | l o g 2 s m * i r + « | * — - i J J, 

und es bleibt nur das Integral 

u 

zu untersuchen übrig. 
Man hat 

( Y . _ ? tosJM , f l o g * « » 

O M 

and da« zweite Integral nÄhert sich der Grenze 

/
l u g » « » 

« c — 1 • 
t» 

wenn x unendlich klein wird; das erste wird mit Hilfe der 
entwickelung 
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1 „ 1 . 

7 = " " — 1 - t—2awi ^ ' " ' 

auf deu Ausdruck 

log* 

zurückgeführt, von welch uiu es sicii um eine endliche Function von x 
unterscheidet, die selbst au gleicher Zeit mit o sehr klein wird. 

Der Bequemlichkeit wegen setze ich 2xs = « und bringe den 
Ausdruck O in die Form 

_ ? flogt* . . rlogi* 
*<*> = J mJ-fipT. 

O 0 . 

wobei uuB blos der reelle Tlicil interessiert, don wir jetzt mit 
bezeichnen; man hat, wie sich durch die Substitution i = uz ergiebt, 

• ü 

das erste Glied hat den Werth 

1 / a s \ 1 
2 - l og« , logi -^5- - 1 - 1 1 = - ^ \- - logulug (o3 + u*>, 

und das zweite Integral kann als Summe 

o 1 i 

dargestellt werden; offenbar hat dieser Ausdruck für unendlich kleine u 
den Werth 

/
<lqge3a r logeda , 1 ¥ m 

1 J | 1) + 2 I o g H • 



14 XXIU. M. Lwsk; 

oder da die beiden Integrale entgegengesetzte Wortlie haben, 

L 4 . 1 l o g » - ® . 
9 

daher wird für nueudiieh kleine u 

«,(«) = — log8« f - i |log u — log o j 

i log« . log («" -j- M1) -I 2 1 
8 ' 

oder was dasselbe ist 

« , ( . ) = _ l o g ' « H a / - ^ - . 
o 1 

Damit findet sich die Behauptung erwiesen, dass für unendlich 
kleine positive x d<sr reelle Theil von F(x) sich anf den Ausdruck 

- l i o g . « f ( . 1 + / } £ * . ) + ^ f t e g . 
n n 

redneiert. wenn nur eine au gleicher Zeit mit o verschwindende 
Constante vernachißflsigt wird. Daher haben wir för unendlich kleine x 

J ^ ® * cos2nj;«= Glog(2sin x/t) f - - logs(2x*) 

-s( j r ^ + t e v - i / w -
und die rechte Seite wird mit (.3*) übereinstimmen, wenn die Gleichung 

n I 
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besieht. ErsoUt man liier a durch s und vergleicht mit (3). so folgt 

1 

— l i m 
r— 0 

Da nun 

»o wird offenbar 

K = - ¿ l o g a d o 

+ / log (1 — o~*) — logas, coa * x 
as dx. 

Da aber 

so haben wir 

i 

/ log 3 dg g* 
I f T " 12 1 

( 4 ) s i i r V - 2log,je f f c l o ß 

log (1 — — logas .cos xx 
X 

dXf 



Iii X X I I I . M. Lerch: 

eine Identität, die wohl erat strenge zu beweisen wäre, was wir jedoch 
unterlassen. 

G. Zum Schlass soTl noch die Function 

Scos2pj« 
P 

r 

für unendlich kleine x ermittelt werben. Hier ist nach Miümiss 

q (m) log log w G , 

wobei G eine von ihm näher bestimmte Constahto ist, und wobei 
eine fflr unendlich wut̂ 'ucndcs m verschwindende Gni.ise yernach-
aüiigt wird. Die GrSsso (2*) wird also hier Unten 

i 

» f loglog (2w C; sin ¡ßittlx * G 

-R 1 > A / l u g log (2Ä» -J n 2HÄ) . cos xtute. 

o a 

und da* zweite Glied wird ffir unendlich grosse N, wie man Iciclit 
sieht, unendlich klein; es hloibt. daher blos das erste Glied 211 be-
rechnen, und dasselbe wird bis auf uuoiidiich kleiue Grossen 
log log 2n ¡- (!, sodass man also die Gleichuug hat 

falls unsere* allgemeine Methode l ichtig bleibt. Die auf l'rinuwhlpu 
zu orstreckeuden Summen 

SCO*; , , * y i 

M 

Wären also filr Hehr kleine u ijchr wonig von einander verochiedcn. 
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Zu meinem grösaten Bedauern linde ich mich verpflichtet! bei 
dieser Gelegenheit den Lesern unserer Sitzungsberichte bekannt au 
machen, dasa sich dor Inhalt nieiuer Note „Ueber eino Eigenschaft 
der FactorieUe" (Sitsungsber. U. vorn Jahre 1898) in Beinern vollen 
Umfange in einer Arbeit J A O O M ' R *) findet, die mir leider zu spät 
zur Kenntnis kam. 

Nachtrag. 
Die zwei allgemeinen Sätze, welche den Hauptgegenstand meiner 

Mittheilung vom 17. Juni auBmachon, habe ich anf elementarem Wege 
der algebraischen Analysi» gewonnen, in einer Weise icdoch, welche 
hinsichtlich der Strenge viel zu wünschen übrig liess, aus welchem 
Grunde auch die .Resultate ohne Beweis witgetheilt worden sind. 
Neulich bemerkte, ich, dass man dieselben nicht nur mit allereinfach-
sten Hülfsuütteln begründen, sondern dass man ihnen auch eine woit 
allgemeinere und schärfere Fassung erthoilen kaun. Die beiden all-
gemeinen Sätze sind nun so zu formulieren: 

1. „Es bedeute x eine positive Grösse und es seieu 

irgend welche Grössen, so dutu die lleihe 

/ , ( x ) = s i u v x r 
r I 

ennvergiert; bezeichnet man mit. [wj das grüsste Ganze dei' reellen 
positiven Grösse u, und setzt der Kürze wegen 

f • • + q-j = 
so besteht, folgende Identität: 

i s . 
tf* 

(I) /,(*) — lim ar J (f J ros mds, 
ii. 

*) Obswrralio arithmntica dfl iinmeTO «'laanani ctc. (Crclln'B Journal, El 9> 
oder Wrrko, B. (J. p. HO). 

' Mj|btiMilukianr*iimMkalUlele Qtw- l8t*R- i 
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unter der Annahme, dass der Grenzübergang durch ganzzahlige 
Werthe m vermittelt wird.8 

Um diesen Satz zu boweisen, genügt es, das Integral 
• . 

J « = * J <p cos tad* 
o 

zu tiruiitteln. Mit Hülfe der Snbstitution « ^ r t erhält dassolbe 
die Form 

und die fflr alle Functionen % stattfindende Identität 
• m m • 

f T < p { f ) z ä = cl f ' z ü + e* f ' x # + c> p V * ^ - -

0 I I S 

L ' J [ " ] 

lehrt, dass man 

Jm = — Cjflin» — e, sin 2«« — c3 s i n t a — . . - — s i n x* 

hat, woraus sich das Behauptoto sofort erschliesst 
IL .Ist für ein positives x die Beihe 

/S(as) — J cos tue* 

convergont, so findet unter Beibehaltung obiger Bezeichnung folgende 
Identität statt: 

. t 

(2) / ,(*) = + Hm * J <p' sin « d f , 
0 

wobei wiederum der Grenzübergang durch ganzzahlige m geschieht" 
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Der BeweiB ist dem vorigen ganz analog, ao dasa er unter-
drückt werden darf. 

Ob jedoch diese Formeln zur Bestimmung asymptotischer Wcrthe 
der Functionen /¿x) und ft{x) für unendlich kleine x sich eignen, 
scheint nicht leicht xa entscheiden, da — ausser anderen Um-
standen — bei den Integrationen auch Werthe s vorkommen, für 
welche nicht gross genug ist, damit q> durch asymptotische 
Darstellung ersetzt werden könne. Die in unserer Note vom 17. Juni 
raitgetheilten Betrachtungen haben auch eine durchaus nur heuri-
stische Natur. 

Variaf 4er Uta. Mkn. Gwelkcfcaik dar Wii — OnA «t» Dr. Bd. U(fi h h u . IBM-
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