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XXIIL

Bemerkungen tiber trigonomotrische Reilien mit
positiven Coefticienten.

Von M. Leroh in Freiburg (Bechweiz .

{Vorgelegt den 17, Juni 1808.)

L

Dic merkwiirdige Thatsuche, dass die trigonemetrische Reihe

2 8in Jwzx
: rx

fir unendlich kleine positive 2 don Werth l, hat, veranlasste

wich, fir cine holichige trigonometrische Sinng-Reihe mit positiven
Coofficienten

Jry = Sc.siu Qe

den Grenzwerth
lim f{.xr)
£ o

su suchen. Dic Antwort, welche ich fiir diese Frage gefunden habw.
it gwar nicht befriedigend, aber es scheint, dass sie sich wird doch
hestittigen lassen, wenn man dher bessere Hiilfsmittel bei der Beweis-
fihrung verfagen wird. Inden ich dos betreffende Resultat veriffent-
liche, beabsichtige ich dadurch die Aufinerksumkeit weiner Fochge-
ungsen auf dicse Frage zn lenken, und ausserdem soll ¢8 vor Vergessen
von mneiner Seite gerettet werden.
Mathematisch-nniurwissraschaftliche Classs. 1008 1
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XX M. lLereh:
Ich setze
6+ +6+ ... +o,=on)
und schreibe allremein @() anstolls von @([z]), woenu [2] das griisste
Gunzo von x bezeichnet. Alsdunn lantet dns in Rede stehende Resultat
wie folgt:
e lim i)

1
= lim z?;( D [ [p(2hn + m) — g(dbn |- 2am)] cos zx . de
s - H
Sollte abor f{z) fiir 2 = 0 nicht endlich sein, und ist die rechte
Seite von (1) asymptotisch gleich dem Ausdruck
gn),

80 wird fdr unendlich klcine Wertho von x der Ausdruck f(=) asym-
ptotisch gloich y‘—;) sein.
I. Als Beispiel betrachte ich nun dio Reihe

. ain
f) =y 20

T : 4
hier wird ier agymptotische Warth von ¢@(r) hokamntlich log 8 4+ C

lauten. woboi C die Euler'sche Constante bedeutrt; und div rechte
Seite von (1) wird

1
p=2Y=1f [1og 2k + Ln — log (k J-a:)‘_’u]cos e =

:"2(_ n* f l[_log (k L %) — log (k ,,)]ms awdz:

dics soll gleich lim Ax) sein.
Offenbar ist

A= - 32(— ll‘f‘log(k + %) cos amdx



Bemerkungon dber trigonvmetrischo Reihen mit positiven Coelficianton. §

odor nach putiéller Integration

-2]( 1)f’m“

schreiht man jetzt &1+ 2z _ 5, so geht dieser Ausdruck tiber in

3/ e,

und e8 ist in der That

_Bin2vzx =
v - 2°

hm

1

2, Das zweitc Beispiol sei

f@)= \ l"E" gin 2vrx.

Der Ausdruck

S logv
(W) = 1—25-—

wird bis auf eine Constantc asywptotisch gleich der Grdsse

1
3 log™n,
und da
—;— log*ad) = —; log'z + —; log's { lug alogd,

so wird
p(2kn + n) — p(2kn 1 22n)

~ é— log*(2k -§- 1) — —;— log'(2k | 2x) +

t {log(2k 4 1) —log (2k-| - 2x)} log ».
1#



4 XXIIL M. Lorch:

Die rechte Seite von (1) wird in unserem Falle demgemiss
wie folgt lauten

A =—z§(—- 1)*{ S 1-5 log*(2k <+ 2+ 008 Zxdz

1
-4 log uf log (® {-e}t‘.osmdz}
0
und da nach vorhergchendem Beispiele
1
] . n
— x}:(— 1) ;/ log (k - z)eosamiz= g ,

so wird hier

i
A Tlgn— 7 2(-— 1)’ [ log¥2k + 22) coa sz,

Da nuu, wie sich mit lilfe der partiellen Integration leicht

crgiebt,
x f log* 2k -+ 2z) cos zxdx

2fl log (2": 24:) sin zxdxr,
so folgt
1 w
A= ’2' log » {»2{— )y ;f _l_o,,k(l;__:z) sin zxdz

i log2 (-')f mu.ﬁrda:

die letete Summe hat den Werth g-, wie wir obun geschen baben,

und daher wird

A= -’5 log 2n -‘Z{--l)f log(k T ) Bin zwde.
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Die unendliche Reibe auf der rechten Beite verwandelt sich
wieder in ein bestimmtes Integral, wenn man & 4 z = ssetst, und
es folgt

A= 3 1og2u+f"#—sinuda:.

Die Werthbestimmung dieses Integrals bietet keine Behwierig-
keiten dar, denn est ist cin Specialfall des allgemoineren

finanu'-‘ log z d»,

welchos ja die Ableitung von

[;inu.:.*-'dz=-ﬂ;‘:l Bin —’-'2'
ist; daher folgt
f dogz sinwxdz = . (1) — log»] = — -’r—(C—} logx),
, = 2 2
and somit

A= ;ilog 20— -; (C § log=x);

hieraus soll nach obigen Angaben geschlossen werden kdnnen, dass
die Funetion

zlofv sin 2vzx

sich fiir unendlich klcine pusitive = auf dic Grisse
t 4
—3 {log 2ex | c}

reduciort, eine Thatsache, die sich mit Hilfe der Kummerschen
Formel



6 XXIII. M. Lerrh:
1 .
2 983 gin 2naw = log T{x) + - -5 log;"-n—"'ﬁ-

o ) (C -+ og 2x)
sofort verificiert.
3. Ich setze jetzt ¢, — O, wenn v eine zusammengesetzte Zahl
i‘i‘t, und ¢, = % , wenn v = p eine Primzahl ist; alsdann lautet unsere

trigonowetyiache Reilw offenbar
sin Zp2=
f(x)=¥ :" CAp=28,57.11. 18,17, ...),

wobei fther alle Primzahlen p su summiercn iut. Der asymplotische
Werth des Ausdvucks qin) ist doreh die merkwirdige Formel des
Hern Mertens ™)

1
N) = - lox] J- Const
() ; m glogn |

bestimmf, und man hat daher fiir die rochte Seite von (1) den Aus-
druck

I
Y (— logn +log @k 1)
z;( lllr'/‘ log log st ]os (gk ~ 2x) ¢os ¥xdz,

der filr » = oo verschwindoet; hiernach scheint der Ausdruck

EJ]I’I dprr

- p

far wnendlich kieimne z selbst unendlich klein zm sein.

*) Jowrnal £ d. reine u. ungew. Mathem., Bd. 74, oder auch Bachmann's
Zahlenthrorie II. Bd., p. 170
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IL.

In dhnlicher Waeise liisst sich die Roihe
2 Zo. cos 2vaex

behandeln, immer voranegesetzt, das die ¢, positiv sind.

Setrzt man 8 = -—i;—, so ergiebt sich, dass sich diese Function

fir unendlich kleine z genan so verhilt wio der Ausdruck

[ 3

[]
x ¢(2nzx) sin »xdz-
120)5 f

+ = 2(— 1) f 1up(?lm  n 4-2az) co8 a2wdz.

4, Um va an cingelnen Boispielen zu prifen, betrachte ich zu-
ulchst ilie Reihe

Hier wird man ¢ (m)=logm + Czu sctzen haben, und der
Aunsdruck (2*) geht in den folgendon Ober

A= zj"(logsn } C+ log =) sin zadz +

+ a-g(— I)"afllog (k 1 =+ —;—)cosmdz

Mittelst partieller lutegration vorwandolt man den zweiten Aus-
druck rechts in das Integral
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_f’sinmza_: _ [Teonem

0 l-l-z

1
2 ' 3

da auserdem wie man lcicht siebt

i l

uf log . gin zxdz = lnn Iog-—--]-f roam dl)

ﬂ

80 ergicbt sich

A==n(og2n | C) f gin #xdz — log = -|

<4 lim .Ioga f/l _co;:: da:),
oder ’
20 . " cos z
A_logT -1-0-{-1'1_1-‘1;(10{;3-1-:/‘ d.r.).
Um das Integral

»

Jo e

»

zu bervehnen, setze ich # = 2zx, == &;, und crhalte

e
3

j‘coszz:_u dc:

n

dieses Integral geht num in die unondliche Roibe Ober

- {—l

g‘/ 60323#
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und diesc ist offenbar

‘/:I'F' o ')
— ¢(2) cos 2zxrdx, wonn d{z) = e

Nun ist
1}

lim J () con “zxde = 0,

1

und daher wird

1
A=log —'J': + C § log 2x | lim (lop; & — f w(z) cos 23::61:).
* "=y n
Weil aber

1
J %) cos 2xda

1
= logI{e).cos82,x + %flog INz) 8in 2zndzx,

s |

s0 wird man schliesslich haben

A=log ;" b C + log2z — 2% [ log Nz) sin 22xds

0

M
=log “--:
L] el

demnach wird sich die Function

cos 2vex
v

far anendlich klejne positive z auf log -% reduciren, was wohl bhe-

kunnt ist
6. Um das Deinpiel
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2!0-—51 cos 2vzw
[l

behandeln zu kdnnen, mlssen wir den genameren asympfotinchen
Werth von

v(n) =$-19%!

ermitteln; dcrselbe lnutet —;— log*s {- K, wohei K eine Constant be-

dentet umd der Fehler ist mit lﬂ:—“— proportional. Wir haben alsdann
far den Amasdruck (2*) don Werth

—

x | ]
A=K g f log? 2nz) sin zxdz

4-%2(--1). jl'[log (k bz - :, rlogzn]'cus zadz ,

und diegser wird offcubar

YN

A=K +-;- log*2n = f [Iog n.logz - % log"a;] gin zads
0

+,,2n (_1}-fllogﬂn.log (i-r”'l-’;')

-+ ..;.. log* (k - s+%)]cos rndz.

Man findet nun

52(—- l’ljlog(k b2 +% ) 008 zxdx
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____"fainn _feou:

o w+, 31

_’_;_z(... 1).jlog'(k +2z+ ; ) coa axdx =

wlog {x—l— —)

_f 1 ;mnda:—fhg’ 08 TRdT

n z+_2_ ’

und infolge dessen reduciert sich der Ausdruck A auf
S | . 7 con
A=K [ logn-t log ﬂu.g(log:ul-‘f iy da:)
. [ 1 .logz
i !J::(g log®s +:f o ooszz.da).

Da aber — wie wir oben geschen —

lun(logu,f""” ds):—c
ist, po folgt

A= —élng’?n -(C +1log=)log2n | L,

wobei
@) L=K+lin:(—§- log™ +f:l-2";—’?mu.ds)

gosetzt wird.
Demnach wiirde man schlivssen, dass die Function

210” ¢os Syxx

N 4
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fir unendlich kleine positive z sich auf den Ausdruck

1 oy L (C + log =) log 22+ L

.3%) g

reduciert.
Um dicses Resultat zu controllicren, bonfitse ich die Identitat

|, #a
‘TI nt n,) -3l 1

aus welcher sich durch Differentintion nach s fiir 8 =1 die nach-
stchende Gleichung ergichbt:

=~ logm  log it
z ‘,%‘“ g%z — G log (I — at=s; '—fg"'gf"-—l

Das erste Glied rechis hat den Werth
¢ {loghinn-}-m(z__ H
ond o8 bleibt nur das Integral
F@z) = f --l?-g:g;i
0

zu uutersuchon {brig.
Man hat

, log ¢ d¢ r logtadt
1'(’) —f"—ll.ﬂ__l ff—:fmi:_l )
and das zweite Intogral nihert sich der Grenze
j' log ¢ &
ft—~1 °*

wenn z unendlich klein wird; das crate wird mit Hilfe der
entwickelung
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1 1 +
i 1 — —9gm |

anf deu Ausdruck

[ 1 t
Dam)=, oo U

gurilckgefiihrt, von welchem cs sich um cine endliche Funetion von z
unteracheidet, die selbst zu gleicher Zeit mit @ schr klein wird.

Der Bequemlichkeit wegen setze ich 2xx —« und briuge den
Ausdruck @ in die Form

w(u)—fi}ﬂ,jf‘—ui FiL

.wobei uns blus der reelle Theil interessiert, den wir jetzt mit ®,(u)
beseichnen ; man hat, wie sich durch die Substitation ¢ — uz crgiebt,

@ ) =logu [ ,’+1 +f' "!.":_'f'.

das ersts Glied hat den Werth
I w? ]
g log . log(--F - 1): — log™ |- 3 log 4 lug (@ + uy,

und das zweite Integral kann als Summe

‘123:‘11’ +f (‘-,1_1 —_ -—)lnguk +f ln-fs—l'—’

]
dargestellt werden ; offenbar bat dieser Ausdrack fiir unendlich kleine
den Werth

1 =
slogsde log 2ds @
f FIT ) WD +3 g log* o
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oder du die beidon Inteyrale entgogengesctzte Weorthe haben,

2‘/ alognu ) 1l g @

2 ] '
daher wird fir unoudlich kleine u

D, (x) = — log’u -|-—; (lug % — logm)!

1 .
t —é logu. log (w* + 8%)-| 2—‘—:,0-‘—:%—,

oder was dasselbe ist

D (v) =— L Iog'u+ 2 log’o { 2 f

Damit findet sich die Bchauptung crwiesen, dnss fir uncendlich
kleinc positive # dar reelle Theil von F(x) sich aof den Ausdruck

w 1
! ogtnf -1 logtat) L 1 [logsde
_‘s‘a'l"“'”"(z’"“"’""[ 1)+ 2/ 1Fs

reduciert, wenn nur eine zu gleicher 7eit mit @ verschwindende
Constante vernachlfssigt wird. Daher haben wir fir unendlich kleinc

2*‘0—?‘-“ co82nxx = Clog(2sin 2x) | ;— log*(2xx)

. ]ogtdt log.lde
i ot 4,/ 8% ) Soeas

und dic rechte Beite wird mit (3*) itbereinsthmmen, wenn dio Gleichnng

L:Tlng'x-rclog:—fg e
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1 7 logtdf
—.E( 3 l"""”’ﬁ.[ ¢ —1 )
beateht. Firsotst man hier @ durch s und vergleicht mit (3), so folgt

logl ds

K= log’u-l-Clogs Trs

hn:{los’ +l/‘logz /log? wszsdm}

r

Da nun
Pl dx
:;g:l _los‘ logll—a*‘)—flug[l- ¢ -')-.._
so wird offenbar
K= -y log* | Clogx— ';’g;f"

+ log(l—-o-')-:loga:.coazx dz.

Da aber
f log 2 ds =t
o 1 +2 — 12
so haben wir
. ] 1 9
(4) 1El,l (Z-—o“-: - ).—.—. ; log’= ; —;4— +Clog =
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ecine ldentitit, dic wohl erst strenge zn buwvisen wire, was wir jedoch
unterlasscn,
6. Zum Schluss 30'1 noch die Function

cod 2pzrx
X7

fitr unendlieh kleine 2 ermittelt werden. Hior ist nach Menrgss
g(m) loglogm + G,

wobei G cine von ilm ndher bestinmte Coustante ist, und wobei
gine fir unendlich wac'sendey = versehwindende Grisse vernach-
esigl winl. Die Grisso (2%) wird also hiar Lauton

x f loglog (2neisinerde « G

9

- FZ(— 1 ;/nlug log (2kn { n | 2a1) . cos zade,

nnd das zweite Glied wird fir unendlich grosse », wie man leicht
sicht, uocudlich klein; es hloibt daler blos das erste QGlied zu br-
rechuen, und dasselbe wird bis anf upondlich kleine Griissen
log log 28 U, sodnsz man also die Gleichuny hat

o . « cosdpzx o 1 _
(5) lim (L—-—P—— log log —. | =G,

falls unsere gllgemeine Methode richtig bleibt.  Die aufl I'rimzahlen
zu orstrockenden Summen

N COS iz 2 i
- p »

» .l.
B
wiiren also fiir sohr kleine « sehr wenig von einunder verschicden.
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Zu meinem grossten Bedauern linde ich mich verpflichtet, bei
dieser Gelogenheit dem Lesern unsoror Sitzungsberichte bekannt zu
machen, dass sich dor Imhall meiner Note ,Ucher cino Eigenschaft
der Factorielle* (Sitzungsber. II. voin Jahre 1898) in seinem vollen
Umfange in einor Arbeit Jacom’s*) ftindet, dic mir leider zu spit
zur Kenntnis kum.

Nachtrag.

Die zwei allgomeinon 8itze, welche den Hauptgegenstand meiner
Mittheilung vom 17. Juni ausmachen, Labe ich anf clementarem Wege
der ulgebraischen Analysis gewonnen, in einer Weise jedoch, welcho
hinsichtlich der Btrenge viel zm wiinschen Obrig liess, aus welchem
Gruonde anch dic Resultate ohne Bewsis initgetheilt worden sind.
Neulich bemerkte ich, dass man dieselben nicht nur mit allereinfach-
sten Holfswitteln begrinden, sondern dess man ihnen auch eine woit
allgemcinere und schirferc Fassung erthoilen kaun. Die beiden all-
gemeinen Sitze sind nun so zu formulieren:

1. K2 bedeute 2 eine positive Grisse und es seien

€ Cyy Gy,
irgend welche Griigsen, so duss dic Reihe
Jip) = Sc, i v
r 1

convergiort; bezeichnét man wiit. [w] das grisste Ganze der reellen
positiven Grosse », und setzt der Kiirze wegen

¢, .}_c, +e-+4. .+ O :-'P'.“)r

50 besteht folrunde Iduentitit:

U) £i(x) = *-‘!_inlr f‘;(--;})cos s=ds,

*) Obsurvatio arithmetica de nwmero classinm cie. (Crelle’s Journal, B. 6
eder Werko, B. ¢ p. 440).
! Msthemutisch-natarwissnechaftliche Classe. 188, 2
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unter der Annahme, duss der GrenxGberzang durch ganzzahlige
Werthe m vermittelt wird.®

Um diesen SBatz zn howcisen, genfigt es, das Integral

J.:zsf;(—;-)coauds

zu Grnitteln. Mit Hilfe der Suobstitution s — z¢ erhilt dassolbe
die Form

J-=mf ¢(t) cos ztmdt-
und die fir alle Functionen y stattfindende Identitht
“oWzdt=c [adto [adt o [y ..
/ [rre [ rtef

+°: szdt
Bl
lehrt, dass man
Ju = — ¢, 2in 2x — ¢, Bin 22x — ¢, iN32x—. . .—c[_:_]sin[%]n

hat, woraus sich das Behauptote sofort erschliesst.
IL Ist fiir oin positives = die Rsihe

fi(@) = gc. COB v2X

convergent, so findet unter Beibehaltang obiger Bezeichnung folgende
Identitit statt:

mt
@ f@=+lmz [ ¢ (Z)sinmis,

wobei wiedernm der Grenzfibergang durch ganzsahlige m geschieht.
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Der Beweis ist dem vorigen gang analog, so dass er unter-
drickt werdon darf

Ob jedooh diese Formeln zur Bestimmung asymptotischer Werthe
dor Functionon f,(#) wnd f,(z) fir unendlich kleine = sich eignen,
gcheint nicht leicht su entscheidem, da — aueser anderem Um-
stinden — bei den Iniegrationen auch Werthe s vorkommen, filr

welche - nickt gross genug ist, damit lp(—;—) durch ssymptotische
Darstellung ersetzt werden kdnne. Die in unserer Note vom 17. Junmi

mitgetheilten Betrachtungen haben auch eine durchams nur heuri-
stischo Natur.

VYaring dor biSn, bihm Gegollecha®t der Wimenschaftns, — Druck von Dr. Ed. Urége Ia Frae. 1008
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