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FORMULE POVII LE CALCUL RAPIDE D'UN CERTAIN POTENTIEL. 4 2 7 

Formule pour le calcul rapule d'un certain potentiel; 

PAS M. L E E G H . 

Dans son excellent Mémoire : Développements en séries trigono-
mè triques de certaines fonctions périodiques vérifiant l'équation 
.IF = o (Journal de Mathématiques, 188G), M. Appcll a obtenu 
quelques formules très élégantes permettant d'évaluer assez rapide-
ment certains potentiels. L'une d'elles, qui correspond au cas le plus 
simple, 

• + y ' | - — _ - j - 4 
« ^^ LVa^ — '«a)14- w viii^/r1 | — • 

présenle cette circonstance que les coefficients de son développeinoni 
ne sont pas exprimés sous forme linic. Il m'a semblé utile de che relier 
un développement à convergence rapide, différent de celui de l'illustre 
géomètre, et dont les termes seraient des fondions élémentaires H 
simples. 

J'y suis parvenu à l'aide de quelques invariants analytiques <1<; 
formes quadratiques, lesquels j'avais considérés à maintes reprises. 
Mais les recherches correspondantes étant rédigées en tchèque, il me 
semble indispensable de présenter tous les développements sous la 
forme aussi élémentaire que possible. 
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Je prends pour point de dépari une formule que j'avais obtenue 
autrefois ( ' ) et qui se vérifie tout de suite : 

. Im=-m 
0 ) f, 

\ ' ( « ) « » = • 

hn supposant s > 1, j y pose w = v, puis je change u en — • 
cl j'ajoute les résultats pour n = o, =t r, ± a, — 11 vient 

IL ^ [«+Ii(n-m)l+ b{w-1-»)1]5 

/»• in-ftiff+Bt1 m1 n1 a 
cosamcTt ^ / * 3 z* ay/r 

<i«r(i) 

cela étant, échangeons les lettres a et b, puis f et w\ le premier 
membre reste inaltéré par cette opération et disparaîtra en retranchant 
les expressions obtenues de cette manière. Il s'ensuit 

r ( s - j ) y ( fr \/± 
s/ab «=-•( [«-t -aif -t -n)1 ] « [ «+&(„ . - (_„ )» ] »J 

cosa /w t: ^ y e * * z *dz 
i*=l 

n -+- ti It'^-ai1 «'n1 _ s 
— ^ ^ c o s a m w n ^ 6 a s* 'rfs. 

0 t/ n »' g 
r.=l *=— r 

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t.111. 
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Dans cette équation posons « = i p étant infiniment petit el 

positif; il vient 

i'(J -1- ?) y ( _ r * ) 
s'ab !, ' , j - p r - , - V , 

• * f* » 

•r ^ ^ c o x j « 
s— 5 —r~~f 

v's 

- ï S / 6 " f ; 
«r«l « Il 

Les intégrales dans l<; second membre s'obtiennent à l'aide de lu 
formule élémcnlaiiv 

. / V'» VI» 

<lc sorlo que le secorid membre devient 

/ - » " \h lu 
•.«y« V V cosiliWT. Vj-hnv+-»)' 
i'(tb~* ** fù 7 » w-l 4,i ^ -r- (»»' -I- il) 

•— « » '/ï /iï •a yT. ^ cos3Wt»"T ^ j»ntyj YJJ-.I'H.«!«̂  
i-'a/j ** A /u . ' 

il se s i m p l i f i e en el ï l 'Ciuant la s o m m a t i o n p a r r a p p o r t à m q u i se fait à 
l ' a ide d«; lu f o r m u l e 

V1 m cosau'r — r 
V 3 r ros a mw- — : , 
t 5 r ) ~ 0 0 8 3 " * 

Journ. de Math, (">• aOric), lonic V. — l;asc. IV, i6«j<|. 55 
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cl Ton aura 

a-9 b~9 

i f + ( ( , .4 - „ ) «y | ^ -t- <*« -H «)"]* Il m-m ] I u 

2 1 cosat 'r — e 

« = - • + (w + « ) ' C09 hyp y / ^ y / ^ -h (h* 4- « ) * j — cosarr 

^ ^ î c o » a n ' i ; — e " " 

11 s'agit maintenant de la limite de l'expression 

cos îil'r 

U ' - S L , " . n i 
! ( " + " ) • ] ' [ s + < ' " + » ) ' ] ' ! 

pour p = o. En employant le développement = 1 •+• p log ^ -+- (pa). 

on aura 

» . - " Z k L — 

plog£+(p«) 
+ 

î - p 

Cela étant, la formule (1) fait voir que la quantité 
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se réduit, pour p infiniment petit, à la quantité 

er 
le reste étant fîni. Il s'ensuit que l'on aura 

•logj . 

d'où, par conséquent, 

cosai'w — e 

cos a rr 

^ i cos a ire — e 

COSSIVT: 

Pour simplifier, changeons u en au, et posons ^ = ; si l'on écrit 

ensuite 

( a ) <K«v,") = ~ 2 l o » r " ) ' 

notre résultat prend la forme 

iit , 
cosa vu —e ' 1 1 /a V 1 cosapu —e ' 

1 ~ ^ 7(»•+«)•+<*« i h*. F, ^ ri 
( 3 ) < J.=- -v v coslivp — i / ( « ' - + - « ) » + i ' / f I - c o s a c * 

^ I COS'JIVTT — 

B ^ y O ' - f - 1/ cos hyp | a « / \/( " •+• « )fH- «J — cos a w is 
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Celte formule qui résout le problème énoncé se simplifie en prenant 
/ = i , ce qui suffit, par exemple, pour évaluer le potentiel étudié par 
Hicinann dans son Mémoire Zur Théorie dar Nobilischen Farbun-
t'i/iffe; on a 

'Kr, « ) - + ( » ' • " ) 
I COS 2 — »'-(-'"'-•-" 

= 2 F'IJ ; „„ „ -+• « ) * « cos hyp | aIR v'(•»' •+• « )f •+• " I — C 0 S ' J I -T 

I i rosy». <i-T. - g-»«/1 " -1-» 

! „_ «v'Ô' « cos livp [ai: v + n « J — cosa ir-

On peut obtenir une évaluation par l'intégrale définie, si l'on mul-
tiplie par dw et si l'on intègre de zéro à i ; on a pour ce but la formule 
qui s'obtient tout de suite au moyen de la définition ( 2 ) 

/•' '1 / i («•, u ) du- = lojr - » Jv " 

et il s'ensuit 

'4<(Y, u) = loir — 4- I - > = . = j r i » 
" « cos byp [ait 11 \ — cos 2 m 

ou bien 

( / v , 4 /•" coaar* - <i.r 
( 0 « ) = log J 4- 2 / — 7 =T 

« J» cos hyp (ÎT y a:1 -)-//} — cos a t> ic y -+- « 

formule qui peut s'écrire d'une manière encore plus simple, si l'on lai! 
v'.t,a + u = x', 

/e«\ 1/ \ 1 4 . cosa irit — d.T (5 " ) •|(f ,«) = l o g - - » - 2 / r •- • 
v ' "M cos hypatt«—cosawir ^x*— u 

La formule (4 ) est d'une classe de relations qui sont assez nom-
breuses, et de laquelle je veux mentionner encore deux exemples, à 
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