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SUR 

CERTAINS DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES; 

L a méthode que vous avez appliquée ( 1 ) au développement en séries t r igo -
¿3 

nométr iques de la fonct ion m 'a suggéré quelques considérations que j e 

prends la l iber té de vous communiquer . 
d3 

L a série qu i déf ini t la fonct ion de vot re Mémoi re est contenue dans 

la suivante 

dont j e vais m'occuper. 
Je suppose que les t rois quanti tés x, u, s soient réelles et que la quant i té 

-+- u soit posit ive, s\.(x) désignant la plus pet i te en valeur absolue des 
quanti tés x — m, ( m = o, ± i , ± 2, ± 3 , . . . ) , et que la puissance 

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M . L E R C H A M . APPELL. 

(0 

[(a- — m ) 2 - h u f 

soit prise dans le sens a r i thmét ique . L a formule 

( 2 ) r g-sUx-mi'-i-u] dz 
\{œ — m)%-1- m]: 

T(is) 

nous permet de met t re la série (1) sous la forme 

(3) r ( i i ) j W > « ) = 2 (3) dz, 

( ' ) Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Jordan, année 1886. 
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C . 2 LERCH. 

ele sorte que, si nous pouvons démon t re r la f o rmu le 

(4) i f 
VA 

-S-i 
îKl-m)1«!] -î 

nous aurons l 'équat ion 

( 5 ) 

en posant . 
9> 

L a fo rmu le de Cauc l i y et de Poisson re la t ive à la t rans fo rma t ion de la 

fonc t ion S nous donne, comme dans vo t re M é m o i r e , 

(6) 

de sorte que l ' équa t ion ( 5 ) dev ient 

(7) i T l T { , \ t ) $ ( x , s , u ) = r t r * * ^ 
«A 

m 

T.l * dz, 

et, si l ' i n tégra le , dans le second m e m b r e de cette équat ion, est égale à la 

somme des intégrales des termes de la série 

x — j - 8 = e~"zz 2 +2^e 
n = i 

nous aurons év idemment 

(9) T. 

T.'n- s —3  
i , 2 COS 2 «713?, 

_ . î — L " 
U 2 -4- 2 oAo„ C0S2 111ZX, 

n = 1 

en posant 

( I O ) 
r" — Hz 

"n— f e 
Ja 

TZ-nl — 3 
" " Z~ dz. 

O r , pou r que ces conclusions soient permises, on do i t p rouver que l 'éga-
l i té ( 4 ) subsiste et que la série ( 8 ) pe rmet l ' i n t ég ra t i on à termes. 

Mais, d 'abo rd , considérons l ' in tégra le ( 5 ) . L a fonc t ion ¿ in tég re r n e p r é -
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sentant des singular i tés qu 'aux l imi tes de l ' i n tégra t ion z = o, oc, i l suff i t 
de l 'é tud ier au voisinage de ces l imi tes. P o u r des valeurs de z i n f in iment 
petites, la fonct ion à in tégrer a, d'après l 'équat ion ( 6 ) , la forme 

£ désignant une fonct ion in f i n imen t pet i te, et, par conséquent, la seule con-
d i t i on à remp l i r , pour que la fonct ion considérée soit in tégrable pour des 
valeurs in f in iment petites de z, est celle que la quant i té s — 1 soit posit ive. 
D 'au t re par t , la fonct ion à in tégrer étant donnée par la somme des termes 
de la forme 

deviendra in f in iment pet i te pour des valeurs indéf in iment croissantes de z, 
et cela aussi quand on la mu l t ip l i e par une puissance quelconque de z, 
et, par conséquent, l ' in tégrab i l i té relat ive à la l im i te z = oc de la fonct ion 
considérée n'exige aucune condi t ion nouvel le. 

Donc l'intégrale (5) aura toujours une valeur finie, si la quantité 
s — i , ainsi que a.(a?)2 -+- u, est positive. 

L'existence de l ' in tégra le ( 5 ) étant démontrée, j e vais prouver l 'égal i té 
des deux membres de l 'équat ion ( 4 ) . L a série 

étant un i fo rmément convergente dans chaque interval le (S, ..., h) à l imi tes 
positives, on aura, d'après un théorème connu, 

\[ñe~uzz s -4- £. 

s — 1 

m 

(a) 
m 

en posant 

û 

O r les termes de la série ( i ) ne d i f férant de ceux de la série 

(c) 

m 
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que par un facteur constant, comme le mont re l 'équat ion ( 2 ) , cette série ( c ) 
est év idemment convergente et se compose de termes posit i fs. Je vais 
mont rer que la différence 

m m m m 

est moindre qu'une quant i té z donnée arb i t ra i rement , si l 'on p rend 0 <S0, 
h>h0, on et h0 désignant deux quantités positives dépendantes de c. 

En effet, les intégrales c ) étant positives et moindres 
que -">,„(0,30) et la série ( c ) étant convergente, on peut déterminer un 
nombre entier r , tel que l ' inégal i té 

y (o, 0 ) < y , y sm (h,a.) < î 
(e\ l 4 ^ 
y^ ! \ m m 

( {m = r •+-1, -(- 2, /• -4- 3, . . . , — /• — 1, — r — 2, — r — 3, . . . ) 

subsiste, quelles que soient les quanti tés positives S, h. D 'au t re par t , on 
peut déterminer deux quantités S0, / î0 , telles que, pour chaque valeur de 
o<o 0 et de h > h 0 , chacune des intégrales 

M o , 3), 3«(A,oo) (« = O , ± I , ± 2 , ± 3 , . . . , ± / - ) 

£ 

4(a/" + i ) ' 

r r 

in 2 "'5"(o'â)< J' 2 fl"(A,co)<r 

soit moindre que — . > de sorte qu 'on aura 
1 4(2/' + 1) ^ 

et, puisque 

2 m ° > ô ) = 2 3 » ( ° ' a ) + 2 ' 3 ' » ( o ' i ) ' 
|X = — • n =—r m 

(X — — ® n ——r m 

(m = /• + 1, /• -+- 2, . . . , — /' — r, — r — 2, .. .), 

on en conclut , au moyen des inégalités (<?), ( / ) , que ces quanti tés sont 

moindres que | > d 'où i l sui t que la quant i té ( d) est infér ieure à e pour chaque 

valeur de S h 0 . Q. r . n. 
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Cette propr ié té de la différence ( d ) s 'expr ime par la fo rmule 

J i m V M M ) = 2 ^ ( 0 , 0 0 ) , 
m —• m 

dont le premier membre coïncide, d'après la formule ( a ) , avec la quant i té 

et i l s'ensuit que l'équation ( 4 ) est exacte. 

Quant à l 'équat ion ( 9 ) , celle-ci ne peut subsister que si u est posi t i f , 
comme on le vo i t immédia tement . C'est en supposant cette cond i t ion rem-
pl ie que je vais la démont rer . 

D'après l 'équat ion ( 8 ) , on a 

L a fonct ion à in tégrer étant donnée par une série un i fo rmément conver-
gente dans chaque in terva l le ( o , . . . , /¿), où h désigne une quant i té posit ive 
quelconque, on a, d'après un théorème connu, 

«•o 
n = 

et i l suff i t donc de considérer l ' in tégrale 

cos2 riT.x dz, 

( ? ) 

et je vais démont rer l 'égal i té 

(7) 

J 'appl ique, à cet effet, la subst i tu t ion s = dont vous avez fait usage 
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pour donner aux coefficients d'une certaine série t r igonomé t r ique la même 
forme sous laquelle on les rencontre chez Riemann. A l 'aide de cette substi-
tu t ion, i l v ient 

/

oc n'a' s —3 , s i—1 1\ s — 3 

e - " - — s — d s = = ^ - j - dt. 

E n décomposant cette dernière intégrale en deux autres prises entre les 

l i m i t e s ( o , . . i ) e t ( i , . . .,ao) et en changeant,dans la seconde, t e n i l v ient 

L a série 

n = i ' 

étant un i formément convergente dans l ' in terva l le ( o , . . . , i ) , quelle que soit 
la quant i té s, la série composée des intégrales de ses termes prises entre les 
l imi tes ( o , . . . , i ) sera convergente; or cette série coïncide avec la suivante 

go 

n =1 

dont la convergence est donc démontrée. 
E n se rappelant l ' inégal i té 

n'n' s — 3 

J ,t u nir —a 
' C Z 2 dz <C. db//» 
n 

on démontre faci lement que l 'équat ion (y) subsiste, d 'où i l suit que l'équa-
tion ( 9 ) est exacte quand on suppose u posi t i f . 

L ' in tégra le définie par la formule (10) est une fonct ion transcendante 
entière de la var iable complexe s, et, la série dans le second membre de 
l 'équat ion ( 9 ) étant absolument convergente pour chaque valeur réelle ou 
imaginai re de s, on vo i t que la différence 

( 9 A ) 

est une fonction transcendante entière de la variable s, résultat remar -
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quable, puisque la fonct ion $ n 'é ta i t définie que pour les valeurs de s dont 
la par t ie réelle est supérieure à l 'un i té . 

Je me borne maintenant au cas par t icu l ie r où la quant i té u est zéro. E n 

remplaçant , dans l ' in tégrale (10 ) , z par i l v ient 

(10a) X, t = I e " z 1 dz. 
Jq 

Si la quant i té s est in fér ieure à l 'un i té ou si elle est négative, cette in té-
grale ne cessera pas d'exister même quand on y suppose u = o ; elle deviendra 

~ dz = (7i 

Je vais mon t re r qu 'on a 

(a') l i m X „ = XJ,. 
n = 0 

Nous avons, en effet, 

JHV \ _ î ± i r" / _!£ \ _ i ± i 
I 2 dz+ \e * — 2 dz, 
o J¡ 

S étant une quant i té posi t ive. Q u a n d u devient in f in iment pet i t , la seconde 
intégrale, dans le second membre , le devient aussi; en prenant £ suff isam-
ment pet i t , la première intégrale sera mo indre qu'une quant i té donnée, 
quelle que soit la valeur de donc la différence | x „ — s e r a 

mo indre qu 'une quant i té donnée arb i t ra i rement pour chaque valeur posi-
t ive de u mo indre qu'une l im i te convenablement choisie. C'est ce qu 'expr ime 
la fo rmule ( a ' ) . 

Quand on suppose la quant i té s négative, la série 

/1 = I n - I 

est év idemment convergente, et j e dis que l 'on a 

® OO 

l i m Y X „ = Y X „ . 
u = o 

n= l n — I 
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E n effet, les quantités «.l̂  sont positives, et la seconde est la plus 
grande, de sorte que — xa = dn est posi t i f et mo indre que x'n. 

Etant donnée une quant i té E aussi pet i te qu 'on veut, on peut déter-
miner un nombre entier r , tel que l ' inégal i té 

n = r-H I 

subsiste, et l ' on aura donc a fortiori 

(V) 
n -

D'après la formule ( a ) , on peut déterminer une l im i te M0, telle que, pour 
chaque valeur de u moindre que M0, subsistent les inégalités 

d , l < 2~r 
{n —1,2, . . . , / • ) , 

de manière que 

r 

n= 1 

O r i l résulte des inégalités (¿»'), ( b " ) que l ' on a 
oo 

n = 1 

pour chaque valeur de u < w0, et c'est ce que mont re la formule en question. 
Maintenant , puisque 

cos27iir.r dn, 

on a de même 

Posant donc 

l i m y X n C O S I l l T i X — y cAo'j C0S2 TIT.X. 
I, = il 

n = I 

COS2 
>(X, <r)=2é n 

C 0 S 2 / i i r r 
5 ' 
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nous aurons la f o rmu le 

u=0 \ 2 / 

en supposant la par t ie réel le de la var iab le s négat ive. 

P o u r les valeurs posi t ives de s supérieures à l ' un i t é et p o u r les valeurs 

réelles de x q u i ne sont pas des nombres ent iers, on a év idemment 

l i m rf(x, s, u) = 
u = 0 2 x -

= s). 

Cette série déf in i t une fonc t ion ana ly t i que de la var iab le complexe s, que 

j e désigne par s) ; mais ce q u i précède ne p rouve pas encore que cette 

fonc t ion coïncide avec celle q u i est donnée par l 'expression 

lim S (x, s, u) (s négatif), 
u = » 

q u i figure dans la f o rmu le ( 9 6 ) . S i l ' o n pouva i t d é m o n t r e r l ' i den t i té de ces 

deux fonct ions, l ' équa t i on ( g b ) nous donnera i t 

(12) = 1 - i ) , 

f o r m u l e exacte et que vous pour rez , Mons ieur , vér i f ie r en app l i quan t la 

méthode d o n t s'est servi R i e m a n n dans son M é m o i r e sur la to ta l i té des 

nombres p remiers mo indres qu 'une l i m i t e donnée {Œuvres, p . i 3 6 ) ( 4 ) . 

P o u r t r ouve r la dér ivée de la série ( i a ) , j e considère son te rme général . 

Q u a n d x H- m est pos i t i f ( n é g a t i f ) , la d i f férence 

| a; -+- S + m |* ~ x •+• m |s ( ô > ° ) 

( ' ) La formule (12) est un cas particulier d'une relation donnée par M. Lipschitz dans un 
excellent Mémoire inséré au tome 54 du Journal de Borchardt. J'ai établi la même formule 
en m'appuyant sur les résultats de Riemann et de M. Hurwitz, qui en sont des cas limites, 
el, n'ayant pas eu connaissance du Mémoire cité, je l'avais publiée au tome XI des Acta 
mathematica. Les développements précédents font voir que c'est le Mémoire de M. Appell 
qui m'a fait retrouver la formule de M. Lipschitz, de même qu'il m'a conduit à d'aulres 
questions sur lesquelles je me réserve de revenir bientôt. (Mars 1889.) 

I I I .— Fac.de T. C . 2 
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sera négat ive ( p o s i t i v e ) ; d ' où i l sui t que l ' o n a 

D 1 = —s Së'"(A ' + m ) , 
x I x -+- m |s ' I x + m I4'-1"1 ' 

en représentant , avec m o n i l lus t re maî t re , M . K r o n c c k e r , par sgna (s igne 

de a) l ' un i té affectée d u même signe que la quant i té a. 

D o n c nous avons 

m —— • 

d 'où i l su i t , au moyen de l 'équat ion ( i ° ) , 

A/ \ ¿m . I V I H -Sgn ( iC+TO) 
\x-

m = — » 

ou, en désignant par E ( # ) u n ent ier , te l que la di f férence x — E(a?) soit po-

si t ive et mo ind re que l ' un i té , 
a. 

.?<t>(.l?, S -+- i ) — S) = 2.5 ^ | x -+- m l*"1"1 

m =— E|J| 

Posant donc 
» 

(I3) A(x,s)= y 1 ! rr» K ' v ' ' ¿d I x -i- m \s 

m = - E M 

nous aurons 

E n subsl i tua'nt, dans cette équat ion, les valeurs 

• r (=î) „. 
— 7 7 — Y * *&(x,-s), 

' r ( • 

KO 
t irées de la fo rmu le ( 1 2 ) et en se rappelant la re la t ion 

1ts I (•$) 
2 COS — 

2 
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et celle q u i s'en dédu i t pa r le changement de s en s -(- i , on t rouve 

( 2 7 L ) S + I ["%(X, — s) I D X S ) ( « , I — .S) + J_ D x & ( * . ' - * ) I 
I . 7T.Ï 2 7 1 7T.V I 
I s i n — cos — I 
L a 2 J 

E n changeant s en — s et en faisant usage des théorèmes connus 

_ s r ( - i ) = r ( i - . v ) , r ( s ) T ( . = T. 
Sin7Ti' 

on t rouve , en emp loyan t la f o rmu le ( i i ) , 

( 
. , « COS IMiX 

<•« 1 -
n = 1 

S i l ' o n p r e n d x = a < P é tant deux nombres ent iers posi t i fs , la f o r -

m u l e ( i 4 ) nous donne les re la t ions remarquab les dues à M . H u r w i t z 

(Zeilschrifl de M . Sch lôm i l ch , t . X X Y I I , p . 8 6 ) , c 'es t -à-d i re les re la t ions 

contenues dans la f o r m u l e 

p - v o - * i «, P) : = ? ™ 2 C 0 S ( ^ " t ) * ' i e>' 
1=1 

en posant 

m — 0 

Vinohrady (Bohême), le 23 février 1887. 
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