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Über den Kroneckerschen Beweis 
der sogenannten Kroneckerschen Grenzformel. 

Von M. L E K C U in Freiburg (Schweiz). 

Bedeuten a, 6, c drei reelle Größen ron der Beschaffenheit, daß 
4rtf — 6 S = 1 und « > 0 ist, so konvergiert die folgende, schon von 
L e j e u n e - D i r i c h l e t eingeführte Doppelreihe 

solange q > 0 bleibt; ihre Summe wachst ins Unendliche, wenn sich q 
d e r Null nähert, und zwar BO, daß sie nach Subtraktion von 2sr/p einen 
endlichen Rest gibt, der für p = 0 bestimmt bleibt und eich durch 
elliptische Funktionen ausdrücken läßt. Dies erkannt zu haben, ist ein 
interessantes Resultat K r o n e c k e r s . Jedoch sind die Betrachtungen, 
welche dieser große Mathematiker zur Begrfindung seines Satzes aus-
geführt hat1), der Form nach BO kompliziert, daß Bich das Bedürfnis 
eines einfacheren Beweises wirklich fühlbar macht. Solche Beweise sind 
nachher geliefert worden, und zwar von Herrn H. Weber*) , von mir3) 
(zwei wesentlich verschiedene) und von Herrn Franel . 4 ) Einige dieser 
Beweise gestatten in die analytische Natur der durch die Doppelreihe 
definierten Funktion von q tiefer einzudringen; wenn man sich aber 
lediglich mit der Begründung der Kroneckerschen Grenzformel be-
gnügen will, so läßt sich, wie ich vor längerer Zeit erkannt habe, der 
Kroneckersche Beweis so darstellen, daß er den anderen der Klarheit 
und Einfachheit nach in keiner Weise nachsteht. Eine Veröffentlichung 
dieser zumeist bloß formalen Vereinfachung scheint mir schon aus 
dem Grunde geboten zu sein, weil dadurch die der K r o n e c k e r -
schen Beweisführung anhaftende gedankliche Eleganz erst recht zu 
Tage tritt. 

1) Sitzungsberichte der kgl. preuß. A k a d . d. Wiss . , 1889, p. 123 u. ff. 
2) Math. AAS., Bd. 33 und in dem W e r k e ,,Elliptische Funktionen und alge-

f'nusche Zahlen" , p. 466. 
3) Rozpravy ceektS Akademie , 1. Jahrg. , Nr. 27 (g 11), 1891, bzw. Sitzunga-

i ^ i ' c h t e d. kgl . böbm. Ges der Wiss . in Prag, II. Klasse, 1803, Nr, IX . 
4) Math. Ann., Bd. 48. 
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1. Wir gehen mit K r o n e c k e r von der unendlichen Doppelreihe 

^ e » » ^ — + •*) / ,=o, ± i , + «, . .. \ 
V1/ •T\aiT>(?) / , n)1-!"? \mil AuaachloA TOH m = 

MT R 

aus, in welcher die Funktion f(x, y) die quadratische Form ajp+bxy-^cy1 

bedeuten Boll und tf, r , p drei reelle Größen Bind, die wir den 
Bedingungen 0 < tf < 1, 0 < r < 1, p > 0 unterwerfen wollen. Mit 
Zuhilfenahme der bekannten Integralformel 

J o 

erhält man für k ~ f ( m r n) an Stelle von (1) 

r ( l + q)F(0, t, q) = 2 * ' / r - * / < m - " ) + i'r'<B", + "r>, 
«"r * 0 

und es soll zunächst gezeigt werden, daß man daa Suminationszeichen 
unter das Integralzeichen bringen darf, sodaß die Formel 

00 

(2) r ( I + P ) j * ( t f , = I 
0 "«. » 

entsteht. Da die unter dem Integralzeichen stehende Doppelsumme 
in jedem Intervalle (xü . . . oo) , wo x0 > 0 , gleichmäßig konvergiert 
und einen Wert hat, der für unendlich wachsendes x so intensiv gegen 
die Null konvergiert wie eine Exponentialfunktion, so ist die Existenz 
des Integrals mit den Grenzen x0 und oo evident. Über die Integrier-
barkeit der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion von x == 0 
aus gewinnt man am bequemsten Au&chluß, wenn man die weiter 
unten noch zu benutzende Transformationsformel 

(3) ^ ^ ^ i u n / ^ ^ + inH^o + nr) = T ' ' 0 " ' + - + ' > 

heranzieht. In derselben wurde f'(x, y) = cx% — lxy + ay1 gesetzt, 
und u bedeutet darin irgend welche positive Große. Dieselbe findet 
sich in der zitierten Abhandlung K r o n e c k e r s vollständig bewiesen 
und kann auch direkt abgeleitet werden, wenn man die rechte Seite 
in eine Fouriersche Doppelreihe entwickelt. Da sich der K r o n e e k e r -
sche Beweis überdies in einem über die KroneckerBchen Arbeiten 
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verfaßten Kommentar1) in getreuer Wiedergabe findet, so kann ich mir 
den Beweis der Formel (3) an dieser Stelle ersparen. 

Wir wollen nun in den beiden Doppelreihen der Gleichung (3) 
das Glied m = n = 0 isolieren, und erhalten so 

(3°) 

^ ^ g— 1 u«/(in, !i) + f«>(mo + »T) 
m, » 

_ ( _ 1 + ± e~ «) + 

wobei die Summationsbedingungen auf beiden Seiten die gleichen sind 
wie in der Formel (1). 

Wenn man jetzt in (3°) für u die Größe x/2x Betzt, so erhält man 
für die unter dem Integralzeichen in (2) stehende Funktion eine Dar-
stellung, aus welcher unmittelbar zu ersehen ist, daß zur Integral-
existenz die Bedingung q > — 1 ausreicht, solange allerdings die Un-
gleichungen 0 < <y < 1, 0 < t < 1 in sensu rigoroso stattfinden, wie 
w i r übrigens angenommen haben. Diese letzte Bedingung wird jedoch 
bei der Annahme p > 0 hinfällig, eine Bemerkung, die für das Folgende 
sehr wichtig ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß sich in (2) die Integration gliedweise 
ausf&hren läßt, wenn q > 0 ist. Ich spalte zu dem Zwecke die Doppel-
reihe in zwei Teile Ss + Rk , indem ich setze 

SN e~ */<"'• ») + »*••(«•« + »*), (/(m, 

in, n 

nt, rt 

ich bezeichne außerdem mit S^, Rfy die vorhergehenden Ausdrücke für 
das spezielle Wertsystem 6 — r = 0. 

Das Integral (2) ist dann offenbar 
40 40 (A 

( 4 ) J R # ) d x =JxvSsdx + j'tfRsdx-, 
0 0 0 

es existiert ferner unter der Annahme p > 0 auch das Integral 
m eo 

j*xe(S°j!+R?N)dx sowie f*xeR%fdx, 

1) Formes quadratiques et multiplication complexe. Deux formules fonda-
mentales d'après Kroneckcr, par J. de Siguier. Berlin, Felix L. Dames, 1894. 
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und es ist, wie leicht zu sehen, 
OÖ 

lim l & R j r dx=* 0. 

Beachtet man, daß | i iy | < R% ist, so folgt hieraus die Grenzgleichung 
ec 

lim I x t R s d x = 0 , 
0 

und infolge dessen erschließt man aus (4) 

lim / xv(St, + Ry)dx = lim f rtSxdx. 
a = c*. / y = x> ,J 

o o 
Da sich im letzten Integral die Summation und die Integration offenbar 
vertauschen lassen, so ist die rechte Seite dieser Gleichung nichts anderes 
als die Doppelreihe r" ( l 4- q) F ( a , t ; p), womit die Formel (2) er-
wiesen ist. 

Um nun die rechte Seite von (2) umzuformen, spalte ich das 
Integral nach dem Schema 

in zwei andere, ersetze im ersten Integral die Doppelsumme 

fT— «/(in, •) + titi(ma -für) 

durch den transformierten Ausdruck (3°) 

( _ 1 + e-iT/'la,t:) + S t » * + 
in, n 

und führe die Integrationsvariable l/x anstelle von x ein. Alsdann läßt 
sich das Integral der mit oft multiplizierten Reihe mit demjenigen, 
dessen Grenzen 1 und oc sind, vereinigen, während man die aus dem 
eingeklammerten Ausdruck stammenden Integrale von dem Rest ab-
trennen kann. Man erhält in der Weise die Formel 

(5) 

r ( 1 + 9)F(t1, r, p) - - t j p + 2 * y V ^ ' / ' K 
i 

« 

4. j dx ^ (xce~ »>+ *"'(« " + >">4- g-****/• (m +<r. »-i-o\. 
, i m> * x 
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Die Dir i ch le tsche Doppelreihe entsteht BUB (1) vermöge des Grenz-
übergangs tf = 0, x = 0, da wegen p > 0 offenbar 

lim F{*t r , p ) 1 - F( 0, 0, p). 
n, fi 

Auf der rechten Seite der Gleichung (5) verwandelt sich bei diesem 
Grenzübergang das erste Integral in 

/

" dx _ 1 

i 

und ebenso läßt eich beim zweiten Integral der Grenzübergang durch 
bloßes Einsetzen <J = r = 0 ausführen, sodaß man nach der Division 
durch r ( l + q) die Formel 

1 2 7t 
F(0, 0 , p) - - ( 1 + p ) r ( 1 + ( 0 + P T Í H F P ) 

1 Hl, * 

erhält. In derselben ist das erste und dritte Glied rechts an der Stelle 
p = 0 endlich und stetig, und die Potenzentwickelung 

zeigt , daß die Differenz 

F(0, 0, p) - ^ 

a n der Stelle p = 0 endlich und stetig bleibt, und daseibat den Wert 

l i o [ F ( 0 , 0 , p ) - 2 f ] 

( 6 ) 
1 - 2 * f " ( l ) 4- •>+ »>) 

i «i, * 

erreicht. Um diesen Grenzwert genauer zu beherrschen, muß man 
noch den Integralwert rechts ermitteln; die so erwachsene neue Auf-
gabe lost K r o n e c k e r in geistreicher Weise durch Heranziehung der 
Formel (5) im Grenzfalle p = 0, welche unter der Bezeichnung 

FO, T, 0) = lim F{a, r, p) 
e = o 
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offenbar die Gestalt hat 

CO 

dx 
x F(6, t , 0) = - 1 + 2 Ä J e - ^ ' / ' C . *)' 

1 

-I- C " ) + ««'•(»« + «*) + ^ e ~ * * * » / ' ( " • + « + 

1 m, n 

Wenn man nämlich in derselben das zweite Glied rechts auf die linke 
Seite bringt, so läßt Bich der Grenzübergang zu tf = 0, t = 0 ausführen, 
und man erhält 

« 

-1-1-Jix ^'(g-'^K "> + */'(»«. 
1 mt n 

m 
= lim r, 0 ) - 2 x J e ~ W l « 0 ^J . 

Die linke Seite bildet einen Bestandteil der rechten Seite von (6), und 
demnach hat man an Stelle von (6) die Gleichung 

2; 

(8) 

lim |>(0, 0, - f ] 

= - 2 * r ' ( l ) + lim I f ( o , T, 0 ) - 2 « f e - ' " 
CT = 0, < = 0 l J X ) 

Nun hat aber K r o n e c k e r den Ausdruck F{p, r , 0) schon früher be-
stimmt, und zwar1) 

(9) F(o, r , 0) = - 2 * l o g { « K + ^ - i ; 

wobei der Kürze wegen 
_ f c _ | _ t fc-L» 

gesetzt und ferner die Bezeichnung 
tetti • 

(10) H ( w ) = e ^ J J d - c8""""') 
» = i 

benutzt wird. Die Bezeichnung (tt | w) ist die in der Theorie de«' 
elliptischen Funktionen übliche, und zwar für g = c* " ' : 

® 

« = 1 

1) Berliner Sitzungsberichte 1883, S. 497 u. ff. 
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Wir geben die Begründung des Hilfssatzes (9) weiter unten, und 
wollen uns seiner vorläufig bedienen, um den Grenzausdruck auf der 
rechten Seite von (8) zu ermitteln. 

Man hat offenbar 
•) OD 

J*g- 4«»*/'(«, f) I i = C 

1 itf/io. 1) 

und da sich vermöge der partiellen Integration die Formel ergibt 
«0 OD 

J*e~ * ̂  = — e~ * log e - f J** log x dxf > • 

ans welcher für unendlich kleine c 
tt OB 

— — loBe +j*e~'logxdx log« + r'( 1) 
* o 

fo lgt , so kann man an Stelle der rechten Seite von (8) schreiben 

- 4 * r ' ( l ) + lim [F(a, r, 0) + 2 « l o g 4 « , / " ( t f , r ) } . 

o = 0, % = 0 

Der eingeklammerte Ausdruck ist nun nach (9) offenbar 

o , l 0 g + «J f »» ( ' + * I «k) (• • - «to, I «Q 
und da man für unendlich kleine ff und r 

sin (tf + r tc j f f • sin(<j — x w ^ x = -f — = 3t8 ^ ^ 
c 

hat, so geht der in Rede stehende Ausdruck für <t = 0, r = 0 über in 

~ 2 Ä l 0 g e- H ( „ , ) * ( * , ) 

Man hat daher an Stelle von (8) 

(11) lim [ F ( 0 , 0, 9 ) - = - 4 « r ' ( l ) + 4 « log H { w f H W 

die Krön eck er sehe Gremformd. Man kann ihr eine etwas allgemeinere 
Gestalt 

erteilen, indem man eine allgemeine positive quadratische Form 
-+• bxy - f cy* mit der negativen Diskriminante b* — 4ac = — ¿t 

» « r f f c h r t Wird dann 
— b + iV2 b + ilij 
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gesetzt, so lautet das gemeinte Theorem wie folgt: 

i ™ 9 + (amr+Vmn - f e n ' ) ] 
^ m, n 
= - 2 r ' ( l ) - logVj + » l o g ^ ^ - j . 

2. Nachdem wir den Hauptgegenstand erledigt haben, wollen wir 
auf einige Punkte näher eingehen, welche die Hilfsformel (9) betreffen. 
Man kann dieselbe vorläufig so formulieren, daß die Grenzgleichung 

(12 ) hm F(a, r, p) 
(ijfi{mo + nt) 

f[m, ») 
n, n 

stattfindet, wobei rechts die Summation zuerst nach n und dann nach m 
auszuführen ist, d. h. genau ausgedrückt, daß man die folgende Größe 
bilden soll: 

(1*1(111 + "*) 
( 1 2 a ) /'(0, »0 "T(rn 

* = — ® m = — «• = — ® 

wobei der am Summationszeichen angebrachte Accent bedeutet, daß 
mau das Glied n = 0, bezw. m = 0 unterdrücken soll. 

Daß die Übereinstimmung des Grenzwertes F(ö, T, 0) mit der 
Doppelreihe (12a) nicht von vorneherein klar ist, ersieht man schon 
aus dem Umstände, daß die Doppelreihe F(a, r, p) für p > 0 absolut 
konvergiert, während diea bei (12a) nicht der Fall ist. Für dieses 
Übereinstimmung hat K ronecker einen Beweis entwickelt, der sicfci 
auf eine Abelsche Identität gründet (L c., Art. IV), außerdem hat e r 
einen zweiten Beweis atigedeutet (Art. V), dessen Ausführung jedoch 
dem Kommentator Herrn J. de Seguier nicht gelungen ist.1) Es wixd 
an der betreffenden Stelle zwar mit aller Strenge gezeigt, daß der 
Grenzwert 

lim F(tf, T, p) = F(a, x, 0) 
t.=0 

existiert, und daß er durch das Integral 
ac 

/ (ix ^ C-'Am, ") + J<i["i" + »r) 

dargestellt wird; für die Übereinstimmung des letzteren mit dem A b -
druck (12a) habe ich mich jedoch vergebens bemüht, an der angegeben®11 

1) 8. 192 des citierten Werkes. 
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Stelle irgend einen Beweisgrund zu entdecken. Der oben auseinander-
gesetzte analoge Beweis im Falle ff > 0 ist hier nicht anwendbar, weil 
das Integral 

g— */(.»., •) 

nicht existiert. Bevor dieser prinzipielle Punkt mit gehöriger Strenge 
erledigt ist, kann ich nur den enten von den Kroneckerschen Be-
weisen als brauchbar betrachten. Von diesem soll hier eine verein-
fachte Darstellung kurz angedeutet werden. Es wird genügen zu zeigen, 
daß die Gleichung 

Jio ^ 2a f(m, + * = 2 j f{m, n) 

stattfindet; denn der Rest der Doppelreihe läßt Bich durch dasselbe 
Ver fahren behandeln. 

In der bekannten A b eischen Identität 
r r — 1 

^ O » K — 6. + ,) - f Ar br, Au — ö0 + O, + \- dn, 
~ = 0 « = 0 

e t z e ich 
aH _ cs«i(ma + «»)> bn = f(m, 

Die Bemerkung, daß in diesem Falle 

lim Ar br = 0 
r = • 

liefert unmittelbar die Relation 
%lt t(ma + nt) 

2 L r 
¿imo Iii 

1 • =0 

Anwendung des MittelwertsatzeB ergibt ferner 
f(m, ri)~1 — f(m, n + 1)-»-» 

= (1 + Q)f{m, n + »)-*~<i(bm 4- 2cn + 2c»), 
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wobei 0 < # < 1 ist, und hieraus folgt, daß die Doppelreihe, welche 
entsteht, wenn man rechts m = ± 1, ± 2 , ± 3 , . . . setzt und die 
Resultate addiert, nicht nur absolut, sondern auch gleichmäßig in Bezug 
auf q in der Umgebung von p = 0 konvergiert. Dies gibt 

Ii™ S r - r — 

_ y ' e'w"7',< y +1) _ i) t-i 1 \ 
TO = — tr II = 0 

und die rechte Seite ist nichts anderes alB eine Umformung der 
Doppelreihe 

^ V >^7 e9*'('"«•' +"T ) 
¿J ' /'(»», «) 

m = — ® n = 0 

vermittelst der Abe l sehen Identität. 
Nachdem die Gleichung (12) bewiesen ist, bleibt noch übrig, d i e 

Summation auf der rechten Seite auszuführen, um zur Hülfsformel ( 9 ^ 
zu gelangen. Dies geschieht am einfachsten, wenn man gerade d e x i 
umgekehrten Weg verfolgt wie Kronecker . Man erhält zunächst v e r -
möge der Partialbruchzerlegung 

L _ _ A . / _ J L L _ \ . 
i, «) tu i yt — m wl n -f- «n wtJ ' f(m 

multipliziert man beiderseits mit + so läßt sich rechts a i i i 
Hilfe der Relation 

^äurjfi fl«r)1i 

Zi « - « = 2 x 1 

n = — ® 

die Summation nach n ausfuhren, und wenn man in der so gewonnenen 
einfachen Reihe mit dem Summationsbuchstaben m = ± 1, ± 2, . - • 
die einzelnen Glieder in geometrische Reihen verwandelt, so wird m a n 
mit Hilfe der logarithmischen Reihe die Summation nach m a u s -
führen können, wodurch dann nach geringen Rechnungen die Formel C^) 
sich ergibt 

Fre iburg (Schweiz), 21. November 1902. 
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