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Uber den Kromeckerschen Beweis
der sogenannten Kroneckerschen Grenzformel.

Von M. Lercu in Freiburg (Schweiz).

Bedeuten @, b, ¢ drei reelle GriBen von der Beschaffenheit, daB
4ac—b"=1 und ¢ >0 ist, so konvergiert die folgende, schon von
Lejeune-Dirichlet eingefiihrte Doppelreihe

2’ 1 i ( ma=0 11,14, ... )
e (am? 4+ bmn 4 ent) T¢  \mit Ausschlud voo m=n=0/"
solange ¢ > 0 bleibt; ihre Summe wiichst ins Unendliche, wenn sich o
der Null ndhert, und zwar so, daB sie nach Subtraktion von 2x/p einen
endlichen Rest gibt, der fir ¢ = O bestimmt bleibt und sich durch
elliptieche Funktionen auedriicken 1ifit. Dies erkannt zu haben, ist ein
interessantes Resultat Kroneckers. Jedoch sind die Betrachtungen,
welche dieser groBe Mathematiker zur Begrindung seines Satzes aus-
gefiihrt hat'), der Form nach so kompliziert, daB sich das Bediirfnis
eines einfacheren Beweises wirklich fiihlbar macht. Solche Beweise sind
nachher geliefert worden, und zwar von Herrn H. Weber?), von mir?®)
(zwei wesentlich verschiedene) und von Herrn Franel.!) Einige dieser
Beweise gestatten in die analytische Natur der durch die Doppelreihe
definierten Funktion von ¢ tiefer einzudringen; wenn man sich aber
lediglich mit der Begriindung der Kroneckerschen Grenzformel be-
gunigen will, so ldBt sich, wie ich vor lingerer Zeit erkannt habe, der
Kroneckersche Beweis so darstellen, daB er den anderen der Klarheit
und Einfachheit nach in keiner Weise nachsteht. Eine Veriffentlichung
dieser zumeist bloB formalen Vereinfachung scheint mir schon aus
dem Grunde geboten zu sein, weil dadurch die der Kronecker-
schen Beweisfiihrung anhaftende gedankliche Eleganz erst recht zu
Tage tritt.

1) Sitzungsberichte der kgl. prenB. Akad. d. Wiss, 1889, p. 123 u. ff.

2) Math. Ann, Bd %3 und in dem Werke , Elliptische Funktionen und alge-
braische Zahlen', p. 456.

3) Rozpravy leské Akademie, 1. Jahrg., Nr. 27 (§ 11), 1891, bzw. Sitzungs-
berichte d. kgl. bdbm. Ges. der Wiss. in Prag, II. Klasse, 1893, Nr. IX.

4) Math. Ann., Bd. 48.
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1. Wir gehen mit Kronecker von der unendlichen Doppelreihe
y ’ lnt(ma+n1) mn=0 +1,+2 ..
(1) ¥ (6' T 0) —2 f(ﬂ n)l-{-p (mil Ausachlof von m=-=-o)

aus, in welcher die Funktion f(z, y) die quadratische Form az'+bzy+-cy*
bedeuten scll und @, ¢, ¢ drei reelle GroBen sind, die wir den
Bedingungen 0 <6 <1, 0 <t <1, p>0 unterwerfen wollen. Mit
Zuhilfenahme der bekannten Integralformel

k'rf) fc- tzgeds

erhiilt man fiir k = f(m, n) an Stelle von (1)

r(l + O) F(U, T, Q) =2'Jz(‘dz . g 3 (m, ’l)+’ﬂf(mu+qwr),

mon g

und es soll zunichst gezeigt werden, daB man das Summationszeichen

unter das Integralzeichen bringen darf, sodaB die Formel

(2) Ir(1+e)F(or1,e) =./‘:r€' dzZ'g— 5/0n, )+ 33i(n0 +n1)
0

entsteht. Da die unter dem Integralzeichen stehende Doppelsumme
in jedem Intervalle (z,... 00), wo x, >0, gleichmidBig konvergiert
und einen Wert hat, der fiir unendlich wachsendes x so intensiv gegen
die Null konvergiert wie eine Exponentialfunktion, so ist die Existenz
des Integrals mit den Grenzen z, und oo evident. Uber die Integrier-
barkeit der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion von z = 0
aus gewinnt man am bequemsten AufschluB, wenn man die weiter
unten noch zu benutzende Transformationsformel

L » x in
El E'e—!uﬂ/(m, ®) 4 Sai(ma4nr) _ _1__ E Ele_—;, (m+ o8+
“

heranzieht. In derselben wurde ['(z, y) =ca? —lbzy + ay® gesetzt,
und u bedeutet darin irgend welche positive GriBe. Dieselbe findet
sich in der zitierten Abbandlung Kroneckers vollstindig bewiesen
und kann auch direkt abgeleitet werden, wenn man die rechte Seite
in eine Fouriersche Doppelreihe entwickelt. Da sich der Kronecker-
sche Beweis ilberdies in einem tiber die Kroneckerschen Arbeiten
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verfaBten Kommentar!) in getreuer Wiedergabe findet, so kann ich mir
den Beweis der Formel (3) an dieser Stelle ersparen.

Wir wollen nun in den beiden Doppelreihen der Gleichung (3)
das Glied m = n = O isolieren, und erhalten so

l e—iun/(m, n)48ni(mo 4 ar)

n Sn
— f'(o, %) 1 't — 't nd1)
’ )+ 72 e * ’
m a

wobei die Summationsbedingungen suf beiden Seiten die gleichen sind
wie in der Formel (1).

Wenn man jetzt in (3°) filr u die GroBe z/2x setzt, so erbilt man
fiir die unter dem Integralzeichen in (2) stehende Funktion eine Dar-
stellung, aus welcher unmittelbar zu ersehen ist, daB zur Integral-
existenz die Bedingung ¢ > — 1 ausreicht, solange allerdings die Un-
gleichungen 0 <o <1, 0 <t <1 in sensu rigoroso stattfinden, wie
wir {ibrigens angenommen haben. Diese letzte Bedingung wird jedoch
bei der Annahme g > 0 hinfillig, eine Bemerkung, die fiir das Folgende
sehr wichtig ist.

Wir wollen nun zeigen, daB sich in (2) die Integration gliedweise
ausfihren liBt, wenn ¢ > 0 ist. Ich spalte zu dem Zwecke die Doppel-
reihe in zwei Teile Sy + Ry, indem ich setze

SN —_ E"e—z/(m, u)+8m‘(ma+-1)’ (f(m, n) < N)
m, B

R‘V= E"e—z[(m, ﬂ)+21i(ma+nf), (f(m, =) > N)
n, A

ich bezeichne auBerdem mit S%, R} die vorhergehenden Ausdrilcke filr
das spezielle Wertsystem ¢ =7 = 0.
Das Integral (2) ist dann offenbar

(4) fl‘o(SN+RN)d.’J7 =fﬂ8~d$+fﬂRde;
0 0 o
es existiert ferner unter der Annehme ¢ > O auch das Integral

fa:(’(S‘}y+ R})dx sowie [z?R?vda:,
s H

1) Formes quadratiques et multiplication complexe. Deux formules fonda-
mentales d'aprta Kronecker, par J. de Séguier. Berlin, Felix L. Dames, 1894,
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und es ist, wie leicht zu sehen,

lim 3/‘ 2 Rydx = 0.
N=o
Beachtet man, daB | Ry | < R} ist, so folgt hieraus die Grenzgleichung

lim [x?R,vdz _o,
N=cx¢

]

und infolge dessen erschlieBt man auns (4)

lim ¢(Sy + Ry)dz = lim [z Sydxr.
N=x. N=m
0

Da sich im letzten Integral die Summation und die Integration offenbar
vertauschen lassen, so ist die rechte Seite dieser Gleichung nichts anderes
als die Doppelreihe I'(1 + ¢) F (o, r; ¢), womit die Formel (2) er-
wiesen ist.

Um nun die rechte Seite von (2) umzuformen, spalte ich das
Integral nach dem Schema

)

]

in zwei andere, ersetze im ersten Integral die Doppelsumme
E"c— £f(n, n) +Bwi(ma+ nr)

durch den transformierten Ausdruck (3%)

ax —Tr0a) | tx N —Zrtmtonta
(—1+?3 : )+?2" i
und fithre die Integrationsvariable 1/r anstelle von x ein. Alsdann 3Bt
sich das Integral der mit z¢ multiplizierten Reihe mit demjenigen,
dessen Grenzen 1 und oo sind, vereinigen, wihrend man die aus dem
eingeklammerten Ausdruck stammenden Integrale von dem Rest ab-
trennen kann. Man erhilt in der Weise die Formel

P+ @) F (6,7 0) = — ; 1 +2x [ imeran J0

Gl e L
+Jd.z:2 (zeg—z/(m. Mt 3migmatan y 2% g—msr(m+a.-+ﬂ).
1

te

my, N
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Die Dirichletsche Doppelreihe entsteht aus (1) vermdge des Grenz-
iibergangs ¢ = 0, 1 =0, da wegen ¢ > 0 offenbar

lim F(a,r, o) —2

0=0,7=0 f (m, ”)'+"

F(Ov 0, 0)‘

Auf der rechten Seite der Gleichung (5) verwandelt sich bei diesem
Grenziibergang das erste Integral in

o
dx _ 1
stte e’

1

und ebenso @Bt sich beim zweiten Integral der Grenziibergang durch
bloBes Einsetzen ¢ = v =— 0 ausfithren, sodaB man nach der Division
durch I'(1 + p) die Formel

ot em
Q4+elfd+oe " el'l40

= '
. 10— TS(M, n) Eatedl dmzf (mn, n)
I‘(1+o) /d:z: (.Le +;1+E'e_ )
Nty

L2

F(O:Orl’):"

erhiilt. In derselben ist das erste und dritte Glied rechts an der Stelle
¢ = 0 endlich und stetig, und die Potenzentwickelung

i %®
ell+e) e °
zeigt, daB die Differenz

r'@) + -

2
F(0,0,0) —
an der Stelle p = O endlich und stetig bleibt, und daselbst den Wert

Jim  [F(0, 0, ) - ]

@ m. w2 e hmraf (M. n)
;-1—23[‘(1)-}-de (-—:/m,u_'_?c_ '")

m n

erreicht. Um diesen Grenzwert genauer zu beherrschen, muB man
noch den Integralwert rechts ermitteln; die so erwachsene neue Auf-
gabe lost Kronecker in geistreicher Weise durch Heranziehung der
Formel (5) im Grenzfalle ¢ = 0, welche unter der Bezeichnung

F(e,t,0)=1im F(eg, 1, ¢)
=0
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offenbar die Gestalt hat
J ’ d
F(") %, O) =—142x Je-t7z/'(0 t)?“'

1

fdxz e—:j(m n) 4 8ni(ma 4 »r) + e—hﬂz/ (m<+4 o, n+t))

Wenn man namlich in derselben das zweite Glied rechts auf die linke
Seite bringt, so ldBt sich der Grenziibergang zu ¢ =0, v =0 ausfihren,
und man erhilt

—1 +fdx e— S (m, n) + e—ln’z[ (m, n))

= lim {F(a, t, 0) — 2,.;‘/‘3—‘::*:;'(0. nd_“l .

¢=0,¢v=0 x

Die linke Seite bildet einen Bestandteil der rechten Seite von (6), und
demnach hat man an Stelle von (6) die Gleichung

lim [F(0,0, ) — 7]

(8) f . dzx
=—2aI"(1)+ lim IF(U, t,0) — 2x [ e ara ) h}
i

0=0,v=0 z

Nun hat aber Kronecker den Ausdruck ¥ (g, r, 0) schon friher be-
stimmt, und zwar?)

9, 8,(s —
9) F(o, 7, 0) — — 2xlog {eon +oeimi («+n}|(:3é&) AL
wobel der Kirze wegen
—b4s b4
Wy = 3;*-': Wy = ;;.‘

gesetzt und ferner die Bezeichnung

wnri *®

(10) H(w) = e_“—n(l —_ e’unm‘)

=1

benutzt wird. Die Bezeichnung #,(u|w) ist die in der Theorie dex
elliptischen Funktionen iibliche, und zwar filr ¢ = e*”":

B, (u|w) = 2q% sinuzf](l — ") (1 — g et (1 — g3ng—Tumi).

a=1

1) Berliner Sitzungsberichte 1883, S. 497 u. ff.
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Wir geben die Begriindung des Hilfssatzes (9) weiter unten, und
wollen uns seiner vorliufig bedienen, um den Grenzausdruck auf der
rechten Seite von (8) zu ermitteln.

Man hat offenbar

fe—hﬁ:]'(a, f)d_’;____ g_’d_z’
x xr
1 4m s (o, 1)

und da sich vermdge der partiellen Integration die Formel ergibt

fe_,d?a: =—¢ *loge+ e *logzdz,
aus welcher fir unendlich kleine &

fg—zd?" = —loge+ e =logzdz = — loge + I''(1)

0
folgt, so kann man an Stelle der rechten Seite von (8) schreiben
—4x2I''1)+ Llm ({F(e,7,0)+ 2xlogdn?f'(q, 7)).
[}

=0, t=a
Der eingeklammerte Ausdruck ist nun nach (9) offenbar

w, 0,(6+rw, |w,) 8, (0—rw,|v,)
— 2xlog el + ) tni H(w,) H(w,)4x*f (6, 5) ’

und da man fir unendlich kleine ¢ und =
8in (0 + T1w0,)7 - sin(6 — vw;)x = = (6 + vw,) (6 — Tw,) = x”%")
hat, so geht der in Rede stehende Ausdruck fir ¢ =0, v =0 #ber in
i
(”'+u')7 H(l — 2o Hn(l _ eﬂlm.l{)l

e

Ve

c
= 4x log H (w,) H (w,) ]
Man hat daher an Stelle von (8)

. 2x ’ ]/E
(11) (,hfo[F(O’ 0, ¢) — 7] =—4xI"(1) + 4= log grygres:

die Kroneckersche Grenzformel. Man kann ihr eine etwas allgemeinere
Gestalt erteilen, indem man eine allgemeine positive quadratische Form
a..z:’ + bzy + cy® mit der negativen Diskriminante b — 4ac=— o
emfGhrt. Wird dann

—b4iVa b+iyVa
PRNLL L) Z I R AL E
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gesetzt, so luutet das gemeinte Theorem wie folgt:

, . Va 1 +e]
Gll:_no [— o T "z (am’ 4 bmn c-n’)

m, n

[y VC
= —9r'(1) —logV4 + 2logH(w M
2. Nachdem wir den Hauptgegenstand erledigt haben, wollen wir
auf einige Punkte niher eingehen, welche die Hilfsformel (9) betreffen.
Man kann dieselbe vorliufig so formulieren, daB die Grenzgleichung

(12) tin 7o 5 0= 3

inl(ma 4+ art)

)

stattfindet, wobei rechts die Summation zuerst nach » und dann nach m

auszufithren ist, d. h. genan ausgedriickt, daB man die folgende GroBe
bilden soll:

c2mine = = AXimo 4 ar)
(12a) 2 10, w) +2 2 T,y 2
wobei der am Summationszeichen angebrachte Accent bedeutet, daf
man das Glied n = 0, bezw. m = O unterdriicken soll.

DaB die Ubereinstimmung des Grenzwertes F(q, 7, 0) mit der
Doppelreihe (12a) nicht von vorneherein klar ist, ersicht man schon
aus dem Umstande, daB die Doppelreihe F'(g, 7, @) filr o > O absolut
konvergiert, wihrend dies bei (12a) nicht der Fall ist. Fiir dieses
ﬁbereinstimmung hat Kronecker einen Beweis entwickelt, der sich
auf eine Abelsche Identitit griindet (L c., Art. IV), auvBerdem hat er
emnen zweiten Beweis angedeutet (Art. V), dessen Ausfiilhrung jedoch
dem Kommentator Herrn J. de Séguier nicht gelungen ist.!) Es wird

an der betreffenden Stelle zwar mit aller Strenge gezeigt, daB der
Grenzwert
lim F(e, 1, p) = F (s, 1, 0)

¢=0

existiert, und daB er durch das Integral

£
fd_rz’c—zj(m, n)4-SAi(mo+4ar)
0 m, N

dargestellt wird; fir die Ubereinstimmung des letzteren mit dem A8
druck (12a) habe ich mich jedoch vergebens bemilht, an der angegeberze™

1) 8. 192 des citierten Werkes.



.~ oroneckerschen Beweis der sogen, Kroneckerschen Grenzformel. 93

Stelle irgend einen Beweisgrund zu entdecken. Der oben auseinander-
gesetzte analoge Beweis im Falle ¢ > O ist hier nicht anwendbar, weil

das Integral )
J dz D) e=esr®

nicht existiert. Bevor dieser prinzipielle Punkt mit gehdriger Strenge
erledigt ist, kann ich nur den ersten von den Kroneckerschen Be-
weisen als brauchbar betrachten. Von diesem soll hier eine verein-

fachte Darstellung kurz angedeutet werden. Es wird gentigen zu zeigen,
daB die @leichung

el;n'(wu:r + n7) c2;m¥(»m+||1)
e=° 2,§f@n ntte ;_L Z f(m, n)

stattfindet; denn der Rest der Doppelreihe 1aBt sich durch dasselbe
Verfahren behandeln.

In der bekannten Abelschen Identitat

r r—1

Dlasby = DV As(by — o yr) + Acb,, Av=0o+a,+ - +ay,
- =0 n=0
etze ich
By = Mo +an b — f(m, n)—1—e,
vdaf
Animo ¢Inn'(l+ V_4
A" = (e""‘—l )
Die Bemerkung, da in diesem Falle
lim 4,5, =0

liefert unmittelbar die Relation
2 S7(ma+ 1)
,Z f(m, w'te
moni >
S S0 _ D[ (m, 5y=1=¢ — f(m, n + 1)1~
n=0
Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt ferner
f(m, B2 =€ — f(m, n+ 1)=1~¢
=040)f(m n4 8)~2—¢(bm 4 2¢n + 2¢48),
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wobei ) < & < 1 ist, und hieraus folgt, daB die Doppelreihe, welche
entsteht, wenn man rechts m =+ 1, + 2, 4+ 3, ... setzt und die
Resultate addiert, nicht nur absolut, sondern auch gleichmifig in Bezug
auf ¢ in der Umgebung von ¢ =0 'konvergiert. Dies gibt

- 2 se::-a . 2 (etrie+ D —1) (f(m 5~ T D)

m=-—aux u=0

und die rechte Seite ist nichts anderes als eine Umformung der

Doppelreibe
e.?)l‘l (mir4mT)
>

m=—on=>0

vermittelst der Abelschen Identitit.

Nachdem die Gleichung (12) bewiesen ist, bleibt noch tbrig, die
Summation auf der rechten Seite auszufiihren, um zur Hiilfsformel (9
zn gelangen. Dies geschieht am einfachsten, wenn man gerade dem
umgekehrten Weg verfolgt wie Kronecker. Man erhilt zunichst vex-
mége der Partialbruchzerlegung

1 _ 1 1 1 ]
f(m, n)  ms (n—mwl - ”‘+"""i) )
multipliziert man beiderseits mit e2=i(me+ =" go liBt sich rechts o if
Hilfe der Relation

[ ,
e!anlﬂ c!nrn-

;—u = 2"‘ l_eﬂuﬂ_o'
= —a&

die Summation nach »# ausfihren, und wenn man in der so gewonnenen
einfachen Reihe mit dem Summationsbuchstaben m =+ 1, 4 2,

die einzelnen Glieder in geometrische Reihen verwandelt, so wird man
mit Hilfe der logarithmischen Reihe die Summation nach m aus-
fihren kéunen, wodurch dann nach geringen Rechuungen die Formel (9)
sich ergibt.

Freiburg (Schweiz), 21. November 1902.
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