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Uber einige Punkte der Theorie der Eulerschen
Integrale.
Von M. Lerch in Freiburg (Schweiz).

Es sei
Zoy C1s Caye .-
eine unendliche Reihe irgend welcher Griflen, und es werden in
iiblicher Weise mit A € = Crp1 — Gy, Ae=Aci,—Ac,...

Ale, = A" — A"~ '¢, die sukzessiven Differenzen bezeichnet,
so dab bekannthch z. B.

) Co=3 1Yo,

w=0

Sind die ¢, so beschaffen, dafl die unendliche Reihe

(0]
&,
Tz
vi
0

konvergiert, so besteht die Identitiit

0]

@ - x—zA%

7—0 n=0

von welcher namentlich Hermite einige Anwendungen publizierte.
Der Beweis von (2) ergibt sich unmittelbar, wenn man in (2) die
Exponentialreihe

o0
e o T
i i

anwendet und bemerkt, daf der Koeffizient von z' im Produkt
links den Wert
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utv=n

1 < wl® A"¢
2 (—' 1) (u.) Cn—p == 9
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p n!

hat.
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4 M. Lerch.

Als eine der einfachsten Anwendungen der Relation (2)
betrachten wir den Fall

—_— 1 -
Tav?

hier ist
= 1"n ]
a@t1)(e+2)..  (a+n’

1
A" — An .
Ca .

und wir erhalten
i z 1 x*

o 2GFy @ et DT aFuaFe

BRI DICE

Setzt man hier £ = — w, so entsteht die wohlbekannte mehr-
fach wiedergefundene Eulersche Beziehung

(— 1Y o _ el ®
@) ;ﬂ atn ¢ {(TTE(ED"F

T F D@ Y T a@ D, @t +}

Dieselbe liefert fiir unendlich kleine o diejenige Entwicklung
des Integrallogarithmus, welche von Schendel besonders erwsbnt
und neulich von Herrn Nielsen wieder bewiesen wurde.

Um dies zu zeigen, beachten wir, daf in der Entwicklung
nach steigenden Potenzen von a das komstante Glied links in (3)
lautet

< (— 1 o
2 viv
=1
wihrend das konstante Glied in der Entwicklung von

— () n — () h

[ [}
T@FD. . @ ek \1+ +3 ot )

gegeben ist. Also ergibt sich
[ LY .
S (—) o _ [ o? 1, 1)

- yly
=1

@ TR R ),Z,+ g




Eulersche Integrale. b5)

Interessantere Beziehungen ergeben sich, wenn man in der
bekannten Formel der Differenzenrechnung

fata=357@ (), @a=1,

n=20

fir ¢ die Grofle — s setzt und dann auf beiden Seiten mit I (s)
multipliziert. Da offenbar

()re =t

nl

ist, so komms

[ee]

. A f(a
(a) FEfle—9= (1) —%—'(—) C(s+n).
=0
Wird hier von der Integraldarstellung
T(sn) :fx*“*‘ & dw
0
Gebrauch gemacht, so ergibt sich
- '90’ es—1 —x el nAuf(a) 71
C(s)f(a—s) _j de 2 e 20(— 1§ —
0 =
Die unter dem Integralzeichen vorkommende unendliche
Reihe lafit sich mit Hilfe der Identitdt (2) umformen, und zwar
hat man darin # durch — z zu ersetzen und

Cy :f(“+ v)

zu wihien. So wird

S 1)’1_"_%!(_“2 =S (— 1)”f-——(“v"!}‘ Dy,

und wir erhalten die Formel

(3) F(S)f(a——S):J/ﬂx"‘ldxz(_. 1)”/0(_“;!'"_")56{

Dieselbe wird durch die vorliegenden Ausfithrungen keineswegs
begriindet, da z. B. die Reihe (2) in den meisten Fillen divergiert;
dies kann das Interesse an der Formel jedoch keineswegs beein-
trichtigen, nur muf in jedem speziellen Falle ein strenger Beweis
gefiihrt werden.
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Wihlen wir z. B.

so folgt aus (5)

r(s) _ g_l l)yxv
r—(g_—s)—/ dz 2

oder wenn man ¢ in ¢ -1 verwandelt und von der Zerlegung

Tet+v4+1D)=T(@.a@+1)...(a+4v)

Gebrauch macht,

[‘(a)l"(s) Y G (— 1V
© Taf1—s) . [ dev'a(a—{—l)(a+2)...(a+v)'

Wihlt man insbesondere o —=s, so kommt

[oo]

. - o —11’3}7
e _-6/“’ 25 TS s =S

Indem wir nun zur Formel (5) zuriickkehren, betrachten wir
darin die rvechte Seite als den Grenzwert von

fs—ldxz( l)vf(a+v)x _i( )f( +V)w T'

v (s+v)

Wir haben daber das neue Problem, die Grenzformel

=0

=5} s4-n
(6% lim 2 (—1" I% = U(s) f(a—s)

unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen zu begriinden.
Die aus der Theorie der Gammafunktion bekannte Grenzformel
s +n

lim 2( l)n’(sm—‘r(S)

w =00 =0

w=00 n=0

geniigt, um die Formel (5*) fiir

S (@) =u’, wkn (_xl—c)“ k=1,2,38,...)

zu verifizieren. Es wird also speziell (5%) richtig sein fiir sdmtliche
rationalen Funktionen f(#), sobald der reelle Teil von ¢—s den-
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jenigen der simtlichen Unendlichkeitsstellen von f(z) ubertrifft;
ist letztere Bedingung nicht erfiillt, so wird der Grenzausdruck
unendlich.
Setzen wir
sinz =
Jf@)= 5w’
so wird

O flatn =D

und somit wird unser Ausdruck

[e.=] ws +n
G=3 et

n=0

die (estalt annehmen

o s4+n
. w
G(w):sman"go nl (s-Fn) (@4 u—+n)
oder also
®) G (w)=
__ sinew X Gt 5 a1t e w“}+f_+"
T atu—s ngo wl Gbn) ngo n! (a-Fwu-tn |

Ist @ eine ganze Zahl, so ist G'(0v)=0, was jedoch von
I'(s) f(a—s) verschieden ist; in diesem Falle besteht daber die
Gleichung (5*) nicht, trotzdem die linke Seite konvergiert.

Ist zweitens o gebrochen oder komplex und werden die

reellen Teile von s und @ -« positiv angenommen, so lautet der
Ausdrack (b)

. w (4]
G(w): Slna;(/ezxs—ldx_w&—-u—u/ezxa+u—ldx}:

0 0

1
sina=w i 3 _
G wa]ewz(ms __xa,-l—u )dx,

:a—{—u—s

und dieser Ausdruck wird mit o unendlich groff, wenigstens fiir
reelle s, a - u.
Wir konnen daher fiir /(z) Funktionen setzen, welehe wie hier

sinzw
x+u
in ihrem ganzen Verlaufe beliebig klein bleiben (ftir hinreichend

grobe Werte von u), ohne daB der Grenzausdruck (5*) zu kon-
vergieren braucht.
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Ist daher
S (@)= 0, )+ Dy (@) + D5 (x) .
eine unendliche Reihe, fiir deren simtliche Glieder die Grenz-
formel (5*) besteht, so braucht letztere fiir die Summe f(z) noch
nicht zu bestehen.

Die der Funktion f(z) aufzuerlegenden Beschrinkungen zu
erforschen ist eine Frage, die vorliufig offen bleibt. Ich bemerke
nur, daf} die Gleichung (6) sich mit Hilfe der in der Theorie der
Besselschen Funktionen vorkommenden Integraldarstellungen streng
begriinden lafit, namentlich wenn der reelle Teil von a griofler als

) und derjenige von s zwischen Null und % enthalten bleibt.

Bei der Anwendung des Mittag-Lefflerschen Satzes anf die
Uuntersuchung von konkreten Transzendenten ist manchmal ein
Prinzip von groflem Nutzen, das ich auf einigen Beispielen klar-
legen will. Ich bin auf dasselbe gefiihrt worden durch die Er-
wigung, dafl sich fiir die von Herrn Prym eingefiihrte Funktion

®) Q0 =TO—F), PO=Z 377 et n)’

durch Anwendung von lediglich funktionentheoretischen Hilfs-
mitteln die Fundamentaleigenschaften leicht begriitnden lassen,
dagegen aber die Integraldarstellung

o0
(9) Q(s) =fe_mws“1 dx
1
bis jetzt ohne Beniitzung der Gleichung

(10) ['(s) :fe—xx""'ldw

nicht gliickte. Indem ich die [-Funktion durch das Eulersche
Produkt

1 8
@ 1_I___
N | H( n)
[ (s) — ? p

n=1 1+_
definiere, dagegen aber die Darstellung (10) nicht voraussetze, will

ich, ausgehend von der Definition (8), die Formel (9) erschlieflen.
Zu dem Zwecke zerlege ich die Funktion

w " P(s)
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in ihre beiden Bestandteile nach dem Satze des Herrn Mittag-
Leffler; es kommt

w *P(s) = 2 n(' (:)_:_ 7:) ~+ ganze Funktion,

und infolgedessen, wenn man mit o’ multipliziert,

P(s) = 2 (n, 1()3 jt . " 1 ganze Funkt.;

dies gibt an die Hand, die Prymsche Zerlegung durch die fol-
gende zu ersetzen:

(in F(s)=P(s, o)+ Q(s, w),
wobei

.9—|-n
(12 Ps, 0) = 2( T

und ¢ (s, ®) eine ganze Funktion von s ist. Das Vorhanden des
Parameters o gestattet nun, @ (s, ) als Funktion von o zu unter-
suchen, um dann fir w—=1 die Prymsche Funktion zu erhalten.
Es folgt aus (12) durch Differentiation nach o

n w¥+71—1 —w s —1
a(u - E (=1 - e
und infolgedessen aus (11)
OQ . — W 5—1
o ¢ @

Hieraus folgt offenbar
o

Q (s, w) :/ ¢ 2 dx +f(3))
und es bleibt noch die von o unabhingige ganze Funktion f(s)

zu bestiinmen,
Wir setzen zn dem Zwecke

®
(13) Q(s, w) :] e "2’ dur,

und gehen zur Bestimmung der Funktion f(s) iiber. Es ist

[ —F© =P w)+ Q6 o
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Nun ergibt sich aus (13) nach einer partiellen Integration

e ®
8

((l) -Q_(S’ U)) -

ferner folgt aus der Darstellung

P(s m)_e—w(w‘ o't o' 2 )
)=

ST D TS ED T

+ 20641, w),

die Beziehung

s —w
w €

®) Pls, o) =22 L L PGt 1, w.
Aus () und (3) folgt durch Addition

P, w)'!“@(S, m)::P(is—lrl’ w)—}g@_(s—}—l, )

das heiflt

und hieraus

(14) FE+1)=sf(s)
Setzt man
°© =13,

so ist @ (s) eine ganze Funktion und ® (s 1)=> (s); infolge-
dessen hat man eine in der ganzen s-Ebene giltige Entwicklung

[s o]
(15) b ()= 2 e, &7
y=—q0

wir zeigen, daf die sdmtlichen Koeffizienten in derselben Null
sind, wodurch man f(s)=0 erhilt und damit die gewiinschte

Darstellung von ¢ vollendet sein wird.
Ich setze nun s=1-4a4ib, 0<a<{1, und beachte,
daf alsdann = =

o wn+a+1 . o« .
lP(S, w)l<2m, IQ(S; m)]</e_’”.p' dx:,

n=>0 @
infolgedessen ist

IP(S7 w)—{—@(s, w)(<ﬂf,
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wenn M eine weder von @ noch von b abhingende Grifie bedeutet,
und daher

18 |TO—f()]<M; =1+atib 0<a<).

Nun ist
atid
e

n

Fi4atit)=]] *—rx a—}—zb

n=1 1_]_

der absolute Betrag also

7 m_n)z
Da
i 2
II<1+(a—}—n )<H(1+f1,—2):
gt Il 1 Lo
2157 2= °
so folgt

]bl% a )

wobei A eine von @ und b unabhingige Grofle ist.
Dividiert man nun (16) auf beiden Seiten mit |I'(14-a¢—-id)|,
so kommt demnach

01 fatih) —1|<

Nun ist in (15)

M AM [b]L;-
A tat) V5~

-, m
lcv'|<;_—2,.a (v=0),

wenn I den Maximalwert von & (s) —1 fiir s=x -} 45 bel kon-
stantem & bedeutet. Waihlt man & negativ und hinreichend grofl,
so wird der Quotient

m AM ,1,,<27,_%)
T
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beliebig klein fiir v>>0 und daher ¢, =0 fiir v>> 0; ebenso ist
¢, =0 fiir v<{0, und wire ¢, von Null verschieden, so hitte man

G(s)=cyy f(=1¢, [ (s),

und dies erfordert wiederum c¢,=0, da sonst f(s) keine ganze
Funktion wire. Es ist also f(s)=0 und wir haben die Glei-
chungen

(18) QG ) =f T da, T() =P, w)+ Qs ).

o
Ist der reelle Teil von s positiv, so ist lim w’=0 und also auch

w=0
lim P(s, w) =0, so dal man die Gleichung
=0

’.CD o0
. C - —1 — —1
F(s):llm[ ¢ "z dm:[e T da
n=0/ N
m ]

erhilt.

Es sei nun @ (s) eine Funktion, die in der ganzen Ebene
den Charakter einer rationalen Funktion besitzt, oder vielmehr
derjenige Teil der Mittag-Lefflerschen Darstellung, der sich von
einer solchen Funktion blof um eine ganze Transzendente unter-
scheidet; die Funktion @ (s) ist eine in der ganzen Ebene gleich-
miilig konvergierende Reihe von rationalen Funktionen, so be-
schaffen, daf jeder Unendlichkeitsstelle von, @ (s) ein Glied der
Reihe entspricht. Ist z. B. — @ eine Unendlichkeitsstelle von @ (s),
so ist das derselben entsprechende Glied der Reihe ein Aggregat
von Gliedern wie .

1
(c+o™
wozu noch eine ganze rationale Funktion hinzukommen kann,
Nun ist aber, falls « eine positive reelle Grofe bedeutet,

—8 e a,m—_l —l)v lg'u.)v
CHO=E e

¥ () =

~+ ganze Funkt. (s),

und somit auch
¥ (s) = V¥ (s, w)-}-ganze Funkt. (s),
wenn
s+a§1 (— 1) (log w)”
=, vt

Vs, w)=wo

gesetzt wird.
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Fiibrt man nun in die Entwicklung ® (s) an Stelle der Ele-
mente ¥ (s) die entsprechenden Ausdriicke ¥ (s, w) ein, so entsteht
eine neue Funktion @ (s, w), und diese hat die Eigenschaft, daff
die partielle Ableitung

20 (5 o)

dw

=f(5 w)

eine ganze Funktion von s ist, und es wird daher ® (s, w) als
analytische Fortsetzung eines Integrals

[76s, w)da

aufgefafit werden konnen, sobald ® (s, ) identisch verschwindet.

Auf die eben auseinandergesetzte Weise lassen sich nament-
lich diejenigen Entwicklungen umformen, welche Hermite in An-
schluB an den Satz des Herrn Mittag-Leffler abgeleitet hat. Es sei z. B.

F@)=T@l(s+o),

und « keine ganze Zahl. Die Unendlichkeitsstellen von F'(s) sind
durchaus einfach, und zwar von der Form

Sog=—m, §=—a—n, (mn=0,1,2...)

und die entsprechenden Residuen lauten

. al(a—m) 1 ®
By=(—1) m!  m!T(m+1—a)sinax’
R_(-—l)"['(~—a,—n)___ 1 T,
1= al - n! [‘(n—{—l—{—a)'sinan’

die durch den Mittag-Lefflerschen Satz erzeugte Entwicklung
wire also

I 1
d)(s):sinan{zgoml Tm+1—a)(s+m)

[e ]

1
gon! ['(n+41+a) (s—}—a—]—n)}

und der Unterschied

9

F(s)—d(s)

ist eine ganze Transzendente, Unser Verfahren besteht nun in der
Bildung der Funktion
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o ms-{-m
)_smar{ﬂz___om! Cm-F1—a)(s+m)
(e ws+a+n }

—ngon! Cn+1d+a)s+atn)f

Fir dieselbe ist

D (s, o

(19)

a - - m
am‘b(" w)= smar Lgom! Im+1—a)
[ee] wa-{-n }

_ngon! Fn+1-4a) '

Wird nun mit E (2, ) die Besselsche Funktion

o0 m

E( “)=20m! F(+m+1)

m=

bezeichnet, so lautet die letzte Gleichung

D06, w)= ' (B, — @) —a"E (s, 0)]

sina =

und hieraus
(]

@) @6 0= ? B —a)—" B a]dz,
0
sobald der reelle Teil von s positiv ist, weil die Funktion ® (s, w)
unter dieser Annahme mit w verschwindet.
Hier dréingt sich die Frage nach der Existenz der Grenze

lim © (s, w)
@W=3wW

auf, weil letztere vermutlich mit #'(s) zusammenfillt oder mindestens
mit F'(s) eng zusammenhingt.

Um letzterer Frage niher zu treten, setze ich im Integral (20)
z=12% und im Resultat

gz I
o " 23—1 3 __ . 2a 2 o
D (s, u))__——s1 = dxz [E (22, — a) — z" E (z?, a)]
0
bentitze ich die Integraldarstellung der E-Funktion
E (22 u) =
1

=x_u{—_gluﬂf —z(t-}-%) tu——ldt_f_%fezmcosﬂcosu&d{}}'

[

0
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Nach Einfithrung dieser Darstellung zieht sich unser Aus-
druck wie folgt zusammen

Ve 1
d (s, w) ::2[90“'*'“'1 dx /‘e_m(t"'%) @+ %—é
rd o

0

oder nach Umkehrung der Integrationenfolge (welche gestattet ist,
falls der reelle Teil von 2s--a positiv ist)

s
@1 (s, u))_2j(t“—1—t “) / Flgrete=1gy,

Hier ist nun klar, da der in Irage stehende Grenzwert
existiert, und zwar ist

: At (e
(22) lim @ (s, m):2/(t“—{— %) - e’ (tTT) 2T T e =V (5).
=0
0 0
Die innere Integration ist unmittelbar ausfithrbar und gibt

lF(s‘):2F(2s—{—a)fl vt de

G2
o(t+?>

,1,211—,1—2-&—1 2s—-1dt

@-(3):2[‘(23—!—&){](t2+1)2.¢+a +f(t2+ 1)2s+a

oder wenn in den Integralen tzz—;?, resp. t? =g gesetzt wird,

oder

2 dx dx

¥(s)=I2s+4a) {_/ 1+ )28+a+f(1+ )2s+a

so dafl schlieBlich
" dx
_}_ )2 s+ "z T
Der Grenzausdruck (22) stellt also tatsichlich die urspring-
liche Funktion
F@)=T@E)Il'(s+a)

dar, sobald die reellen Teile der GroBen s und 2s- @ positiv
smd und wir haben aufler der Formel

¥ (s) F(Zs—l—a)f(l =T ()T (a-}9).
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ke

o
sin an‘v,’ o dw [E@, —a)—z*E(z, )]
0

23) TlE+a=

folgende Darstellungen fiir die ganze Funktion

(24) G@)=CEl+a—0% w):
@) G@=grs [ e (B —a) —2" B ),

(]

@4 e@m=2 [L LD (2 s+a,“FLYw ) ar

(GRS Vi
Es ist nicht uninteressant in (23) den Grenzfall 6 =0 zu
erledigen,
Da fir a =0
9 S T(m--1) 4

[]
auE(’_“)“E m! m! T

m=0

wenn
L Tw

gesetzt wird, so kommt

m!

@5) r(sﬂ=f Z7d [22”‘“”“”) & —logz . E

0

Noch einfacher sehreibt sich das Resultat, das sich aus (24)
und (242) fir a =0 ergibt:
34 m

RV i (] 2‘F(m+1)~logw s+m| __
0/ Elm\ m! (s—)—m)2+ m! m! (sfm) T }_

Py 241
=4 | - _ 2s, ——v/a7).
; (lz—l—l)“Q(Zs’ t V_)

(26)

2
Schreibt man hier w:i—;— und setzt

1 —— dt dz
(h7=tm t=a V-l T =—rn—

so lautet die rechte Seite
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o

(26%) £ [t 0@, ua)
;@ Va2 —

und diese Grifle hat demnach den Wert

20 qu—{—?m
ror—3 L +

sty 2
m!m! (s-m
(262) =0 u( —l_ )
2V (m - 1) — 2log 2
+ 2u2.v+2m
£ m! m) (s m)

Fir unendlich kleine s ergibt sich hieraus

ra+ra—2z {21“' 1 — logg] 1og§2"—

o 1H2mW(m-1)—2mlog2

b2 o2m
@7 —2 4" m! m! m? o=
m=1
°'° dx
:4] (1)(07 ux)_"_/xg_—.i-.

1

Beachtet man, daf}

dQ(0, ux) el

T b)

so ergibt eine partielle Integration als den Wert der rechten Seite

xr

e o} ——
@1y 4 [lele b Vol o h) ey,
{

Fir s=1 wird der Ausdruck (26%)

o

dz
—_— 2, uz):
fw% — 02, v2);
wegen
dx . sz——]. . — Uz g
le/.;g——l_d P dQQ2, ur)=—e wiz dx

Monatsh, fitr Mathematik u, Physik. XVIL Johrg. 2
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ergibt eine partielle Integration, wenn man zu gleicher Zeit mit
(262) vergleicht:

u? [V:vz———i ¢ “Tdr=
(28) '
l

2m

%

[ 9m ¥ (m) — log ;—
_* R ..
4"‘m!m!+ 4" m! m!

3

m=1}
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