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126 

Ueber die Nichtdifierentiirbarkeit gewisser 
Functionen. 

(Von Herrn Mathias Lerch in Prag.) 

I n dieser No te w o l l e n w i r die Re ihen von der F o r m 

(1.) f(x) = crco&aynx 
í'=f i 

i n B e z u g au f die Ex i s tenz eines bes t immten end l i chen D i f fe ren t ia lquo t ien ten 

unterauchen, wobe i 

«II, « 1 ) «21 • • • Ov, • • • 

ganze pos i t i ve Z a h l e n s ind, von denen vorausgesetzt w i r d , dass es eine 

unend l i che Re ihe von einander verschiedener ganzer Z a h l e n 

bu b3, . . . by, . . . 

g iebt , f l i r we l che die Quot ien ten a"h
+* (x — 1, 2, B, . . . ) gange Z a h l e n sind, 

Oy 

w ä h r e n d ^ gebrochen sein kann . D i e cv so l len G l i ede r einer absolut 
Oy 

converg i renden Re ihe ausmachen. 

Es w i r d s ich ze igen , dass es unter den F u n c t i o n e n (1.) unend l i ch 

v ie le g ieb t , die an a l l en S te l len v o n der F o r m % = (o bedeutet eine 

ganze Z a h l ) ke inen best immten D i f fe ren t ia lquo t ien ten besitzen. N u n sind 

die eben e rwähn ten S te l len in j e d e m noch so k l e i n e n I n t e r v a l l e des A r g u m e n t -

gebietes i n unend l i cher A n z a h l vorhanden, sodass w i r es h ie r also m i t F u n c -

t ionen zu t h u n haben , w e l c h e m i t den m i t H ü l f e des Hankelsehen Con-

densat ionspr ine ips const ru i r ten F u n c t i o n e n eine analoge E igenscha f t geme in 

haben, j e d o c h sind sie d u r c h e infachere A u s d r ü c k e darges te l l t , wesha lb sie 

eine sehr e lementare B e h a n d l u n g zulassen. 

U n t e r den Re ihen von der F o r m (1.) g ieb t es auch so lche, die an 

ke ine r S te l le überhaup t einen bes t immten D i f fe ren t ia lquo t ien ten besitzen, 
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namen t l i ch die v o n H e r r n Weierstrass au fgeste l l te * ) u n d v o n H e r r n Chr. 

Wiener * * ) aus füh r l i ch untersuchte F u n c t i o n , d ie s ich h ie r a ls e in ganz 

spec ie l le r F a l l e iner un ten anzugebenden Re ihe erg ieb t . 

1. Setzt man i n die Re ihe (1.) den W e r t h 

X = X „ 4" k , X„ = —T Out 

ein, w o b e i a eine ganze Z a h l bedeuten so l l , so e rhä l t m a n : 
atiy 

f ( x u + h ) = 2 c v cos o r n ( * „ + * ) + 2 (—1) c„ c o s a v h n 
y = H V — m + 1 

und fü r h = 0 : 
aay 

in ® 

/x®u) = 2 cyeosat,nxll+ 2 (—1) '" cy, 
y— U v—m-1-1 

sodass a lso : 
aa r 

f(x0+h)—f(x0) _ » cosarn(x0+h)—cosa„nx0 , » • cosa,?rft—1 
y=() « y=m+1 ' « 

N u n ist k l a r , dass s ich be i unend l i ch k l e i n werdendem h d ie erste Summe 

rechts dem ganz best immten G r e n z w e r t h e 
tu 

—n 2 av cy sina„Ji^ij 
y=U 

fix + h) f(x ) 

näher t , und es näher t s ich also der D i f fe renzenquot ien t h e iner 

bes t immten Grösse oder n i ch t , j e nachdem die Re ihe 
ua„ 

(2.) i c-iy^cv 
r = m 4 1 " 

f ü r unend l i ch k l e i n e h e inen end l i chen Grenzwer th besi tzt oder n icht . 

S ind nun die Quot ienten ~ ( y ^ > m ) v o n e inem bes t immten an immer 
Uni 

g le i che r P a r i t ä t , so ze r f ä l l t die Re ihe (2. ) s o w o h l f ü r gerade a ls auch fü r 

*) Brief an Herrn P. du Bois-Reymond. Dieses Journal Bd. 79. — Abhandlungen 
aus der Functionenlehre, Berlin, Springer, 1886, p. 97. 

**) Dieses Journal Bd. 90. — In der Functionenlehre des Herrn VFeters/rass findet 
sich auf S. 100 eine Bemerkung, aus der man schliessen könnte, dass Herr Wiener das 
Weiersirasssche Resultat für unrichtig halte. Diese Bemerkung bezieht sich indes nicht 
auf Herrn Wiener; denn derselbe bemerkt im citirten Aufsatze (p. 247), dass die Ergeb-
nisse des Herrn Weierstrass und die seinigen zugleich stattfinden, wenn man sich auf 
den von Herrn Weierstrass doch allein untersuchten Fall (nämlich ab > f w + 1) be-
schränkt. 
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ungerade o in zwei The i l e , von we lchen der eine aus einer endl ichen A n z a h l 
von G l iedern besteht, während der andere eine unendl iche Reihe ist, die bis 
auf das Vorze ichen m i t dem Reste der Reihe 

f ( h ) — f ( 0 ) _ £ cosarnh—1 

h ~ h 

übereinst immt. De r erste, endl iche B e s t a n d t e i l besitzt für l imA = Q immer 
einen endl ichen Grenzwer th , und der zweite nähert sich einer best immten 
Grösse dann und nur dann, wenn der Grenzwer th 

l i m M 
t=i i « 

exist i r t , d. h. wenn die Func t ion f(x) an der Stel le x = 0 einen best immten 
endl ichen Di f ferent ia lquot ienten besitzt. 

G ieb t es aber unter den Zah len (y > m) unendl ich v ie le gerade 

und ebenso ungerade, so hat man fü r a nur eine gerade ganze Z a h l zu 
wählen, um zu demselben Resultate zu gelangen. A l s o : 

„Die durch die Reihe (1.) dargestellte Function der reellen Veränder-

lichen x verhält sich in Bezug auf die Existenz oder Nickiexistenz eines 

bestimmten Differentialquotienten an den Stellen x — , unter a eine gerade 
Um 

ganze Zahl, und wenn es unter den Zahlen - (v ~> m) nur eine endliche 
Otn 

Anzahl gerader oder ungerader giebt, eine beliebige ganze Zahl verstanden, in 

derselben Weise, wie an der Stelle x = 0 . " 

N u n ist offenbar 

f ( r ) - f ( 0 ) ^ _ 2 s m * b a v n x 

x " x 

also 

(»0 -X X 1 

besitzt aber die Func t ion f(x) an der Stel le x — 0 einen endl ichen Di f fe-

rent ia lquot ienten, so ist derselbe g le i ch 

= l i m 
1=0 x x = j \ —X 

und fä l l t nach (3.) mi t seinem entgegengesetzten Wer the zusammen, und ist 

deshalb g le i ch N u l l . 
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Is t also die Bed ingung 

(3-.) lim = o 
X—II x 

nicht er fü l l t , so hat die Func t ion /" (x) an der Stel le x = 0 ke inen best imm-

ten endl ichen Di f ferent ia lquot ienten. 

Wende t man dies auf den Rest der Reihe (2.) an, so erhäl t man den 

Satz, dass 

„wenn die Function f(x) an der betrachteten Stelle xt) = - -- einen be-
Oin 

stimmten Differentialquotienten besitzt, derselbe durch die Formel 

m 
f'(x^ — — 2 7iavcr%u\avnx{i 

dargestellt wird." 

M i t Ausnahme des hier auszuschl¡essenden Fa l les der g le ic l imässigen 

Convergenz der Reihe 

2 avcv%ma„nx 
I 

ist uns k e i n al lgemeines Cr i te r ium für die Ge l t ung der G le i chung (3a.) be-
kannt . I n manchen F ä l l e n ge l ing t es aber, die Unzu läss igke i t der G le i -
chung (3".) i n der We ise darzulegen, dass man an die Stel le des stetigen 
Grenzüberganges lima? = 0 einen unstet igen, durch eine unendl iche F o l g e 
von schl iessl ich unend l ich k l e i n werdenden Grössen x erzeugten Grenz-
übergang l i m x — 0 t reten lässt. 

Setzt man z. B. 
k 

x ~ br ' 

so fo lg t : 

a s f ( * ' ) - m _ _ 2b j , 2 avkn 
W ^ ~ k ^(J

C"SU1 2b, 

Giebt es nun unter den Quot ienten (v = 0, 1, 2, . . . oc) be i unend l ich 

v ie len br auch solche, deren absolut k le insten Reste unter eine feste Grenze 
a n icht herabs inken, sie mögen dem Wer the v — v entsprechen, und sind 
die cy sämmt l ich posi t iv und so beschaffen, dass be i a l len den betrachteten 
br unter den betreffenden Grössen brcf, immer einige vorhanden s ind, die 
für r = oo n icht unend l ich k l e i n werden, so dar f die rechte Seite von (4.) 
n icht unend l ich abnehmen für sämmt l iche unendl ich grossen Wer the von r, 

Journal für Mathematik Bd. C I I I . Heft 2. 1 7 
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und es w i r d also der Di f ferenzenquot ient ^ ^ zug le ich mi t x' n icht 

unendl ich k l e i n werden können, wenn k ungerade ist. 

D ie h ier angeführten Bedingungen werden z. B. e r fü l l t sein, wenn man 

ay = v\, br — ( r + 1 ) ! 

setzt, und zwar ist h ier v' = r + 1 , da 
o-v _ i 
2br ~~ 2 

ist. A l so hat man den Satz: 
„Giebt es unter den positiv vorausgesetzten Grössen ar unendlich viele, 

die unter eine gewisse Grenze p > 0 nicht herabsinken, so hat die absolut 

convergent vorausgesetzte Reihe 

£ —¡-co&vlnx 
„ = (, Vi 

für keinen rationalen Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten}' 

D e n n der Satz g i l t von der Stel le x = 0 , und da die Quot ienten 
(V > m + 3 ) sämmt l i ch gerade sind, so g i l t er auch für a l le Wer the 

Om 

v o n der F o r m x = , auf die s ich a l le rat ionalen Brüche br ingen lassen. 

Ana loge Beispie le sind le ich t zu bi lden. 

2. M inder einfach ist die Untersuchung der Reihe (1.) in Bezug 

auf ih re D i f fe ren t i i rbarke i t an einer be l ieb igen Stel le x; w i r w o l l e n uns 

h ier auf einen einfachen F a l l beschränken. W i r nehmen näml i ch ay i n 

der F o r m 

(1.) ay = p^p2...py 

an, unter den p posi t ive ungerade Zah len verstanden, die von einander ver-
schieden oder the i lweise oder auch sämmt l ich einander g le i ch sind, j edoch 
m i t Ausnahme der ersten grösser als 1 sein müssen. W i r b i lden dann 
die Reihe 

(2 . ) f(x) = £ c„cos>avnx, 

i n we lcher die cr n ich t negat ive Grössen sind, die eine endl iche Summe 
besitzen, und benutzen zu ihrer Untersuchung die von H e r r n Weierstrass 

i n seinem oben erwähnten Br ie fe an H e r r n P. du Bois-Reymond zuerst dar-
gelegte Methode. 
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E s sei x eine gegebene ree l le Grösse; dann g ieb t es eine ganze 

Z a l i l a m ) fü r we lche die Di f ferenz 

die U n g l e i c h h e i t be f r i ed ig t : 

M a n erhä l t so x i n der F o r m 

— i <r T <C 
2 •*'mi +1 " 2 

X = 

und w e n n man 

setzt, so f o l g t 

xl _ "m— 1 x>t _ »m+1 

•T — x — , x — x =• 
Gm 

sodass x'—x negat iv , x"—x pos i t iv ist, und diese beiden Grössen fü r m = oo 
unend l i ch k l e i n werden. N u n ist of fenbar 

f(x')—f(x) _ " t 1 coso,^ii;'—cosa,nx ® cosarnx'—cosa,,na; 
i = 2 OyCr7l y—. r f- 2 C„ j • 

x' — x ,,=() nar(x —x) x —x 
D a aber f ü r v > m : 

ay(am—l) 
a„x 

eine ganze Z a h l is t , und zwa r von derselben Par i tä t w ie (am— 1) , und da 

ausserdem 

a y X = a m + , 
i l l l t U)U 

sodass fü r i ' ¡ > m : 

cos a v i i x = — (—l ) " " 1 , 

c o s a „ n x = ( — 1 ) ' " c o s — , 

so fo lg t , da ausserdem 
l+®m+l X —x — 1 

offenbar die F o r m e l 

f(x')—f(x) _ cosav7ix' — cosav7ix 
i 71 Oiy Cy -Z j . 

x—x r=i i avn(x— x) 

I / -IN«», ß M Î , „ ( 1 , „ „ „ 
+ C - 1 ) TZR + c o s — ) • 

17* 
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Ganz ana log findet man : 

f(x")-f(x) 
= TT 2 ay c 

cosa,, ax — cosa, nx 

und daher k o m m t 

(3.) 

apn(x"—x) 

-(-l)am , a"' Ê c , h +COS
 n a"X m +>\ 

f(x')-f(x) f(x")-f(x) 

'"Ĵ 1 f cos av n x ' — cos ay n 
= nZarcr[ ^ r — 

v=» v arn(x—x) 

x cosavnx—cosavnx 
(x'—x) ayn(x"—x) 

2 ( - 1 ) * ' " a ' \ J c X 1 + cos n a ' x - + 1 ) • 
J- 1 v=m Om 

Der erste Bes tandthe i l rechts ist o f fenbar v o n der F o r m 
m—1 

(ß.) n 2, aycr(smay7i^"— s in«„7 i£ ' ) , 
v=0 

w o b e i ü" eine bes t immte Grösse i nne rha lb des I n t e r va l l e s (x...x'), resp. 

( : x . . . x " ) bezeichnet . N u n ist of fenbar der absolute B e t r a g der Grösse (a.) 

n ie grösser a ls 
sin ay n Ç" — sin ay n !•' in—l 

n 2 avcv 

und da 

s —$ X —X = , 

0m 
so ist die Grösse (a.) dem absoluten Be t rage nach n ie grösser a ls 

d m y = U 

D a g e g e n ist der zwe i te Bes tand the i l der rechten Seite i n (3 . ) seinem abso-

lu ten Be t rage nach n i ch t k l e i n e r als 
2amcm q 

"5 —I " OUmCm) i — ̂ ni+l 
w e i l die dor t v o r k o m m e n d e Re ihe aus pos i t i ven G l i ede rn besteht, von denen 

das erste, n ä m l i c h c m ( l + c o s 7 r . T m + 1 ) , n i ch t k l e i n e r als cm i s t , da |a;m+1| ^ 

angenommen wurde. 

D a h e r k a n n m a n schre iben : 

w o b e i & ein pos i t i ve r oder nega t i ve r echter B r u c h is t , und t] e ine pos i t i ve 

n ie unter die E i n h e i t herabs inkende Grösse bedeutet. 
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Besitzt die Func t ion f(x) an der Stel le x einen best immten endl ichen 

Dif ferent ia lquot ienten, so muss die l i n k e Seite von (4.) für m = oo unend-

l i ch k l e i n werden. Best immt man die c„ so, dass amcm und zu g le icher 

Zei t die Di f ferenz 
» a m ~ 1 

(ß-) aNlcm—— 2a\cv, 
Um y=U 

die posi t iv vorausgesetzt w i r d , für m =-x, n icht unendl ich k l e i n w i r d , so 

w i r d die Grösse (4.) n icht für unendl ich grosse W e r t h e von m unendl ich 

k le in , und die Func t ion f(x) besitzt dann an ke iner Stel le einen best imm-

ten endl ichen Dif ferent ia lquot ienten. 

Is t nun 

di) d2i c?3, . . . dm, . . . 

eine be l ieb ige F o l g e von posi t iven Grössen, von denen unend l ich v ie le unter 

eine best immte Grenze d n icht h inabs inken, so k a n n man die cr so be-

st immen, dass die Grösse (/?.) g le ich dm w i rd , und es w i r d dann die betreffende 

Func t ion f(x) zu den n ich t d i f ferent i i rbaren gehören. U m dies zu erreichen, 

hat man bloss 

Oy cy = uv, avdy = Vy 

zu setzen und die u r aus den t>v m i t H ü l f e der Recurs ionsformel 
in — 1 

(ß*-) um-n2 2 uv = vm 

zu berechnen. 
H i e r möge noch ein dem Weierstrass sehen ähnl iches Ver fahren zur 

Au fs te l l ung eines speciel len Systems der cv P la tz finden. Setzt man 
näml i ch 

a\cv = r " , 

so ist die Grösse (/?.) g le i ch 

am
 K ' am v r— 1 / am(r— 1) ' 

und sie w i r d immer pos i t iv und für m — oc n icht unend l ich k le in , wenn 

rln 

posi t iv ist und — für m = oo n ich t verschwindet. D i e letztere Bed ingung 
Gm 

w i r d aber nur be i speciel len Wer thsystemen der av e r fü l lbar sein. D ies ist 

z. B. der F a l l , wenn die py sich w iederho len , sodass sie nur eine endl iche 
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A n z a h l verschiedener W e r t h e erhal ten. I s t die grösste unter den Z a h l e n p,, 

g l e i c h p, so ist 

am = pm + 1 ' 
und die rechte Seite w i r d dann und nur dann n ich t unend l i ch k l e i n f l i r 

m = oo, w e n n 
r = P 

ist. W e n n also i n dem le tz te rwähnten F a l l e r ^ p und zug le i ch der Be-

d i n g u n g (y . ) zu fo lge r > l+ri1 ist, so hat die F u n c t i o n f(x), i n w e l c h e r 

c" ~ "äj' 
an ke iner S te l le einen end l ichen D i f fe rent ia lquot ien ten. D i e Convergenz-

h e d i n g u n g fü r die betrachtete Re ihe s te l l t w o h l f ü r die Grösse r eine obere 

Grenze auf. 

So w i r d z. B. d ie Weierstrasssehe Re ihe 
» 

2 b" GOsavTix, 

i n der b < 1, a eine ungerade ganze Z a h l i s t , an ke ine r S te l le e inen be-

s t immten end l i chen D i f fe ren t ia lquo t ien ten haben k ö n n e n , w e n n die z w e i 

Bed ingungen 
à2b>l+n2 

e r fü l l t sind. Dieses C r i t é r i um ist aber umfassender als das v o n H e r r n 

Weierstrass aufgeste l l te , n ä m l i c h die E r f ü l l u n g der U n g l e i c h h e i t : 

ab > 1 

U m ein specie l les W e r t h s y s t e m der c„ auch be i i r g e n d w e l c h e n pv zu er-

ha l ten, w o l l e n w i r dies du rch den Ansatz 

avcv = r" 

zu b e w e r k s t e l l i g e n versuchen. 

D a v e r m ö g e der Bedeu tung der a„ d ie U n g l e i c h h e i t 

n3 1 li* 1 

amcm——~ 2 a\cv >- amcm — — 2 avcv 
Om y=0 Prn y=U 

stat t f indet, so e rhä l t man fü r die N i ch td i f f e ren t i i r ba r ke i t von f(x) e ine h in -

re ichende Bed ingung , w e n n man r so best immt , dass die Grösse 

(()'.) r'"- — "z rv = r'" ( 1 + f 
v J p?n v=(i v p m ( r — 1 ) / p„,(r—1) 

pos i t i v ist und f i l r m — oo n i ch t verschwindet . 
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I n dem a l lgemeinen Fa l le , w o die pr n icht unter einer festen Grenze 

l iegen, w i r d diese Bed ingung dadurch er fü l l t , dass man r > l voraussetzt. 

A lso haben w i r den Satz: 

,, Sind 

Pu, Pn />2, • • • 

ungerade ganze Zahlen, die nicht unter einer festen Grenze liegen, und ist 

r > 1 eine positive Grösse, so wird die absolut convergent vorausgesetzte Reihe 

X, rv 
f(x) = 2 • — C O S « „ 7 7 ® , ay = PoPiPi-'-Pr 

v=U Oy 
eine Function darstellen, die an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Diffe-

rentialquotienten besitzt— 

Schl iess l ich betrachten w i r den F a l l , w o die py so gewäh l t werden, 

dass fü r a l le v : 

ay _> 

ist. D a n n g i l t die Ung le i chung 

n' ' " - 1
 2 2 » ' - 1 

amCm ~ 2 aycy aIH CIH 71 2 cy; u>m i'—l) 

w i r setzen amc„t = dm und bekommen folgendes Resu l ta t : 

,, Giebt es unter den positiven Grössen 

</1? ¿2, d3, . . . d,n, . . . 

unendlich viele, die oberhalb einer festen Grenze p liegen, und convergirt 

die Reihe 

y — |J U y 

so wird die Function 

x ^ 
f(x) = cos av7ix, 

» • = ( ) (ty 
falls jedes av durch a„_1 theilbar ist und unter nicht herabsinkt, für keinen 

Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten haben können" 

Denn der vorausgesetzten Convergenz der Reihe (c.) nach k a n n man 

eine ganze Z a h l n so wäh len, dass für — = c„ 
Oy 

n2 2 c„ < ,2 
v=n 
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Ausserdem w i r d mau der vorausgesetzten Beschaf fenhei t der Grössen 

d gemäss unend l i ch v ie le ganze Z a h l e n m so angeben können, dass die U n -

g l e i c h u n g 

statt f indet; es w i r d h ie r also für unend l i ch v ie le W e r t h e v o n m 

^ n + m—1 
i-im Ci>+ 1,1 ^ cv "5"P 

v=rt 

sein, nnd also fü r unser speciel les W e r t h s y s t e m der ay u m so mehr 

fjy 2 n+?«—1 
V ^ 1 

woraus fo lg t , dass die Re ihe 
oc 

( # . ) C r C 0 S a „ 7 7 i C 

an ke ine r S te l le e inen bes t immten end l i chen D i f fe ren t ia lquo t ien ten haben 

k a n n . Dasselbe muss aber be i der zu le tz t be t rachte ten Re ihe f ( x ) der 

F a l l se in , da sie s ich von der Reihe (& . ) nu r u m eine d i f fe rent i i rbare 

F u n c t i o n unterscheidet . 

3. Sch l iess l i ch m a g hier k u r z eine Re ihe e r w ä h n t werden , we l che 

A b l e i t u n g e n a l l e r O rdnungen besi tz t , und doch nie nach ganzen pos i t iven 

Potenzen v o n (x—¡r,,) e n t w i c k e l t werden kann , was auch x„ sei. 

So lche Re ihen s ind zum ersten Ma le von H e r r n P. du Bois-Reymond 

i m 22. Bande der Math. Annalen au fgeste l l t w o r d e n ; da s ich aber die von 

uns h ier zu behandelnde Re ihe durch eine e infache Gesta l t auszeichnet, 

so dür f te sie w o h l e in ige Leser interessiren. 

Es ist dies die Reihe 

CD 

unter a e ine ungerade ganze Z a h l verstanden. Sie conve rg i r t of fenbar 

ebenso w i e a l l e i h re A b l e i t u n g e n * ) g le ichmäss ig , und deshalb ist sie nach 

e inem bekann ten Satze g l i edwe ise d i f fe ren t i i rbar . Bedeutet b eine ungerade 
\)7t 

ganze Z a h l , und schre ib t man er,, — — s o b e k o m m t man fü r die A b -
Qi 

l e i t ungen v o n f(x) an der Ste l le x „ die F o r m e l n : 

*) Unter „Able i tung" ist die durch gliedweise Differentiation entstandene Reihe 
verstanden. 
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( - l ) * / ^ O r < > ) = <p(.a2k)-<?'\ 

(_ 1)*+Or,,) = V(«M+1), 
wo der K ü r z e halber 

m—1 a^kn 

(p(alk) = ^ -̂ y-(coso"-m67i-l), 
m—1 fl(2it+l)n 

«;(aM+1) = £ ,—s in an>" bn 

gesetzt worden ist. 

D i e Taylor sehe Reihe für die Func t ion f(x) setzt sich nun aus 
fo lgenden drei Reihen zusammen: 

J e - ! ) - > ( « - ) 

SA ; (2*)! 
D i e beiden ersten dieser drei Reihen sind absolut convergent , w ie 

man unmi t te lbar s ieht , und von der dr i t ten so l l gezeigt werden, dass sie 

d iverg i r t , w ie k l e i n auch (x—®„) sein mag. Setzen w i r zu diesem Z w e c k e 

l*-*>l = y 
und nehmen 1 an, so ist der Ausdruck 

f>ay ga y 

für unend l i ch grosse v zu untersuchen. N u n ist aber fü r h i n l ä n g l i c h grosse 

W e r t h e von v : 
ur = e""-*^ > eaV~v\ 

und da die letztere Grösse schl iessl ich jede Grenze über t r i f f t , so g i l t dies 

um so mehr von der Grösse 

y"v\ ' 

also auch von den G l iedern der dr i t ten Re ihe , we lche deshalb d iverg i r t , 

woraus sich die F o l g e r u n g ergiebt, dass die Func t i on f(x) an ke iner Ste l le 

von der F o r m 
bn 

" a" 
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(b ungerade) eine Po tenzen tw icke lung zulässt. D a aber die eben er-
wähnten Ste l len in jedem noch so k le inen In te rva l le v o r k o m m e n , so w i rd 
f(x) überhaupt nie durch eine Potenzreihe dargestel l t werden können , da 
sie sich dann auf gewissen Ste l len von der F o r m 

bn 
*" = "ä̂  

analy t isch regu lä r verha l ten würde, was unserem letzteren Ergebnisse wider-

spricht. H ie raus k a n n man aber n icht schliessen, dass die Taylorsche Reihe 

für f{x) auch für d ie jenigen x{„ die n ich t von der F o r m sind, d iverg i ren 

mlisste, sondern es fo lg t hieraus nur, dass der Rest der Taylorschen Reihen-

en tw icke lung n icht unend l ich k l e i n wi rd , ebenso w ie dies bei der Func t i on 
i_ 

e x3 an der Stel le xn = 0 der F a l l ist. 

We inberge i n Böhmen, Dezember 1886. 
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