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Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser
Functionen.
(Von Herrn Mathias Lerch in Prag.)

In dieser Note wollen wir die Reihen von der Form
1) fl@) = éc,cosa,nm

in Bezug auf die Existenz eines bestimmten endlichen Differentialquotienten
untersuchen, wobei

a, a, G ... a4,

ganze positive Zahlen sind, von denen vorausgesetzt wird, dass es eine
unendliche Reihe von einander verschiedener ganzer Zahlen

b, by, by, ... b

giebt, fiir welche die Quotienten a—z*i(z= 1, 2, 3, ...) gange Zahlen sind,

wihrend i;i gebrochen sein kann. Die ¢, sollen Glieder einer absolut

convergirenden Reihe ausmachen.

Es wird sich zeigen, dass es unter den Functionen (1.) unendlich

a
b

ganze Zahl) keinen bestimmten Differentialquotienten besitzen. Nun sind
die eben erwihnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle des Argument-
gebietes in unendlicher Anzahl vorhanden, sodass wir es hier also mit Fune-
tionen zu thun haben, welche mit den mit Hiilfe des Hankelschen Con-
densationsprincips construirten Functionen eine analoge Eigenschaft gemein
haben, jedoch sind sie durch einfachere Ausdriicke dargestellt, weshalb sie
eine sehr elementare Behandlung zulassen.

Unter den Reihen von der IForm (1.) giebt es auch solche, die an
keiner Stelle iiberhaupt einen bestimmten Differentialquotienten besitzen,

viele giebt, die an allen Stellen von der Form z =

(a bedeutet eine
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namentlich die von Herrn Weierstrass aufgestellte *) und von Herrn Chr.
Wiener **) ausfiihrlich untersuchte Function, die sich hier als ein ganz
specieller Fall einer unten anzugebenden Reihe ergiebt.

1. Setzt man in die Reihe (1.) den Werth

a

T = -'Bu‘l"h: Ty = b
n

ein, wobei @ eine ganze Zahl bedeuten soll, so erhilt man:

acd,,

f(zy+h) = gw:‘lc,cosa,n(m.,Jrh)Jr 3 (—1)_&’7%008%’”’

v=m+1
und fiir £ =0:

f(a/'l]) = gﬂ C,, co8 a,, T {B')+ _2‘+1(_ 1) 27 cy,
sodass also:
aal/
Mot W=l@) _ 5, WGREADs0RE, | F gyt 50h],
= y=m+1

Nun ist klar, dass sich bei unendlich klein werdendem % die erste Summe
rechts dem ganz bestimmten Grenzwerthe

1

—n X a,c,8ina, 1z,

y=f)

(2o +0)—f(z,)
k

nihert, und es nihert sich also der Differenzenquotient einer

bestimmten Grosse oder nicht, je nachdem die Reihe

uay

@) 3 (el

y=m+1 h
fiir unendlich kleine % einen endlichen Grenzwerth besitzt oder nicht.
N . . a . . .
Sind nun die Quotienten b—’ (v =>m) von einem bestimmten an immer
ne

gleicher Paritit, so zerfillt die Reihe (2.) sowohl fiir gerade als auch fiir

*) Brief an Herrn P. du Bois-Reymond. Dieses Journal Bd. 79. — Abhandlungen
aus der Functionenlehre, Berlin, Springer, 1886, p. 97.

**) Dieses Journal Bd. 90. — In der Functionenlehre des Herrn Weierstrass findet
sich auf S. 100 eine Bemerkung, aus der man schliessen kénnte, dass Herr Wiener das
Weierstrasssche Resultat fiir unrichtig halte. Diese Bemerkung bezieht sich indes nicht
auf Herrn Wiener; denn derselbe bemerkt im citirten Aufsatze (p.247), dass die Ergeb-
nisse des Herrn Weierstrass und die seinigen zugleich stattfinden, wenn man sich auf
den von Herrn Weierstrass doch allein untersuchten Fall (ndmlich ab > $a+41) be-
schriinkt.
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ungerade @ in zwei Theile, von welchen der eine aus einer endlichen Anzahl
von Gliedern besteht, wihrend der andere eine unendliche Reihe ist, die bis
auf das Vorzeichen mit dem Reste der Reihe

fW—1©) _
h

zm: c, cosa,uh—_l_
y={) h
iibereinstimmt. Der erste, endliche Bestandtheil besitzt fiir limh = Q immer
einen endlichen Grenzwerth, und der zweite nihert sich einer bestimmten
Grosse dann und nur dann, wenn der Grenzwerth

lim W —fO)

k=t h
existirt, d. h. wenn die Function f(z) an der Stelle # = 0 einen bestimmten

endlichen Differentialquotienten besitzt.

(iebt es aber unter den Zahlen Z” (v > m) unendlich viele gerade

und ebenso ungerade, so hat man fiir a nur eine gerade ganze Zahl zu
wiihlen, um zu demselben Resultate zu gelangen. Also:

,,Die durch die Reihe (1.) dargestellte Function der reellen Verdinder-
lichen x werhdlt sich ir Bezug auf die Existenz oder Nichlexistens eines

bestimmten Differentialquotienten an den Stellen z = bi’ unler a eine gerade

ganze Zahl, und wenn es unter den Zahlen :" (v >>m) nur eine endliche

He

Anzahl gerader oder ungerader giebt, eine beliebige ganze Zahl verstanden, in
derselben Weise, wie an der Stelle x = 0.
Nun ist offenbar

f(@)—f0) = —923%¢ sin’ya, T
z s=u F ] !
also
@y [ _ @),

besitzt aber die Function f(z) an der Stelle z =0 einen endlichen Diffe-
rentialquotienten, so ist derselbe gleich

lim f@ =) _ i [(=2)—(©O)

9

=0 =l

und fillt nach (3.) mit seinem entgegengesetzten Werthe zusammen, und ist
deshalb gleich Null.
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Ist also die Bedingung

=0 T
nicht erfiillt, so hat die Function f(#) an der Stelle « =0 keinen bestimim-
ten endlichen Differentialquotienten.
Wendet man dies auf den Rest der Reihe (2.) an, so erhidlt man den
Satz, dass

swenn die Function f(x) an der betrachteten Stelle wl,zfa—— einen be-

stimmten Differentialquotienten besitzt, derselbe durch die Formel

m
f'(z) = — X aa,c,sina,nx,
=0
dargestellt wird.“
Mit Ausnahme des hier auszuschliessenden Falles der gleichméssigen
Convergenz der Reihe

3 .
2a,cs8ne,ar

y=U

ist uns kein allgemeines Criterium fiir die Geltung der Gleichung (3) be-
kannt. In manchen Fillen gelingt es aber, die Unzulidssigkeit der Glei-
chung (3%) in der Weise darzulegen, dass man an die Stelle des stetigen
Grenziiberganges limz = 0 einen unstetigen, durch eine unendliche Folge
von schliesslich unendlich klein werdenden Grossen «' erzeugten Grenz-
iibergang limz' = 0 treten lésst.

Setzt man z. B.

b,
so folgt:

N—f(0 2b. = . 1,k
(4) f(m)z’f() - k 5)078“121247 .

Giebt es nun unter den Quotienten -;—1:7 (r=20,1, 2, ... ) bei unendlich

vielen b, auch solche, deren absolut kleinsten Reste unter eine feste Grenze

o nicht herabsinken, sie mogen dem Werthe » = »' entsprechen, und sind

die ¢, simmtlich positiv und so beschaffen, dass bei allen den betrachteten

b, unter den betreffenden Grossen b.c,. immer einige vorhanden sind, die

fiir r = o nicht unendlich klein werden, so darf die rechte Seite von (4.)

nicht unendlich abnehmen fiir simmtliche unendlich grossen Werthe von r,
Journal fiir Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 17
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! - . .
und es wird also der Differenzenquotient f_(rr_)z,fi) zugleich mit «' nicht

unendlich klein werden konnen, wenn % ungerade ist.
Die hier angefiihrten Bedingungen werden z. B. erfiillt sein, wenn man

e, =v!, b=+

setzt, und zwar ist hier »' =r+1, da

ist. Also hat man den Satz:

»Giebt es unter den positiv vorausgesetzten Grossen o, unendlich viele,
die unter eine gewisse Grenze ¢ =0 mnicht herabsinken, so hat die absolut
convergent vorausgeseizie Reihe

o,
v!

3 cosvine
y=0

fiir keinen rationalen Werth von « einen bestimmten Differentialquotienten.”
Denn der Satz gilt von der Stelle £ =0, und da die Quotienten
a,
b

a . . . .e .
von der Form r=_5, auf die sich alle rationalen Briiche bringen lassen.

(v == m+3) simmtlich gerade sind, so gilt er auch fiir alle Werthe

Analoge Beispiele sind leicht zu bilden.

2. Minder einfach ist die Untersuchung der Reihe (1.) in Bezug
auf ihre Differentiirbarkeit an einer beliebigen Stelle x; wir wollen uns
hier auf einen einfachen Fall beschrinken. Wir nehmen nimlich @, in
der Form

(1) a, = pyp1Pae.-pPy

an, unter den p positive ungerade Zahlen verstanden, die von einander ver-
schieden oder theilweise oder auch simmtlich einander gleich sind, jedoch
mit Ausnahme der ersten griosser als 1 sein miissen. Wir bilden dann
die Reihe

2.) flz = éjc,cosavnw,

in welcher die ¢, nicht negative Grossen sind, die eine endliche Summe
besitzen, und benutzen zu ihrer Untersuchung die von Herrn Weierstrass
in seinem oben erwihnten Briefe an Herrn P. du Bois-Reymond zuerst dar-
gelegte Methode.
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Es sei = eine gegebene reelle Grisse; dann giebt es
Zahl e, , fir welche die Differenz

a,r—e, = Tyi1
die Ungleichheit befriedigt:

_% <z Ty t1 é ]7
Man erhiilt so z in der Form

aﬂ a:lt
r = l+ et 1 ,
a"t
und wenn man
:BI — _am_l , :EH _ am+1
alu am

setzt, so folgt

14z, 1l—a,,

-’B'-—(L':-—- + 1117 :E”—:D: m+1
allL a'l”,

131

eine ganze

sodass z'—x negativ, ' —a positiv ist, und diese beiden Grossen fiir m = oo

unendlich klein werden. Nun ist offenbar

N —f(x m—1 cosa,ax —cosa, nx ) cosa, nx'—cosae, nw
M[(_) = 2 al’ c‘V - [} : _|_ 2 cV - ' :
r—ax =0 na, (' —x) —m z'—x

Da aber fiir v = m:

.a,:v' — ay(am_l)
a"”

eine ganze Zahl ist, und zwar von derselben Paritit wie (e, —
ausserdem

[1 2% + a, mm.+l

a,zT = .
v a"t ! aﬂL
sodass fiir v == m:
cosa, e = —(—1)",
: Ta, T,
cosa,nz = (—1)"cos — 2+
"
so folgt, da ausserdem
g—g = — 1t
A
offenbar die Formel
f(z) f(z) m=1 COSB, T —COSA, TT
=nXac, 7
z'—z p= a,n(z' —x)

1), und da

+(— l)“’" ——a'” Se¢c <1+cos i1 )

Tmtl v=m

17*

™m
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Ganz analog findet man:

f")—f@) _ 7'“2—,1‘1 c cosa, na'' - cosa, nz
' —z - 7 v Ly I
y=1) a,n(r —.1:)
a ke 2 Ay Thy 11
_ __1 D m 20,(1 COS v W )
( ) 1_31"m+1 y=m ! + a,, !

und daher kommt

f(@)—f(e) fE")~f(=)
' —x z'—z
m—1 cosa,mx'—cosa, nx cosa,nx"’ —cosa, nx
) - aFae - )
(3) é‘”a, Cr a, n(z'—z) a,n(z'"—x)
_}_2(_1)“::1 am2 2“’ C,(l‘!"COS nan'znl+1).
l_zm-f-l v=m ay,

Der erste Bestandtheil rechts ist offenbar von der Form

m—1

(¢.) =7 Xa,c, (sina,né"—sina,né"),
v=U

wobei &, &' eine bestimmte Grisse innerhalb des Intervalles (z...z"), resp.
(z...z") bezeichnet. Nun ist offenbar der absolute Betrag der Grosse (e.)
nie grosser als

m—1 i " i ! m =1
sing, n&''—sine, 7§ ot ) 2 e
n Zaycy . 'avn<§ ——§>§7‘l 7§)aycv(§”_§’)1

=0 a,n(§"—&)

und da

2

@y

so ist die Grosse («.) dem absoluten Betrage nach nie grisser als

'§N_§I é ‘.E”—“f’ —

2 -1
(e*) = =an” c,.

m v

Dagegen ist der zweite Bestandtheil der rechten Seite in (3.) seinem abso-
luten Betrage nach nicht kleiner als

2@y, = 24

1‘x12n+1
weil die dort vorkommende Reihe aus positiven Gliedern besteht, von denen
das erste, nimlich ¢,(1+cosnx, ), nicht kleiner als ¢, ist, da |z,,,| <1
angenommen wurde.
Daher kann man schreiben:
n_ "ny__ 2 m-1 a
(4') f(:l?) f(z) _ f(.’t ) f(:l?) — 2n '9. é‘) a'i c,,+2(—1) mamcm"],

' —ax ' —z an

m Cmy ’

wobei & ein positiver oder negativer echter Bruch ist, und 7 eine positive
nie unter die Einheit herabsinkende Grisse bedeutet.
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Besitzt die Function f(z) an der Stelle « einen bestimmten endlichen
Differentialquotienten, so muss die linke Seite von (4.) fir m = oo unend-
lich klein werden. Bestimmt man die ¢, so, dass a,c, und zu gleicher
Zeit die Differenz

n? m—1

2
2 a,c
Gy, y=0 [

B) a.c,—
die positiv vorausgesetzt wird, fiir m = ~ nicht unendlich klein wird, so
wird die Grosse (4.) nicht fiir unendlich grosse Werthe von m unendlich
klein, und die Function f(z) besitzt dann an keiner Stelle einen bestimm-
ten endlichen Differentialquotienten.

Ist nun
dy, d, dy, ... d,,

eine beliebige Folge von positiven Grossen, von denen unendlich viele unter
eine bestimmte Grenze d nicht hinabsinken, so kann man die ¢, so be-
stimmen, dass die Grosse (/3.) gleich d,, wird, und es wird dann die betreffende
Function f(z) zu den nicht differentiirbaren gehoren. Um dies zu erreichen,
hat man bloss

ac,=u,, ad =ov,

s
zu setzen und die », aus den », mit Hiilfe der Recursionsformel

ne—1
(ﬁ*') um—n2 2 u, = v,
v=0)
zu berechnen.

Hier moge noch ein dem Weierstrassschen #hnliches Verfahren zur
Aufstellung eines speciellen Systems der ¢, Platz finden. Setzt man
nidmlich

2 v

ac, = r,

so ist die Grosse (3.) gleich

m—1 pm n 2

1 . . 2
a—m(rm_-nl,é:; )= a, (1_ ril )+ a,.(r—1)’

und sie wird immer positiv und fiir m = oc nicht unendlich klein, wenn

n?

@) 1- r—1

fir m = oo nicht verschwindet. Die letztere Bedingung

s s
positiv ist und

m

wird aber nur bei speciellen Werthsystemen der a, erfiillbar sein. Dies ist
z. B. der Fall, wenn die p, sich wiederholen, sodass sie nur eine endliche
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Anzahl verschiedener Werthe erhalten. Ist die grosste unter den Zahlen p,
gleich p, so ist

rm \) .r’nl

a,, = -W’
und die rechte Seite wird dann und nur dann nicht unendlich klein fiir
m = oo, wenn

r=p
ist. Wenn also in dem letzterwihnten Falle » = p und zugleich der Be-
dingung (y.) zufolge r > 14~ ist, so hat die Function f(z), in welcher

r
C

4 a?”

an keiner Stelle einen endlichen Differentialquotienten. Die Convergenz-
bedingung fiir die betrachtete Reihe stellt wobl fiir die Grosse r eine obere
Grenze auf.
So wird z. B. die Weierstrasssche Reihe
= b cosa’nz,
v=l}

in der 56 <1, a eine ungerade ganze Zahl ist, an keiner Stelle einen be-
stimmten endlichen Differentialquotienten haben konnen, wenn die zwei
Bedingungen

ab=1, a’b>1+4n°
erfiilllt sind. Dieses Criterium ist aber umfassender als das von Herrn
Weierstrass aufgestellte, nimlich die Erfiillung der Ungleichheit:

ab> 1+3n
Um ein specielles Werthsystem der ¢, auch bei irgend welchen p, zu er-
halten, wollen wir dies durch den Ansatz
ac, =1’
zu bewerkstelligen versuchen.
Da vermoge der Bedeutung der a, die Ungleichheit

nﬁ m—-1 n" m—1
a,c,— P a c, > a,C,— ) a,c,
m v=0 P v=0

stattfindet, so erhilt man fiir die Nichtdifferentiirbarkeit von f(x) eine hin-
reichende Bedingung, wenn man r so bestimmt, dass die Grosse

n? m—1

(0 r— S = r’"(l—

pm y=0

n® n?
=) o=

positiv ist und filr m = oo nicht versechwindet.
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In dem allgemeinen Falle, wo die p, nicht unter einer festen Grenze
liegen, wird diese Bedingung dadurch erfiillt, dass man r > 1 voraussetzt.
Also haben wir den Satz:

45 Sind

Doy Py P2y
ungerade ganze Zahlen, die nicht unter einer festen Grenze liegen, wund ist
r > 1 eine positive Grisse, so wird die absolut convergent vorausgesetzte Reihe

r”

fl@)=3

COSa, T, @, = PyPiPoee P,
y=0) By

eine Funclion darstellen, die an keiner Stelle einen bestimmien endlichern Diffe-
rentialquotienten besitzt.” —

Schliesslich betrachten wir den Fall, wo die p, so gewihlt werden,
dass fiir alle »:

av 2 a?/—-l
ist. Dann gilt die Ungleichung
a? n—1 2 . m—1
a,c,— a Py a,c, = @, C,—a ) C,s
m v=0 y=l)

wir setzen a,c, =d, und bekommen folgendes Resultat:
. Giebt es unter den positiven Grissen

d, d,, d,, ... d,,

unendlich viele, die oberhalb einer festen Grenze ¢ liegen, und convergirt
die Reihe

d,
v a,

Ms

()

9
v

so wird die Function

s d,
fl) = X —Zcosa,ne,

y=0) @y

falls jedes a, durch a,_, theilbar ist und unter a._, nicht herabsinkt, fir keinen
Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten haben kinnen.c
Denn der vorausgesetzten Convergenz der Reihe (¢.) nach kann man

L4

eine ganze Zahl » so wihlen, dass fiir % =c,

v

@
X e <<3do.
y=n
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Ausserdem wird man der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grossen
d gemiss unendlich viele ganze Zahlen m so angeben konnen, dass die Un-
gleichung

an+mcn+m == du+m > Q

stattfindet; es wird hier also fiir unendlich viele Werthe von m

” n+m—1 1
an+7u C,,+7u—7'l' 2 c, > §9
v=n

sein, und also fiir unser specielles Werthsystem der ¢, um so mehr

732 n4ue—1
2 ~. 1
Qg Corporn ™ > a,c, > 30,
an-Hn y=n

woraus folgt, dass die Reihe
(%) 3 ccosa,nzx

an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Differentialquotienten haben
kann. Dasselbe muss aber bei der zuletzt betrachteten Reihe f(z) der
Fall sein, da sie sich von der Reihe (3.) nur um eine differentiirbare
Function unterscheidet.

3. Schliesslich mag hier kurz eine Reihe erwihnt werden, welche
Ableitungen aller Ordnungen besitzt, und doch nie nach ganzen positiven
Potenzen von (z—ua,) entwickelt werden kann, was auch x, sei.

Solche Reihen sind zum ersten Male von Herrn P. du Bois-Reymond
im 22. Bande der Math. Annaler aufgestellt worden; da sich aber die von
uns hier zu behandelnde Reihe durch eine einfache Gestalt auszeichnet,
so diirfte sie wohl einige Leser interessiren.

Es ist dies die Reihe

L) A== 250

n=0 n! !

unter a eine ungerade ganze Zahl verstanden. Sie convergirt offenbar
ebenso wie alle ihre Ableitungen ™) ‘gleichmiissig, und deshalb ist sie nach
einem bekannten Satze gliedweise differentiirbar. Bedeutet & eine ungerade

ganze Zahl, und schreibt man x, = %, so bekommt man fiir die Ab-

leitungen von f(x) an der Stelle x, die Formeln:

*y Unter ,,Ableitung® ist die durch gliedweise Differentiation entstandene Reihe
verstanden.
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(1} () = pla®)—e™,
(— LD () = (@),
wo der Kiirze halber

1

o m—1 p2%n
a” = 3
¢ (a™) =
m—1 o(2k+1)n
. a
l/}<a2k+l> —_ 2 3 S]]] ar mbn

n=0

i~ (cosa™"bn—1),

gesetzt worden ist. .
Die Taylorsche Reihe fiir die Function f(z) setzt sich nun aus
Y
folgenden drei Reihen zusammen:
2 T,
2 (—1)Y¢(a™ (a:(2k)’) )

x-—g, )+

2 (~ g Fomir,
2 (x—z )%
§,< L'e ((2/00!) '

Die beiden ersten dieser drei Reihen sind absolut convergent, wie
man unmittelbar sieht, und von der dritten soll gezeigt werden, dass sie
divergirt, wie klein auch (z—=,) sein mag. Setzen wir zu diesem Zwecke

jo—ai] =
y
und nehmen y > 1 an, so ist der Ausdruck

i 4 1 4

e? e”
W> wry =%
fiir unendlich grosse » zu untersuchen. Nun ist aber fiir hinlinglich grosse
Werthe von »:
u, = ea”—vlogvy> ea"——v’,

und da die letztere Grosse schliesslich jede Grenze tibertrifft, so gilt dies
um so mehr von der Grisse

er”
Pk

also auch von den Gliedern der dritten Reihe, welche deshalb divergirt,

woraus sich die Folgerung ergiebt, dass die Function f(x) an keiner Stelle

von der Form

b

am

Journal fir Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 18

Ty, =
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(b ungerade) eine Potenzentwickelung zuldsst. Da aber die eben er-
wihnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle vorkommen, so wird
f(z) tiberhaupt nie durch eine Potenzreihe dargestellt werden konnen, da
sie sich dann auf gewissen Stellen von der Form

_ bn
To = o
analytisch regulir verhalten wiirde, was unserem letzteren Ergebnisse wider-

spricht. Hieraus kann man aber nicht schliessen, dass die Taylorsche Reihe

fir f(z) auch fiir diejenigen z,, die nicht von der Form —I;% sind, divergiren
miisste, sondern es folgt hieraus nur, dass der Rest der Taylorschen Reihen-

entwickelung nicht unendlich klein wird, ebenso wie dies bei der Funection
1

e © an der Stelle x, =0 der Fall ist.

Weinberge in Bohmen, Dezember 1886,
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