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SUR UNE S É R I E 
(Bxliail d'us* leUre utreute à F. Gobm Tendra) 

PU 

M. LERCn 

(Professeur u l 'École Polytechnique de Pruguo) 

Je prends la liberté de vous présenter une démonstration de 
la formule élémentaire 

gjtiê punri oc gîitnrt 
^ w-lc 

sur laquelle Mr Kronecker esl revenu à maintes reprises (*) et 
qui peut s'obtenir d uo grand nombre de manières. Parmi celles 
que je corinais la plus élémentaire découle de l'intégrale bien 
connue d'Euler: 

f. xfi-tdx 
1 + x sin a* 

En la transformant par la substitution x = e^z, f étant réel 
et compris entre — * et on obtient en effet la formule 

r. eWzP-idx 
1 + z«'* sinon 

(#) Sitzungsberichte der kiin. preuss. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin JB&I ( X X ) et 1883 (XXX.VUL) . puis Journal für die reine and an-
gwandle Mathematik, t. 105. 
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qu'on peut d'ailleurs vérifier directement en faisant voir que la 
dérivée, par rapport à du premier membre est nulle, de sorte 
que celui-ci ne dépend pas de ç (*). 

Décomposons maintenant l'intégrale en deux autres, prises 
respectivement entre les limites ( 0 . . . 1) et ( 1 . . . oo ) et faisons 

dans la seconde x — —, ce qui donne : 
x 

lté-™? r,xa-tdx_f_i,e-'fx-<'dx 
sinaw J g J 0 i + xe— 

et il suffit maintenant d'employer les développements élémentaires 

I « 

i + xe*** ' 

pour en conclure: 

B « - " 1 ? « 

2 ( - ! ) ' — — , 
sinair a + v 

formule qui prend la forme écrite plus buut en substituant a = i r . 
ir —9 = 2tw. 

Ce procédé fuit voir que le développement (1) est un cas par-
ticulier de la formule plus générale qu'on trouve on partant de 
l'équation 

dont il résulte à l'aide de la même substitution x —se'? : 

( • ) Ce procédé m'a donné doux démonstrations élémentaires de la for-
mule de départ el de l'intégrale d'Êuler qui représenta la quantité « col a«• 
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Ici le dénominateur est défini uniformément par la condition 

de représenter la valeur principale de la puissance. En décom-
posant et transformant celte intégrale comme plus baut nous 
aurons: 

P a*-idx P aP—idx 
B (a, b) — e**? I ——— —+ —— 

d'où, en employant la série binôme, 

» /—a—b\ /e(a+y)<9 e - ^ + ^ N 
m » M - , * / . 

Les quantités a, b étant supposées réelles, on aura alors: 

« rs in(q + v)y sin(6 + v)?~| 

. - A v / L a + v 6 + v J ~ 

« / - q - 6 \ |-cos(a + v) 9 + cos(6 + v ) 9 n B 

» = o \ v / L a + v b + v J 

et on obtient des formules plus convergentes en intégrant par 
rapport à <p. 

Rappelons encore la formule 

r ' ( i ) - ~ T — * ' 9 + — + 2 ( ) ( — — — + ) 
* ; r(a) T a , = 1 \ v J\ a + v v J 

qu'on tire aisément de (2) en comparant les termes constants 
dans le développement des deux membres de la formule (2) sui-
vant les puissances de 6. 
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