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13.

Zur Theorie der unendlichen Reihen.
Von M. Lerch in Weinberge bei Prag.
(Yorgelegt den 17, April 1801,)

Der elegnnte Beweis, den Llerr Jensen in den Comptes rendus
1888 (t. 108) fir das Kwmmer’sche Convergenzkriterinm entwickelt
hat, fihrie mich vor drci Jahren zu oiner Veralligemeinornug des
letzteren, die zu demselben in gunz analogem Vorhilinisse steht, wie
die berllimten Evmakov'schen?') Theoreme zum Cauchy'schen Con-
vergenzkriterium, welches deu Ausdrnck lin y%,ﬂ betrilit. Wenn nun
auch der praktische Werth jonos Ergehnisses durch die gennnuton
Sitze des Herrn Ermakov in einfachster Weise orschdpft wird, so
glaube ich indess durch dessen Verdffomtlichung nichts Oberfliissiges
gu unternchmen, weil mman das Resultat als Resmmnd ociner ganzeu
Classe von Convergenzkriterien ansehon kann.

Alle Functionen, die im Folgenden vorkommen werdon, nimlich
f(»), (@), k=), sind in dem allein in Belracht kommenden Tntervalle
(@....o) positiv, und im Endlichen intogrmbel vornuszusetzon. Mit
(=) soll dbordiess eine Function bezeichnot werden, welche im In-
tervalle (@....) {borall cinen positiven integrnblen Differentinl-
quotienfen g'(x) besitzt, und die Unglcichung () > o belriedigt.

Alsdann liisst sich folgender Satz beweisen:

L Qibt es filr eine gegebene Funclion f(=) eins nndara k(x) nnd
eine positive Coustants g, so dass die Ungloichwng hesteht :

f(=z) M=) '
7@ fig) ~ MO >p @mes ),

I) Bulletin des Sciennes mathématiqnes, Bd, 1T der erstan und VI der
swelten Berie; einon undersn Boweis gab 1L Korkin dasolbat, Bd. YI der 8. Herie.
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s0 owistirt das Integral

jﬂs)dm.

Dicsem Batye entspricht ein #hnlicher, welcher sich auf die
Divergenz bezieht. Um jhn cinfach ausdrficken zu kiunea, bezeich-
nen wir mit m, irgend welche Grlsse, dle p(a) Gbortrilt, definiran
im Intervalle (a....o0) die unendliche Werthmenge

Mg, My, MyyoooeMygyeoan

durch die Gleichungen :

my = p(iny), my = @(m,), my = p(m,), . ...

und bozoichnen schliesslich mit % (m,...m, ) die obore Grenze der
Werthe, welche die function () im Intervalle (m, . .. m, , ,) sugimmt.
Alsdann gilt der Satz:

1I. Wean aber im Intervalle (a....x) flberall die Ungleichung

1) h(z)

@'(=) flg)

stat{findet, wnd wenn ansserdem dis Reihe

3 1
;k(m,...m, 1)

divergirt, so ist der Grenzwerth des Intsgrals

f f@) dz
fir w = wnicht endlich.
Es braucht kaum erwlhut zu werden, duss sich die Lelhrsitze
I. und IL. anf upendliche Reihen Zu, unmitlelbar Gbhertragen, wenn

man entweder anter f(x) eine sbuehmende FMunction versteht und
daun #,—=jf{(») nimmt, oder wenn man flir vine beliebig vorge-
legto Roihe

—hp) =0

S=uy-f-u Fug4....
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dio Function fix) dureh die (ileichung

A7) =ury

definirf, wobei mit [«] (lie griissta in « cnthaltene ganze Zahl be-
zsichnn?. wird. Demn es ist im letzteren Falle offenbar

J:fﬂ‘)rh' =} et

8o dass sich die Joxistenz des Imtegrals j :I'[:n) d(x) mit der Conver-
&

genz der Leile Zu,. vollkommen deckt. Wir dirfon woll den Be-

wois der Slitze 1. und JI. hier tibergehen, und begnfigen uns zu be-
morken, dass die Voransselzung A(x) = 1 uux die oben citirten merk-
wiirdigen Rtosultate des Herrn Ermakou liofert, withrend mmn durch
dio Wull @(e) =@ -}-1 das Kummersche Kriterium erhilt.

Man wird es mir gestatten, an diesor Stelle anf din cigenthitm -
liche, in diesen Sitznngsberichton scliom besprochene ') Aeusserung
des Herrn Pringtheim %) in Minchen noch einmnl einzugehen.

Zuerst mag erwiilnt worden, dnss einige Jahre vor demn Erschei-
nen meiner den Quotienton ng"l betreffonden Aufsitze bereits Herr
Worpiteky in geinein ausgezeichnsten mir loider erst zu spiit bekannt
gowordenen Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung auf die
von vielen Schriftstcllern getheilten falschen Ausichten inbetvefl dos
(Zanchy’schon Convergenzkritoriums hinwles und dieselben auch chen
durch Construction eines specicllen Beispiels widerlegte.

Wenn man boachist, dnss viele wnter dmtschen Lebrblichorn 3)
in dieser Hinsicht fehlerhaft sind, wic fiborhaupt iber dic Natur
der anendlichen Processe noch in unseror Zeil bei den Schriftatellorn
unklar gefasste Begriffe begognet werden4), so wird man es wohl

) Man seho unscemen Aufsatz: Bemorkung Enr Duilienthrorie.  Sitzuugsbe-
richte der ktindgl, bohm. Gesallschaft der Wissensclafton, 1880.

") Mathematische Anmlen, XXXY, p- 808.
") Yon den franzGsischon miige x. . das Buch von Hoftel gonannt werden.
%) So hat 5. B, dor Neremsent des Lohrhuchs dos Herrn Mansion im Jour-

oul des Math, ¢lém. fiber die Behauptnnyg, daxs lim sus = 0 sar Convergens gar
picht nothwendig ist, sein B:denkeu ausgesprochen.
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nicht tudeln, dass ich -— obne dns Lehrbuch des Herrn Worpitzky
ru kennen — von deu zahlreichen Beispielen, die mir bekannt wa.
ren'), einos, welches mir am merkwirdigston schiew, in fremder
Sprache publicirte 32),

Nun liest mnn boi Herrn Zringsheim3):

v« s gitimerhin acheint mir Qber dieson Punct noch nicht allge-
inein genfigunde Klarhait zu herrschen. Bunst whre es sum mindesten
villig unvorstiAndlich, dass vor noch nicht langor Zeit Herr M. Lerch
oino besondere Note publizivte (Toixeirn, Jornal de Sciencias Mathe-
waticas, 1. VIL, p. 79) lediglich um darauf hinzuwoisen, es kénns

Za,, auch noch convergiren, wonn lim E'G.-—} nicht existirt, bezw.

unter verschiedemon Werthen anch beliebig (ev. unendlich) grosse
anuimmti; und dass er nun gar zur Erbiirtung dieser, wie gesayt
oigentlich ganz welbstverstéindlichen, dbrigens aber durch zahliose
Beispiele allorcinfachster Art zu ULelogenden Thotsache das folgende
geradezu monsérise Deispiel construirt:

a, _:8* W g}a) 1t v dem]

wo (ign) den gansen Theil des Brigg'schen Togarithmus von » bozeichnet
und 4, g positive Grossen sind, welche die Bodingungen erfilllen*):
d<1, g1, dVg<l1l]

Cnd wenn Horr Cosdro in cinor weiteren Note (a. a. O. p. 171) von
Herrn Lercl’s .lintdecknug® so @tborrascht isl, dass er dieselbe erst

——

Kinen anderen Beley fiir nnsere Behanptung bictot uns eine Stelle der Ab-
handinng fiber die Convergenz der unendlichen Iroducte des Herrn Pringehsin
{Math. Ann. XXXIII, » 140). Amns der Ungleichangen

| va Wy —U| 80| v, Wy, — 12| < 8
gloubt nbwmlick der Verfusser achlicsson zu diirfen, dus V4 uml Wy bostimmte
Grdgsen sind.

7 Man sebo dio Note des Jlerrn Gutzmer (im Joraal ces Scivnciss ma-
thematicas, T. YIIL pag. 33), mit dem ich Qbor diesen Gogenutand in Borlin 18858
gesprochen umd nachher correspondirt halie.

%) Jorunl de Scioncias math. T. V11, p. 79.

%) Math. Annalen XXXY, p. 308,
1) Iuus die latsto Ungloichnng 8V y <1 nberllisuig ist, habe ich in deor

anfaugs  citirien Remerkeng erwibnt nnd uuch deren urapriingliche Einftthrang
molivirt.
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von nun ab in soine Vorlesungen anfnimmt, im @brigen aber bemerkt :
es giihe einfachere Beispiels polcher Reihen, so scheint mir dies den
oigentlichen Kernpunkt der Sache noch keineswegs zu ireffen” ... .

Es moge dem Urtheil des mathematischen Publicums itherlnssen
werden, ob man &ber eine der SBache nach einwurfsfreie Mitthellung
sich so =zu Russern berechtigt ist, selbst wemn sie nur ru pédagogi-
achen Zwecken gomacht wurde. Wir wollen hier allein auf dis ein-
zige in Haitn Pringsheim's Bemerkung enthaltene sachliche Einwen-
dung dor Momatrositdi etwas niher eingehen.

In Vorlesungen @ber analytische I'mnctionen maoht sich oft das
Bedtrfniss eines Beispiels der sogenanntem [ncundren Fundionen gol-
tend, welches mit elementarsten Mitteln behandelt werdem kiinnte.
Nun ist die von uns im besprochenon Briefe an Herrn Teixera be-
trachtete Reihe ein specioller Fall des lolgenden Ausdrucks

fc=2¢([ﬂ])='

(wobei [n] die Anzahl der Zifforn von » bedeutet), welcher sine Ila-
cundre, auf den Einbeitakreis [z | = 1 beschrinktc Function A=)
darstellt, falls sic nur fur alle | 2 | <1 convergirt und wenn dor
recle oder imaginAre Bestandtheil von ¢(v) filr v =o mit einem
bestimmten Vorzeichon unendlich wird. Der Beweis diesor Thatsache
findot sich in eimer kurzem Note, dle wir neulich im ersten Hefto
des X. Jahrgangs von Jornal de Sciencias mathematicas verofentlicht
haben 1),

1) Bar une classs de fonctions & espace lacunalre.
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