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13. 

Zur Theorie der unendlichen Reihen. 
Yon IL Lerofa in Weinberge bei JPrag. 

( V o r g e l e g t d e n 17. A p r i l 1SUI . ) 

Der elegante Beweis, den Herr Jmi*r.n ia den Comptes rendus 
1888 (t. 106) für das Äwmww'sche Convergenzkritm'limi entwickelt 
hat, führte mich vor drei Jahren zu oiner Verallgemeinerung des 
letzteren, die zu demselben In ganz analogem Verhältnisse steht, wie 
die berühmten Ermnköv'&diQii *) Theoreme mm Caf/r/W/schcu Con-

vergenzkr iterium, welches den Ausdruck 2m — j j - betrifft. Wenn nun 

auch der praktische Werth jonos Ergebnisses durch die geuannton 
Sätze des Herrn Ermakov in einfachster Weiac orscliöpft wird, so 
glaube ich indesa durch d C B B e n Veröffentlichung nichts Überflfissiges 
zu unternehmen, weil man das Jlesultat als Reoumâ oiner ganzen 
Classe von Convergcnzkritcrien ansehon kann. 

Alle Functionen, die im Folgenden vorkommen werden, nämlich 
/ (x) , 9>(«)t h(x\ sind in dem allein in Betracht kommenden Intorvallo 
( A . . . .OD) positiv, und im Endlichen integmbel vnrnuszusetzou. Mit 
9(sc) soll abcrdiesB eine Function bezeichnet werdon, wclclie iin In-
tervalle ( A . . . . OD) Qborall einen positiven integrnbleu Diflcrential-
quotienten ç>'(a) besitzt, und die Ungleichung i p ( x ) ' > x befriedigt. 

Alsdann lttsst sich folgender Ratz beweisen: 

L Qibt et filr eine gtgtbene Function / ( e s ) eiiw W I W « Ä(SC) lutd 

eine positive CoiwtnnU p , 90 dau die üngleichmig ItexteJd : 

<P'(*)A9) v - — h 

') Bulletin des Hdeneos raathänatiqnns, IJdL 11 der ersten und VII der 
«weiten Serie ; einon anderen Howcia gab IL KorHn dwiolbat, Bd. V I der 3. Serie. 
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90 amttfri da* Integral 

OD 

f f { x ) dx. 

m 

Dießem Satze entspricht ein ähnlicher, welcher sich auf die 
Divergenz bezieht. Um ihn oinfach ausdrückou zu können, bezeich-
nen wir mit m» Irgend welche Grösse, die <p(a) übortriflt, definiran 
iui Intervalle (A . . . . OD) die unendliche Werthmongc 

fllgi 1%, > • • • Wy i . • • • 

durch die Gleichungen: 

mi = 9 > K ) I = 9»(«I)» " " I = * K ) i 

und bezeichnen schliesslich mit . die obere Grenze der 
Weithe, welche die Function A(ai) im Intervalle (»», . . • w» annimmt 
AlBdann gilt der Satz: 

II. Wenn aber im Intervalle ( A . . . . OD) überall die Ungleichung 

i t a f f f i i i d e f , vwl wenn attaterdem diu Heihs 

y ! 
divergui, so int der Gremieerth den Integrals 

n 

f / i * ) dx 
a 

fifr v = ao nicht endlich. 

Ks braucht kaum erwflhut zu werden, duss sich die Lehrsätze 
I. uud ü . auf nnendlicho Reihen .̂ FJnp unmittelbar übertrugen, wenn 
iniui initwTder unter /(.r) eine ubuehmendc l-'uuction versteht und 
dann 1 ^ = / » nimmt, oder wenn man für inne b e l i e b i g vorge-
leg te Rnihe 

S = «„-f-«, + »» + 
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die Functiou ß?) durch die (Jleicluiup! 

ß r ) = z u M 

definirt, wobei mit [x] ilie griisste in ar enthaltene ganze Zil i l be-
zeichnet wird. Demi an ist im letzteren Fallu offenbar 

weis der Sätze L and II. hier tibergellen, und begnügen IIIIB ZU be-
morken, dius die Voranssetzung Ä ( X ) = 1 I I I I K die oben citirten merk-
würdigen Resultate des Herrn Hrmakov liefert, während uiun dnreh 
dio Wühl qp{OE) = m - F - 1 das JEMIMWWGA« Kriterium erhält. 

Man wird es mir gestatten, au dieser Stelle auf dio cigenthüm -
liehe, in diesen Sitzungsberichten schon besprocheneAeusaerung 
des Herrn Pringtheim *) in Münolion noch einmnl einzugeheil. 

Zuerst mag erwähnt worden, dnss einige Jahre vor dorn Erschei-
U 

nen meiner den Quotienton ¿V—1 betreffenden Aufsätze bereits Herr 

Worptidcy in seinem Auszeichneten mir lnider erst zu apilt bekanut 
gewordenen Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung auf die 
von vielen Schriftstellern getheiltcn falBohcn Auflichten inbetraff dos 
ßj«cÄy,Hchon Gonrergeoikritoriunu hinwies niui dicscllxni auch eben 
durch Conslrnction eines speninllen Beispiels widerlegte. 

Wenn man baachtot, diu» vide «fiter tlmt*chw LcbrbÜchorn 
in dieser Hinsicht fehkrhaft. Rind, wie überhaupt ilber dio Nntur 
der nnondliclien Processe noch in unserer Zeit bei den Schriftstellern 
unklar gefasste Begriffe begegnet werden4), so wird nmii es wohl 

' } M M sehn uurrmi A U F T A L X : Bemerkung Knr Iliiiliontlinorio. Sitxou^lir-
riehte der lctiidgl. bfihm. GcnUanholt der WisBcnscInlUni, 1880. 

•) Mithcmitlsche Annalen, XXXV, p. BOB. 
•) Von den f rHuGslMhon mop» K. I i . das Buch vnn I l o t l f l genannt werden. 
4) So hat x. B. dor Itemnaput dm Lehrbuchs I IOH Herrn Manu LÜH iui Jour-

a«l den Math, ältini. Aber dfe Baliauplniig, dami Um tum = 0 snr Oomrificiui gar 
nicht nothwendig ist, sein Ifedmikuu au6ffi!5|irochon. 

* 

b 

genz der lieihe vollkommen deckt. Wir dürfen wohl den Be-
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uiclit tadeln, dasH ich — ohne dos Lehrbuch des Herrn Worpitzky 
mi kennen — von den zahlreichen Beispielen, die mir bekannt wa-
T e n 1 } , dnou, welches mir am merkwürdigsten schien, in fremder 
Spruchu publicirta 

Nun liest innn bei llerru Pringsheim8): 

. . . . „immerhin scheint mir ilbur diesen Punct noch nicht allge-
mein genügende Klarheit xu herrschen. Sonst wäre es zum inimleaten 
völlig iinvorstllndlich, dm» vor noch nicht langor Zeit Herr M. Lorch 
eine besondere Note publizirte (Teixcirn, Jornal de Scieneias Mathe-
loaticas, T. VIL, p. 79) lediglich um darauf hinzuweisen, es könne 

auch noch convergiren. wonn lim nicht existirt, bezw. 

nnter verschiedenen Worthen auch beliebig (cv. unendlich) grosse 
annimmt; nud dass er nun gar smr Erbilrtung dieser, wie genagt 
oigentlich ganz selbstverständlichen, Übrigens aber durch zahllose 

Beispiele allorcinfacfuter Art zu belegenden Thotsoche das folgende 
fftradeeu monttoVae Beispiel ccmstruirt: 

„ . x* Htf») 0 ^ f l ) | i T 

i 

wo (Jgii) den ganzen Theil des Brigg'schcn Tiogaritlmuis von n bezeichnet 
uud 4, g positive Grössen B ind , welchc die Bedingungen erfüllen 4J: 

* < 1 , g>\, * W < n 

Und wenn Herr Cosikro in ninor weiteren Note (a. a. 0. p. 171) von 
Herrn Lorch*« .Entdeckung* so Überrascht ist, dase er dieselbe erst 

Kinnn anderen Belog Air nnsure Behauptung bi i ' tot uns eine Stelle der Ab-
handlung Aber «IIB CoaTnrgtiiis der uuendlichan Producta doa H e r r n PringtAoln 
{Math. Ann. X X X I I I , p> 140). Ana den Uaglaid i iu igen 

I 1 Vm Wxj— t! I d 
Klaubt iilkmliuh der Verfassor BGhliesaoii zu dürfen, dus V « und I F « b u a t i i n i n t e 
ü r ö a w u »hiiL 

0 Mau Bebe dio Note des H e i m (xutzmer ( im Jornal dus Suiunciaa n u r 
thematiciu, T . V I1L pag. 33), m i t dmn iah Qbur dienen t iogciiutuud i n Dor l in 18SS 
gcsprochi-n mni naubhur corresiionil irL balíc. 

*) . W t i a l de S d o n c i u motb. T . V l l , p. 79. 
3) Math. Annnlcii XXXV, p. a«8. 
"•) inma die le t í te I lngl f l ic l inng 8 y r J i < m 1 nlierf l fUti ig int, l ube ich In der 

Mtfaug» rilirien Remtvkttng erwülmt nnd uucli deren nraprDiiglicl ie K in f t ih rnng 
ino l iv i rU 
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von nun ab in seine Vorlesungen aufnimmt, im übrigen aber bemerkt: 
es gäbe smfaeken Bmptele solcher Bethen, so scheint mir dies den 
eigentlichen Kernpunkt der Sache noch keineswegs su treffen" . . . . 

Eb möge dem Urtheii des mathematischen Publicums überlassen 
werden, ob man über eine der Sache nach einwurfsfreie Mittheilung 
sich so zy äussern berechtigt ist, selbst wenn Bie nur m pädagogi-
schen Zwecken gemacht wurde. Wir wollen hier allein auf die ein-
zige in Herrn Fringshelm's Bemerkung enthaltene sachliche Einwen-
dung der Monitrorität etwas näher eingehen, 

In Vorlesungen über analytische Functionen macht sich oft das 
Bedürfniss eines Beispiels dar Bogenannten laamOrm Functionen gol-
tend, welches mit elementarsten Mitteln behandelt werden könnte. 
Nun ist die von uns im besprochenen Briefe an Herrn Teixera be-
trachtete Beihe ein specieller Fall des folgenden Ausdrucks 

(wobei [n] die Anzahl der Ziffern von n bedeutet), welcher eine la-
cunäre, auf den Einheitskreis | s | = 1 beschränkte Function f(x) 
darstellt, falls Bio nur für alle | « | < 1 convergirt und wenn dor 
reele oder imaginäre Beetandtheil von 9>(v) für v = co mit einem 
bestimmten Vorzeichen unendlich wird. Der Beweis dieser Thatsache 
findet sich in einer kurzen Note, die wir neulich im ersten Hefte 
des X. Jahrgangs von Jornal de Sciencias mathematicas veröffentlicht 
haben1). 

*) Sur tme C I U M da fonationi & eqwoe lacunairo. 
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