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XXIV. 

Sur une fonction transcendante. 
For M. Leroh & Prague-Vmohr&dy. 

(Lu dans la séance du 19 Mai 1B98) 

Soient Cj, y . . . Cp diverses quantités avec des parties réelles 
positives, u une quantité de la même espèce et considérons la fonc-
tion de la variable complexe * donnée par l'élément 

«j, v2i . . . Vf,; c,, Cj, . . . c„; «) 

(1) — V 1 e 
2»t(m1i>1 + m , ^ + . •• 4-mpvp) 

m ( W + C1™1 + V » 1 + • ' ' + CPmp)' ' 

(m, , m^, . . . mp = 0 , 1, 2 , 3, . . .) 

où les parties imaginaires des quantités v , , v2, . . . vp ne sont jamais 
négatives, et où la partie réelle de s doit être positive et supérieure 
à k, si parmi les quantités v h sont réelles. 

La puissance d'ordre a qui entre au dénominateur doit être 
considérée comme la valeur de la fonction s* définie par l'expression 
etl°8* où le logarithme est devenu univoque par la condition d'avoir 
sa partie imaginaire entre — « e t 

En nous appyant sur la formule élémentaire 

1 __ 1 r* 

a' - r(8)J «r—œ—^dx 

nous obtiendrons aisément la formule 

(V* <r-uax*~1dx 
(2) f t u ; c ; = 

f j 0 
I I ( l _ e ~ c » * + 2 V n l 

dont on déduit aisément que la fonction P est entière par rapport à 
lorsque aucune des quantités « n'est un entier, mais qu'elle a des 
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2 XXIV. M. Lerch 

pôles du premier dégré s = 1, 2| » » m JC en restant uniforme et con-
tinue pour les autres valeurs, si parmi les quantités v k ont une 
valeur entière. Il suffit à cet effet décomposer l'intégrale en 

où o désigne une quantité positive suffisamment petite, et de rem-
placer, dans la première intégrale, la fonction par son développement 
suivant les puissances croissantes de x. 

En employant un procédé connu qui est dû à Riemann et qui 
a été employé par M. Hurwitz1) et nous a servi à obtenir de nou-
veau une formule*) due à M. Lipschitz on trouve 

où le chemin de l'intégration représenté par le symbole (oc, 0, oo) 
enveloppe, dans le sens positif, la moitié positive de l'axe réel, et 
peut, par exemple, se composer du segment infini ( » . . . o) de 
l'axe réel, du cercle autour de l'origine |x| = <a, et du segment in-
fini (en . . . oo ) . Il est aiBé de voir que cette expression est valable 
quel que soit «, et qu'elle doit être regardée comme la continuation 
et la vraie définition de la fonction P\ lorsque la variable u a sa 
partie réelle positive. 

Ce point établi, supposons que la quantité u puisse se mettre 
sous la forme u = o,«^ + Ĉ UJ, . . . + Cpwpi où les w soient réels 
et contenus entre 0 et 1, ce qui peut se faire d'une infinité de ma-
nières lorsque p surpaBBe le nombre deux ; supposons ensuite que les 
rapports de deux quelconques parmi les quantités ca ne sont jamais 
réels et que les quantités va ont été choisies de manière que les 
zéros des p fonctions 

qui sont de la formé x = 2»i — , (k = 0, + 1, + 2 , . . . ) soient 
ca 

') Zeitschrift far Mathematik und Physik, t. 27. 
*) Acta mathematica, t. XI. 

ai 



Sur une fonction transcendante. 3 

distinctes. On est ainsi dans le cas où les pôles de la fonction in-
tégrée sont du premier dégré et sont distribués sur p droites diffé-
rentes en faisant, sur chacune d'elles, une série de points équidistants. 
On peut ainBi entourer chacun de ces pôles par un cercle d'un rayon 
constant de la sorte que pour tous les points, très éloignés de l'ori-
gine, qui sont en dehors des dits cercles, la fonction intégrée sera 
très petite comme une exponentielle; cela étant, représentons par H 
un chemin composé d'un segment de l'axe réel R . . . m, du petit 
cercle autour de l'origiue |RR| = QJ, puis du segment a . . . R compté 
sur le bord négative de la moitié dositive de l'axe, et enfin du cercle 
parcouru dans le sens négatif |ac| = JR ; lorsque ce grand cercle de-
vrait entier en un des entourages des pôles dont nous avons parlé 
plus haut, on doit remplacer une partie du grand cercle |as| = R par 
un arc du cercle qui limite l'entourage considéré du pôle en question. 
Le chemin 91 étaut ainsi défini considérons l'intégrale prise le long 

la fonction intégrée étant uniforme à l'intérieur du contour de l'inté-
gration, la valeur de J sera égale à — 2at fois la somme des rési-
duB correspondants aux divei'B pôles de la fonction intégrée, contenus 
dans l'intérieur de 31. Le résidu relatif au pôle 

de SI 
r* e-uw-idx 

J 

ayant pour valeur 

I*-1 e « \ « ] ( / 5 - l , 2 , . . a — ! , « + ! , . . p ) 

fi 

on aura par conséquent 

J i ' L i — e 

fi 
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où la somme se rattache aux divers pôles représentés par l'indice 
Bommatoir k (qui est un des nombres 0, + 1, + 2 , . . .) et par l'in-
dice a qui reçoit les valeurs a = 1, 2, 3, . . . p. Il faut remarquer 
encore que la puissance 

est définie d'une manière univoque comme la valeur de la fonction 
a1-1 rapportée à la coupure 0 . . . oo, de la sorte que 
a*-1 = ef'-ijiog^ où la partie imaginaire du logarithme est contenue 
entre zéro et 2n. 

Or, en faisant R croître indéfiniment, l'intégrale J tend vers 
l'intégrale prise le long du chemin (oo, 0, °o) puisque sa compo-
sante prise le long de la circonférence |a| = R devient infiniment 
petite et on a ainBi, d'après l'équation (3), la formule que nous vou-
lions obtenir 

où il faut, dans le produit W, excepter le facteur nul 0 = a. 
Dans le cas le plus simple p = 2 ce résultat s'écrit sous la 

i 2lffl 
i^w; v\ c; *) 

(4) 

forme 

I\s ) 1 — 6 
(2 « y - 1 2 « =o(w + CjWij - f C3W1J 

2«t(wi1v, + »«jWÏ) 
« 

1« 
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On parvient à une représentation remarquable de la fonction 
P en remplaçant u par l'expression u ~ CyWx -J- ctwi + • • • + cp^pi 
où les wa sont réelB et contenus entre zéro et l'unité, et en déve-
loppant par la série de Fourier. Supposons à cet effet que tous les 
éléments va ont une partie imaginaire positive pourque la série P 
soit absolument convergente. 

Posons 
ini2*vau>a 

e Hu\ u; c; s) 

_ «»1(11,10, - f njtOjj + 1- tipu>p) 
— 7 j •A»tni...np*s , 

»li Mîi • • • «p— — « 

en signifiant par 2* une sommation par rapport à l'indice 

« = 1, 2, 3, . . . p, 

les coefficients A seront donnés par la formule 
Ani...np=f.. .fV^^oPiu- v; c; s) fl-2*^«»» dWl... du,Pm 

O a 

En remplaçant P par la série qui le définit on a 
27ri2*(wn + ma) va — 2» i£*n„u>-

W o 0 

dans le terme général écrivons w1 m, = œ,, . . . wp + wip = œp, 
les intégrales aurons les limites ( » » j . . . wij -f-1), . . . ( » v . . • mp + 1 ) 
de la Borte qu'en employant l'identité 

z r w 
O « 0 

on aura 
m 27ri£*vaxa — 2m 2*nava 

A .. f . . . f < ^ . . . d x . 
Il 0 

et il ne reBte qu'à obtenir cette intégrale sous forme finie. Gomme 
il ne s'agit que d'une transformation d'une fonction amdytique on 
peut BuppoBer que la partie réelle de a soit positive ce qui permet 
d'employer la formule 

(ci*i + • • • -h °vxvf r 0 0 
i rw 

— Y{i)J «~ ' ( e i * 1 + • ' '' ' + VP>z»- lcfe \ 
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en substituant cette valeur dans l'expression de un aura, 
après changement de Tordre des intégrations, 

^ ¿ 5 f ^ • — ^ • • • * * 

ou après avoir effectué les intégrations par rapport aux se, 

A __ 1 / * • g 
. . . n p - m J [ C j Z + 2 f f ï ( « i - " , ) ] . . . [<H* + - Î J Ï 

Pour évaluer cette intégrale employons la décomposition en 
fractions simples 

1 ^ Ca 
fae + M f a — «J] . . . [<** + 2m(np —vp)] 

où Ton a posé, pour abréger, 
» 

1 1 

Ca 

c«= 
CjCj , , i Cp p f Î ï r i 2a«' 1 ' 

où il faut excepter le facteur nul 
On aura ainsi 

r»00 , 7 

0 
ou bien 

i t \ 
et 

en convenant de représenter par [a]' la quantité e(4_1) log0 où la par-
tie imaginaire du logarithme est contenue entre — a et 7t. 

Cette formule établissant une relation entre deux fonctions analy-
tiques aura lieu quel que soit «, pourvu que les deux membres ont un 
sens préciB et univoque ; on peut alors substituer cette valeur de A 
dans le développement cherché qui devient 
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' 2ni£*vriio 
e F{cyic! c a w 2 - f - . . . - f - Cvwv\ u ; c ; s) 

( 5 ) _ (2g)*^ p JT\ l — a) 
Cy Cg . a • Cp • 

e 2«i(n1«'i + • •. + npwp) 

fi=l\ 

n p — V p n a — 

t C'/3 c* 

Cette formule qui dans le cas de p > 2 contient un certain 
nombre des indéterminées devient univoque dans le cas 
de p = 2, car ici les cordonnées T^U^ de la quantités M, définies par 
l'équation u = c^^ c,i02l sont bien déterminées. 

La formule se simplifie d'ailleurs, dans ce cas particulier, et 
on a 

Remarquons encore que la convergence exige que le rapport 

— ne soit pas réel. 

P{cxwx -f- ctw2 ; y2; c,, Cj ; s)e 
Sïrifa tp, - f e,w,) 

«h, Cj ; 

c 

Nákladem KrAl. Ceaké Společnosti NAiik. — Tinkcin dra. Ed. Grégra • Praze 1893. 


		webmaster@dml.cz
	2019-09-13T14:48:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




