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XXIV.

Sur une fonction transcendante,

Par M. Leroh & Prague-Vinohrady.
(Lu dans la séance du 19 Mai 1898)

Soient ¢, ¢y, ... ¢, diverses quantités avec des parties réelles
positives, » une quantité de l» méme espece et considérons la fonc-
tion de la variable complexe s donnée par 1'élément

P(u. Upy Ugy - » - Up; €y Cgy - - < Cpy 8)
2"':(”‘1”1+"'2”s+-'-+m”)

(1) —
..,,.,,Z. ('u +cl'm1 +emg + ... pmy) ]
(m,, m,, coomp=0,12,3,..))

ol les parties imaginaires des quantités v,, v,, ... vp ne sont jamais
négatives, et ol la partie réelle de s doit &tre positive et supérieure
& k, si parmi les quantités v % sont réelles.

La puissance d’ordre s qui entre au dénominateur doit &tre
considérée comme la valeur de la fonction =* définie par I'expression
e*®7% o le logarithme est devenu univoque par la condition d’avoir
sa partie imaginaire entre — =z et =.

En nous appyant sur la formule élémentaire

1

7 =T )f g1y

nous obtiendrons aisément la formule

® P(u;v;c;s)=,§,)f",, T

o (l_e—cuw—l-?v“m-) 1

a—1
¢

dont on déduit aisément que la fonction P est entidre par rapport A s,

lorsque aucune des quantités v n’est un entier, mais qu’elle a des
Tt. mathomatloko-piirodovddocks. 1898 2



9 XXIV, M. Lerch

pbles du premier dégré s=1, 2, . . . & en restant uniforme et con-
tinue pour les autres valeurs, si parmi les quantitss v % ont une
valeur entiére. Il suffit & cet effet décomposer I'intégrale en

/“+ f

oli @ désigne ume quantité positive suffisamment petite, et de rem-
placer, dans la premidre intégrale, la fonction par son développement
suivant les puissances croissantes de .

En employant un procédé connu qui est di & Riemann et qui
a 6té employé par M. Hurwitz!) et nous a servi & obtenir de nou-
veau une formule?®) due & M. Lipschitz on trouve
1 et du;
@) Plu; v ¢; ) = —gm— ,- o,
I‘(n)(e —1) 7 (l_c—"u"’+9”a"")

ol le chemin de l'intégration représenté par le symbole (cc, 0, oo)
enveloppe, dans le scns positif, la moitié positive de I'axe réel, et
peut, par exemple, sc composer du segment infini (o ... @) de
I'axe réel, du cercle autour de l'origine |r] = @, et du segment in-
fini (@ ... o). Il est aisé de voir que cette expression est valable
quel que soit s, et qu'clle doit étre regardée comme la continuation
et 1a vraie définition de la fonction F, lorsque la variable » a sa
partie réelle positive.

Ce point établi, supposons que la quantité % puisse se mettre
sous la forme u = ¢,w;, + c;w, + . . . + cowp, 00 les w Boient réels
et contenus entre O et 1, ce qui peut se faire d'une infinité de ma-
niéres lorsque p surpasse le nombre deux; supposons ensuite que les
rapports de deux quelconques parmi les quantités ¢, ne sont jamais
réels et que les quantités v, ont &té choisies de manidre que les
zéros des p fonctions

] — o c %+ v mi

v,k

c

qui sont de la forme a = 2#: , (=0, +1,+2,...) soient

1) Zeitachrift fir Mathematik und Physik, t. 27.
%) Actn mathematica, t. XI.
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distinctes. On est ainsi dans le cas oit les poles de la fonction in-
tégrée sont du premier dégré et sont distribués sur p droites diffé-
rentes en faisant, sur chacune d’elles, une série de points équidistants.
On peut ainsi entourer chacun de ces poles par un cercle d'un rayon
constant de la sorte que pour tous les points, trés éloignés de l'ori-
gine, qui sont en dehors des dits cercles, la fonction intégrée sera
trés petite comme une exponentielle; cela Stant, représentons par
un chemin composé d’un segment de I'axe réel B ... o, du petit
cercle autour de l'origine || — @, puis du segment @ .. . B compté
sur le bord négative de la moitié dositive de I’axe, et enfin du cercle
parcouru dans le sens négatif |«| = R; lorsque ce grand cercle de-
vrait entrer en un des entourages des poOles dont nous avons parlé
plus haut, on doit remplacer une partie du grand cercle |#| = R par
un arc du cercle qui limite I'entourage considéré du pble en question.
Le chemin 9 étant ainsi défini considérons l'intégrale prise le long
de A

J — r et _
15’ (l e €.z + 2vam') ’

¢/ w=—1

A

la fonction intégrée étant uniforme a l'intérieur du contour de l'inté-
gration, la valeur de J sera égale & — 2x¢ fois la somme des rési-
dus correspondants aux divers poles de la fonction intégrée, contenus
dans T'intérieur de . Le résidu relatif au pole

va +

Ca

T = 21

ayant pour valeur

2“”'(-» +k)( R e

ey
' 2

a [1 i :: Rkl Bl lP)

8

on aura par conséquent

(B =1,2,..a—1,a+1,..p)
]

2 i (” + k) U c+ k) —1
= — 2mi. (21:)'_12— L :_ o)
11' [1 —e‘e fro 8 ]

,u
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oit la somme se rattache aux divers poles représentés par lindice
sommatoir % (qui est un des nombres 0, -+ 1, + 2, .. .) et par 'in-
dice « qui recoit les valeurs e =1, 2, 3, ... p. 1l faut remarquer
encore que la puissance

=

est définie d’'une maniére univoque comme la valeur de la fonction
21 rapportée & la coupure O ... oo, de la sorte que

g1 — e(*1)%8s, ol la partie imaginaire du logarithme est contenune
entre zéro et 2.

Or, en faisant R croitre indéfiniment, l'intégrale J tend vers
I'intégrale prise le long du chemin (oo, 0, o0) puisque sa compo-
sante prise le long de la circonférence |v| = R devient infiniment
petite et on a ainsi, d’aprés 1’équation (3), la formule que nous vou-
lions obtenir

[ i 2ot
(ﬂ&“2£¢ﬂmmﬁ@
¢) ; | _ Bt a+k)( i
__Z—Z " x|’
o=l %= H'[I—GT( o’ %Y ﬂ)]
{ £=l )

ol il faut, dans le produit I7’, excepter le facteur nul § — «.
Daps le cas le plus simple p =2 ce résultat s'éerit sous la

forme
I'(s) 1— e"’"' 2 82”“("‘1"1 + myv,)
(Bm)t  2mi ﬂnw=0(“ + &My - cym,)’
(vz+k) ( v+ k) 1

e '—(01": — oy, —kq¢,)
;] ¢

(v.+k)( % + k) "

— A
—— —(c.v.- e, % —-kel)
1—e%
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On parvient & une représentation remarquable de la fonction
P en remplagant u par I'expression w —c¢,w; -+ w, | ... ~ cpwy,
ou les w, sont réels et contenus entre zéro et 'unité, et en déve-
loppant par la série de Fourier. Supposons & cet effet que tous les
éléments v, ont une partie imaginaire positive pourque la série P
soit absolument convergente.

Posons

2XIZ*powe
e Plu; v; c; 8)

= -Anlnz oo Mp

"u"’.---“p=—w

.Z 62”‘.("1“’1 + nyw, + ... + upwp)

cn signifiant par Z* une sommation par rapport & l'indice
a=1,23,...p

les coefficients A seront donnés par la formule

Ay .n, =f1- : -fleg”w"“wé‘P(u; v;c; ) 6 TE e gy | duy

En remplacant P par la série qui le définit on a

SHIT* (0o + Ma)vq — 2AIZ¥ (0,

A""""P: Z./'1 ' ',./.1[61(6;01 ~+m,) 4 .. . + cp(wp +mp)]* duy .. dup;

(m) o

dans le terme général écrivons w, +m; =, . . . Wp 4 Mp =Ty,
les intégrales aurons les limites (m, ...m, 4+ 1),...(mp...mp—-1)
de la sorte qu'en employant l'identité

/=)
= weﬂm’!."'uuza — 2miZ*nqv,
A-......,,:f ;/‘ o q;-ép—wpvda:,...dzp

et il ne reste qu'a obtenir cette intégrale sous forme finie. Comme
il ne s’agit que d'une transformation d’une fonction analytique on
peut supposer que la partie réelle de s soit positive ce qui permet
d’employer la formule

1 _ 1
(e + - - +°pwp)'_1‘(8);f

on aura

e—Mant...4 °p'p)z'—ldz ;
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en Bubstituant cette valeur dans l'expression de Au,...s, ON aury,
aprés changement de l'ordre des iutégrations,

1 > ® © e D@y - 27T (0 — na )z
= E—EN - d' LI 1
A"I g -.p— ns)oj‘z. ldza/‘o . la/' 8 £l ( mp

ou aprés avoir effectué les intégrations par rapport anx «,

2-1de
4y, .. «Bp— I‘(s)f [e,2 + 2zi(n, — v,)] . . . [cp2 + 2mi(np — v,)]

Pour évaluer cette intégrale employons la décomposition cn
fractions simples

1 ] 3 2”: Ca

[o8 + 2mi(n, — v,)] . . . [ep2 - 2mi(np —vp)] ™ 4l + (,,“__v“)

od I'on & posé, pour abréger,

ol il faut excepter le facteur nul g = a.
On aura ainsi

1 2 ” 281z
ooy mZ"“f = |
a—1 2

e (a— a)
ou bien

n [_2_::_1. (7 — ”a)]‘_l

Its) ® gin sx

en convenant de représenter par [z]* la quantité e¢—Dls* ol la par-
tie imaginaire du logarithme est contenue entre — =z et =.

Cette formule établissant une relation entre deux fonctions analy-
tiques aura lieu quel que soit 8, pourvu que les deux membres ont un
sens précis et univoque; on peut alors substituer cette valeur de 4
dans le développement cherché qui devient
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[ 2miZ¥*p we
e Bleytey +cqwy + . . . - cpwp; v} ¢; 8)

®)]  @m)y—*rn1—a)
T Gl ..eCp. P!

e

ca
‘)( { u L. _ - -
. ”Zp_ ?;1 I (nﬁ Vg _nu bu)
=1 J

Cette formmule qui dans le cas de p>2 contient un certain
nombre des indéterminées w, ... w,, devient univoque dans le cas
de p =2, car ici les cordonnées w,w, de la quantités », définies par
'équation © = c,w, -} c;w,, sont bien déterminées.

La formule se simplifie d’ailleurs, dans ce cas particulier, et
on &

eﬂm’(ﬂlu.v1 +...+ npty)

- o

Cp Cx

2mi(v, 0, + v,10,)

P(clwl +czw2; vl'l U 4 1y Cs 3 )6
( H—Y ‘—l(i"'z""‘”a)'—l

(25)"’1’( 1—s)
"DMZ_ "l"‘”t _h—Yy

¢, Cy
ngm("-w: + "z“’:)}.

Remarquons encore que la convergence exige que le rapport

:i ne soit pas réel.

Nékladem Krl, Ceské Spolelnosti Niuk, — Tiskem dra. Ed. Grégra v Praze 1893.
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