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IX. 

Sur un théorème de Kronecker. 
Far M. Leroh à Prague-Vinohrady. 

(La dans la séance du 24 Février 1898) 

Kronecker a fait voir1) que pour deB quantités réelles quel-
conques a, 6, c qui satisfont aux conditions 

a > 0 , c > 0 , a c — 6 " = ^ > 0 

il subsiste la relation 

où la somme £ se refert à touteB les combinaisons des nombres 
entiers m, n, positifs ou négatifs, à l'exception d'une seule, m — n — 0, 
et où on a poBé pour abréger, 

Ce théorème a été démontré de nouveau par M. H. Wèber •) 
et nous l'avonB obtenu comme conséquence immédiate d'un dévelop-

') Sitzungsberichte der kön. preusBiBchen Akademie der WiBsenschaften 
1886 et 1889. 

') Mathematische Aimalen, t 38; pniB dans le livre Elliptische Functionen 
und algebraische Zahlen. Braunschweig, 1891 (p. 454). 
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pement de la somme double suivant les puissances de « — 1 que 
nous avons donné dans un mémoire sur les séries MalmBténiennes.3) 
Dans ce mémoire nous avons rencontré une relation, qui conduit 
assez facilement à une nouvelle démonstration du théorème con-
sidéré, que nous allons développer. 

Remarquons d'abord qu'en développant la fonction 

2 (i* Va"n'(u'+n) 
11=0 

par la série de Fourier on trouve aisément cette formule importa ni e 
de Mr. Lipschitz: 

an n / x a 2VW7ti 
/1» V"*/ i I 2asri(w-|-n) J\s) y ^ e 

tu ¿j («+«) « = W y ' 

où la quantité w doit Être réelle et entre 0 et 1, tandisque x doit 
avoir une partio imaginaire positive et la partie réelle de s est sup-
posée supérieure à l'unité. Les puissances (w -j- n)*-1, (— ix -[- w)* 
sont données d'une manière univoque par les exponentielles 

c*log(w4-n) ^ 0«log(—ixi-iv) 

avec la condition que la partie imaginaire du logarithme soit con 
tenue entre 

tc L n 

- y ET T-
Gela étant, posons ® = jura?', a étant positif dans sa partie 

© * 

réelle, multiplions par e ,tvm et faisons la somme par rapport à 
fi = 1, 2, 3, . . . Nous aurons 

+ n)°-VU7d(-w+n) _ I» ̂  ^ 
/ • 2 w 7 t ( w + » ) — , ? 2 « v / . / 1 ( — ?/.t — f i a + in)' 
«=° N—L VZ=R— 00 

ce qui est la formule de notre mémoire sur les séries Malmsté-
niennes. 

Ce point établi, considérons la somme 

s) Mémoires de l'Académie tchèque, 1« année, 2mp classe, N o . 27; 1892. 
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(3) JC(a, b, c; «) - 2 j (am2 + 2bmn+cn2j' 

dans laquelle les quantités réelles a, 6, c satisfont aux conditions 
a > 0, c > - 0, ac — 6® = d > 0, de manière que (a, &, c) est une 
forme positive du déterminant — puis la quantité complexe s a sa 
partie réelle supérieure à l'unité pourque la série soit absolument 
convergente, et leB indices sommatoires m, n parcourent toutes les 
valeurs entières, positives ou négatives, à l'exception de la seule 
combinaison m = n = 0 qui donne un terme infini. 

La série (3) définit une fonction analytique R'(a, 6, c ; s) de la 
variable complexe s qu' il faut continuer dans le domaine des autres 
valeurs de s et dont il faut reconnaître la nature. 

Décomposons à cet effet la série comme il suit 

(b 4 00 
V ^ l V 
¿J tcn*Y Lu Z-J (am2 -f- 2tmn en2)' 1 

H~" H • oo 

les accentB ajoutés aux signes £ indiquant qu'il faut supprimer les 
termes infinis n = 0 et m = 0. 

Mais on peut aller plus loins, en écrivant dans la seconde partie 
une fois m = 1, 2, 3 , . . . et 1' autre — m' au lieu du m négatif, en 
prenant ainsi m' = 1, 2, 3 , . . . La série double devient ainsi 

a> op ^ bp * 
W ™ i i i r + V V 
Z-J (am2 4 - 2bmn 4 - en-)* ' Z-J ¿J (an/2 — 2bmn -I- en7)' 
f » = l w= co m = l n=—OB 

et en changeant n en — n dans la seconde les deux séries coïncident, 
ce qui donne 

(3-) * ( « , b, c; , ) = ± + 2 
»=1 I 

et, tout revient à l'étude de la somme 

. 1 
(am2 -]- 2bmn cm2)' 

»=1 W—1 »——oo 

a> . « 
(") «= T. T. L-J Z-(am2 ~\~2bmn -f- en2)' ' 

Représentons par w u — w2 leB deux racines de l'équation 
n 2bw et c2 = 0, c'est à dire posons 

î* 
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b-\-%pi b + i f j ,s 
wx=z ' w2 = !—l—, A —m — b\ c c 

et nous aurons 

am% - f - 2 bmn - j - on 9 = c J » 

de manière qu'il vient 

^ ~~ ^ L j / m w , ' A ' / j»«?» A ' 
l - ^ + m j ( - ^ - m ] 

De là il suit qu'en posant 

« - e2«t(ma5 + ny) 
/,(»,>)=2J2J . ... 

» = 1 « = — » l — — j - n t l 
m m — 2m(mx - f - « y ) 

6 /,(*,»)=2 £ — v 
m=l • = - » I — J ^ m l 

nous aurons 

(b) / ' / V i e ® , y)dxdy, 
0 0 

où il faut observer que la convergence absolue des séries fx e t / , 
exige que la partie réelle de « soit supérieure à 2. 

Mais en remplaçant, dans la formule (2 ) , les lettres u, ta, u, 

une fois par 0, ir-, y et l'autre par 0, ht-, — te, y, nous aurons 

iTa) Lu — awi«»(y + «) - 2xni » »=0 ® — 1 
_ ( 2 * ) ' ( y + f i ) - * 

fl=0 
f ( x v)= y ( y + n ) - 1 

JaW y)— TXs) Z j -2v^ni(y+n)+2x7ti , 

et la formule (6) deviendra 

0 0 
. v̂  v̂» : (y + m)-1 (y + ») / i / i / — 2m>,*i(y + m) — 2ac»t 1V / — '¿wf7ri(t/ + » ) -f" 2xm 1 \ 

s s v5 - ' i r —iJ 
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Effectuons d'abord l'intégration par rapport à a; il eBt pemiiB 
évidemment de remplacer l'intégrale de la Bérie par la somme des 
intégrales des termes et puisque le terme général peut s'écrire 

(y - f m ) - 1 [y + il)*"1 2 e 2 a * Î K ( 2 / + + X] + 2 / í" i [ t0 , (y + n) ~ x ] ' 
«, P 

( « , /3 = 1, 2 , 3 . . • . ) , 

son intégrale sera égale à 

(y -f m)'-1 (y + +"*<" + B)1 , 
a = l 

ou bien 
{ y + M ) - 1 ( y + »O*"1 

— *àniwl (y-\-n0 — 2« iw, (y n) 1 ' 

nous aurons uinBi 

m v - r jJV (y + (y + «p-1 
K ) cTl*)* J a j £ j - vniw^j + m) - '¿mw^ - f » ) » M, H t» l 

Cm, n = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . ) . 

Mettons à part les termes où m^Ln en posant » = m -j- /c, 
(/c — 0, 1, 2 , . . . ) et Icb termes où m > », en posant m = n-\- k\ 
ik ' — 1, 2 , 3 , ••••){ 

nous obtiendrons de la Borte deux séries où fi-
gurent les indices soininatoires m et fe, resp. n e t Ac, à savoir 

en*)2 s - T p r (y + "O*-1 (y+™ + fc)'-1 

m. i n e — 1 
4-V /" (y + w)"1 (y+"+fr)*-1 ¿y 

n, n ® 1 
En transformant le terme général par la substitution y m = rt 

dans la première et par la substitution y -J- n = rj dons la seconde 
équation nous aurons après avoir effectué la sommation par rapport 
à m, resp. n, 

cil»* B=<* r i]t~x ̂  ^^ d7i 
(2jr)« ' ¿ J J fl— i n i w f l — 2jmw, (ij + fc) j 

V"1 (v + V)'-Jdy 
2mw tii — 2»»iut fa + fc') ^ ' 
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ou bien 

~ ClXa)* J + » . ) , 0 e 1 

i 

— 2m 

6 " 1 

1 
ïm'^u, -j- to,) — 2lew^ni ^ 

Rappelons-nous eníin la formule bien connue 

1 /•« xa~l dx 

qui donne 

w x 1 _ i r x d 
n=i « 

/.ce astf—1 dx _ I\0).Ç(0) 

J et» —1 ~~~ 

g représentant une constante positive; puisque 

4« 
il s'ensuit 

«/ A 

- 2jtï(wl + w2) = 

if—idxi __ I\2s— 1) g(2s— 2wt(w, +u> t)i¡ _ ^ 

et nouB sommes ainsi parvenus au développement 

(4) 

-1) 
(M) 

1 O ( 2 » ) " V 
+ 2 <?r{a)% Z j V"1 to+b)-1 

1/ 0 

4 
' « — 0 c 1 

ij — 2fcu717n 

!— 17 — 2«io««t 
£ c 

1 

Il est aisé de voir que le dernier terne est une fonction trans-
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exudante entière et la question est réduite à la recherche de la 
fonction £(<7); bien que cette question est résolue depuis longtemps 
soit me permis néanmoins d'en signaler une solution élémentaire. 

En décomposant l'intégrale 

t _ i r 
e* — 1 

u 

+ / i ® désignant une petite constante positive, et en em-
0 « 

ployant le développement 

-¡¿-T = \ ~~ 1* + + + c'*5 + ' ' • ' 
nous aurons 

mm= a (S—1 1 ra° . c , c o H - l c , r o r f + 3 

<? — 1 2 <? 1 < y + 1 1 a - f 3 

T + 5 e* — 1 
0» 

De là il suit que la fonction £ (<?) existe dans tout le plan, 
qu'elle est uniforme et n'a d'autre singularité à distance finie que le 

pôle <? = 1, de manière que — j * ^ est holomorphe dans tout 

le plan, et il s'ensuit en outre que £(<?) s'évanouit aux points 
<y = — 2 , — 4 , — 6 , — 8 , 

On a de môme lorsque |tf|«<l: 

r (1 + * ) C ( 1 a ) = - i + a 0 4 - a , a + a , * ' + . . . 

où il faut obtenir le coefficient a,,; on a évidemment d'après ce qui 
précède 

u 

or, cette quantité étant indépendante de ra, il s'ensuit 

aQ = lim |tog «a + J ] = lim Ĵ log ta — log (1 — e~w) J 
W 
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ou bien Oq = O. On a donc pour | a | < 1 le développement 

(5) + + = ^ + + 

Revenons maintenant à l'équation (4). La fonction 

T ( 2 s - l)Ç(2s — 1) 

ne devenant infinie que pour 

28 — 1 = 1, 0, — 1, — 3, — 5, , 
la fonction 

r(2s— l jg(2s — 1) 

s'évanouira aux points s = 0, — 1, —2, — 3, . . . , et deviendra in-

finie aux points « = et a = l . 

a 

Puisque s = -i- est aussi un infini de £ (2s) il s'agit de voir 

si les deux termes au second membre de l'équation (4) qui de-

viennent infij 

a à cet eifet 

viennent infinis pour s = ne donnent pas uno somme finie. On 
a 

1 
2c-" g (2s) = 2c * g J—J - f fonct. finie, 

4 * r r ( ° 8 ) 7 1 } ê (2- - 1) = 4c~ h (0) - ^ j - +fonc. finie, 
1 1 

de manière que l'on a, aux environs du point s = - i - , 

—— 1 
(et) E! (a, 6, c; s) = 2c 8 (l - f 2 S (0)) 2 g _ 1 + fonct. finie. 

Mais d'après la définition (3) il subsiste l'équation 

K ' ( a , c ; s ) = ^ ( c , 6, a ; s) , 

de manière que l'on a aussi 
— — 1 

03) £J(ai 6, c; s) = 2a » ( l + 2 g ( 0 ) ) tJs_1 +fonct. finie. 
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En retranchant les équations (a) et (0) membre à, membre, on 
voit que la différence 

(«TV- c-4) 2 + 2& (0) ) 

doit rester finie pour « = ce qui exige que l'on a 
a 1 + 26(0) = 0 ou bien 6(0) = — y . 

L a fonction K' ( a , 6, c ; s) est donc une fonction uniforme et 
n'a qu'un Beul pôle a = 1 de la sorte que la différence 

K ( a , 6, c ; s) * V̂  • —1 

est une fonction transcedente entière. Elle pourra être développée 
suivant les puissances de a — 1 : 

et chacun des coefficients A u A^ . . . est une fonction des va-
riables a, b, c qui jouit de la propriété d'invariance, c'est à dire 
d'avoir une et même valeur pour tous les systèmes équivalents 
(a, 6, c). 

Notre but est d'obtenir le terme constant A0. Nous avons à cet 
effet, d'après l'équation (5), en posant s = 1 a , 

4 n c*-1 
T w — r(2. -1 ) t (2« -1) 

(4z/f~ a 

2» -tf C r(l + 2a)C0+2») 

- S" l1 - 2r'(1)*+•••) l1+1«* à ••+••• •) fe• •) 

et puisque le' premier terme est fini pour s = 1 et a pour valeur 

2<- : (2) 
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on voit que l'on a 

4 = 1 
- - + 

teYÂ^M • toVÂ x-2kwt«i dx 

* \ e c - 1 e
 c - 1 

Mais on a 

/V e 

c %kwni\ = = = l o g ( l —e3*10"*) 

^ e a - 1 

et la dernière expression qui figure au second membre aura donc 
la somme 

A cette quantité-ci il faut ajouter les expressions 

ICYA » » / , \ 

»» 2» . 6c~ 2* . ii<"''+"'.> 

et nous aurons enfin 

(6) 4 , = - ^ - j r ' ( l ) + log H M ni»,)} j 
en employant l'écriture 

toir» 

« = i ^ 

2niosi\ 

Cette quantité-là (6) est l'expression du terme constant dans 
le développement suivant les puissances croissantes de (« — 1) de la 
fonction JT^a, c ; s ) . 
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La formule do Kronecker s'obtient en multipliant le dévelop-
pement 

par la série 

(gya* V2T y ^ i o g ( 2 V ^ ) ( i t _ 1 ) +  2« « ' » 

ce qui donne 

ou bien 
(tía) -^ir" c ; s) = "¿T - 2r'W - l0B 

- 2 log (^Ffl fa) A K ) ) + (• — 1) $(« ~ 1), 
l'expression (* — 1) $ (s — 1) représentant une série toujours conver-
gente de la forme c^a — 1) -f- ¡̂(a — l)a + Cj — 1)' + . . . . 

2. La déduction précédente se prête aussi à la série 

ni (mit + ni) 

(7) * ( « , b, c; », r ; «) = 2 j ' ( a m ' + 2t.»n + o»')- • 
•t, H 

où cr et r représentent deux quantités réelles entre les limites 0 et 1, 
dont l'une au moins n'est pas entière. On la met d'abord sous la 
forme 

_ » _ 2 ni. nr « oo 2 ni (mô 4 - nt) e 
Z j (cn*Y [cn*y ¿ j (ama - f 26m?* + en2)' 

M=L fU=— os 
_«û _ » 2ni(— mit - f - n r ) + y y  

1 Lu Lu (avi* — 2bmn -j- en9)' 
f| — QD 

d'où il suit qu'il suffit d'étudier la série de la forme 

2m(mtf -j- nr) 

^ (cwa2 4" 26m» -j- en2)' 

ou en introduisant les quantités wt et 
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•î _ _ 2zi (mrf 4 - ht) 

t»=l n=—ce (mwl i • \ ' / mwi • \ ' 

On en conclut que cette somme s'évalue par l'intégrale double 

s = f f fi(x + V + r) /i(®i ^ 
0 0 

les quantités fx et f2 étant leB mêmeB que dans le numéro précédant. 
La fonction A(œ-}- y + r ) sera donnée par la série de la forme (2) 

V 1 ( y + t + ^ r 1 f * 
/X«) Z-J g- 2wi»»(!/ + * + m) - 2ni(x +*) _ 1 ~ J l 

toutes les fois que la quantité y - f - r soit entre 0 et 1, mais il faut 
ajouter le terme 

(2*)' (y + * ~ l ) ' - 1 _ œ 

I\s) - 2wlm(y-\-x — 1) 2xi(x-J- j 

toutes les fois que y -j- r soit entre 1 et 2. Il s'ensuit que l'on a 

f 1 f f j * t e d y = f 1 d x f l % + f d y fdx(fr*-\-<ptf, 
• o o o 1 f a 

ou ce qui est la même chose, 

(a) J'1J,1fJtdxdy = Jdy JXfy*f% + Jdy Jq>j\dx. 

o o n o j r o 

On trouve comme plus haut 

A*)2 r* *, , _ /^V^V' (y+i+n)-1 
¿{*r r f * f d x - fdx W (y-t-r-^mz-^-t-wj— 

x ( e — ( ! / + » ) + 2awi _ j ) 

= y i ( y + r + ( y + » O " ' 1 

d'où l'on déduit, en mettant à part les termes où m ^ n et les autreB 
où »»>•», 
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n o 
y /* m)t~1 (y -J--f-&)*""1 ¿y 
^ J / — 2m' (to, - f - (y -j- m ) — 2itikwt—2wt(rf - f - w , r ) 1 m.* « e * 

y i /•! ( y - f - n ) ' - 1 ( y - f r - f n + d y 
^J J — 2«¡(Wj -ftOj)^ + ») — 2«tA'w1 —2«»(tf +f®ir) 1 
b . f îr e — I ô 

et après une transformation facile 

0) 
/•' (g + g)*-1+ &)-1 ^ 

*=0 0
 6 1 

1 ' z l j y a - 2 « i i 7 ( i o 1 -f-to, )—2«i ( t f+r f o 1 - f A'to, ) 

On aura ensuite 

! ^ A / * ' 7 , * 
1—r o 

_ y i / * ( y - f r — 1 ) ^ ( y - f m ) - 1 d y 
JmmAj — 2*110,(^4-*— 1 )— 2»«tO I (y+») — 2tfJrt 1 

1—r fi — 1 

r° (y-fr)"1 (g + &)'-1 dv 
* = i _ T « — 1 

En ajoutant arec l'équation (§) on trouve, d'après (a): 

r(8)'~ r fifiAdxdv= r ^n+r)-^ 
(2nf'J J J —2»iî(w1+ioa)—2m(<H-™'i) 

v ' o o o e — 

y i j r (y + rY-\r] +k)-idv 

, r + T + l 
" T y 2»i»7(«71 - f to s)-27ri(tf+T«,, +fcw, I 

Il s'ensuit que l'on a 
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<? - ( 2 * ) * I V r (ri + xy-^n+icy-Hii 

— r ( 8 ) * . c ' | Z - l 7 •—^»flfarf « > „ ) — ï m C a + r w i + k w j ^ 

• v rm y-Ki]+T + k)*-idv I 
\ 7 I / —2«i»j(ti>1-}-Wi()—2jri(tf+rte,4-'i"!i) « |i 

S T î r e — 1 1 

ou bien, en transformant la première intégrale par la substitution 
qjzzzx — r , 

2mlm6-\-nr) 
as 90 ^ 

( a m 1 2bmn - f - en3)* 

(8) 

B»= 1 «=—« 

~ T f V l V 1 ¿ j , / — 2 « t Y f f + r w j ) 
w l t = o o e — l 

/•" s r ' - ^ œ — r - f k ) ' - l d x 
~f" / i . / —2«kc(w,-|-wî)—2«t\tf—rtca-|-&w'*) 

fai 0 e — 1 

on en déduit une expression pour la seconde somme 
a» « 22 

2jw(—nitf-{-nr) 
e 

( a m 1 — 2bmn - f - en?)* 
« = 1 «=:—* 

en replaçant a par 1 — 0 et en échangeant les quantités «»,, w,. 
Nous aurons donc 

_ , , . 2 v i c o s 2nxn 
( 8 * ) R ( a , b, c ; <7, r ; •) = — ^ % u 

n—1 

x / i 
\ e — 1 

_J ?: \dx 
1 —2rnx(wl -|-i0a)-)-2m'(tf—no,—Jnoa) I 

e — 1 / 

~ h T J — r + k y - ^ d x I -2itix(w1-Yw1)—2iti{6—xw l-\-hjD l) 
t - l o 1 
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Si l'on exprime la première série 

v p cos 2mx 

Z j n5* 
par l'intégrale définie 

1 /»" o® cos 2tx — 
JT (28) J e** — 2 e r c 0 s 2 t j t e** — 2e' cos 2ns - f - 1 

o* cos 2tx — 1 
î p 2 ' - 1 ^ 

0 

on voit aisément que K (a, 6, c ; a, r ; s) une fonction trans-
cendante entière de s. En représentant par s0 une constante indé-
pendante des autres variables qui figurent en K, les coefficients du 
développement de K (a, b, c; a, r ; s) suivant les puissances de 
s—s0 sont des fonctions des variables a, 6, c; <r, r qui ne changent 
pas en remplaçant ces variables par des valeurs équivalentes «', b\ 
c' , a', z\ où 

a' = ak* - f 2bkkr + ck''J 

b' = akl + b{W + k'I) -f ck'l' 
c' = nl,t\-2blV + 
a' = R(ka - f &'r), 

= R{l<s + V r), 
et où k, fr, 1' sont quatre nombres entiers satisfaisants à la con-
dition kl' — tel z=: \ \ le symbole R(z) représente ici le reste défini 
par l'inégalité 0 ^ R ( z ) C l , z — R(z) = entier. 

Kronecker a obtenu la valeur de la fonction K pour a = 1 sous 
une forme remarquable que nous allons faire connaître. Dans ce cas 
l'équation (8*) nous donne 

n=l 

—2xtx(w, -f- to2)—2«»(tf-frwl -j- ktn, ) 
1 

1 
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La somme 
COS 2nT3C y * cos zn 

Z J n* n=i 

a pour valeur j t * ( t * — r -f- - i -J et les intégrales s'obtiennent à l'aide 

de la formule 

/
® dx 1 . 

O 2 fO 
de manière que nous aurons en substituant w1 -}- = —-— : c 

K(a, 6 , c ; r ; 1 ) = ( * • - * + j - ) 

2 log |l — fl2«i(<H-™1+feWl)j 

»=0 \ ' 

K 

Le second membre peut s'écrire 

où le produit se rattache aux deux signes + et aux nombres k = 1, 
2 , 3 , 4 ] • • • • 

On en déduit 

K(a, b, c ; <7, r ; 1 ) J ? . = - l o g / é ^ ^ ^ " 
ar l 



¡Sur an théorème de Kronucker. 17 

X /l _â2*i<(H-TU,i)| j y |i ört2«i(tf+TOl)+2Äw7l*» \ 
'k,± 

x |i—0—2ni(a+vŵ  j y |i _ gî xtf-wM+zfcw'z«»! J 
Si l'on emploie l'écriture habituelle 

0-, (111 w) = . 2e,u,Ä® sin wt 

e2'iwni j Jtuni + 2/iWJitj ^ 2imi+2nw«ij 

et puis ^ / áwumi V 
H(w)=e 12 J l ( 1 - « ), 

et si l'on observe que l'on a 

| ! _ j | j _ — 2«»(tf-rwl)j 

= s in ( f f r + w j 5c. Bill (<J — t i - î ; . , ) « g ^ ^ i + ^ j ) , 

le produit entre parenthèses deviendra 

< qia + « 0 « ^ ( g + r ^ | w j ^ f f - r o . , | te?,) _ . 

et notre résultat prend la forme 

(<J*) c' r> = ~ loë ^ r I îyi » w^ 
31 

comme Kronecker a trouvé le premier.*) 
Nous avons obtenu quelques autres propriétés**) des fonctions 

K et K' en nous appuyant sur un dévelopement qui s'obtient plus 
facilement que (4) et (8*) ; nouB nous réservons à une autre occasion 
de faire une étude analogue sur les développements que nous venons 
de considérer. 

*) Sitzungsberichte d. könig. preuBsischen Akademie d. Wissenschaften, 1883. 
**) Základové theorie Malmaténovských řad. Mémoires de l'Académie 

tchèque, 1« année, 2« classe, No. 27. 
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