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IX.

Sur un théordéme de Kronecker.

Par M. Leroh & Prague-Vinohrady.
(Lu dans la séunce du 24 Février 1898)

Kronecker a fait voir!) que pour des quantités réelles quel-
conques a@, b, ¢ qui satisfont aux conditions

a>0, ¢>0, ac—bi=4>0

il subsiste la relation

lim 1 QVar v 1
s:l{ _3__—1+—27z—; (am¥ 4 2bmn - eny

=—2ar'(1)—log2Ya4 —2log (% H(w,) H (w,)) )

od la somme X se refert & toutes les combinaisons des nombres
entiers m, m, positifs ou négatifs, & ’exception d’une seule, m =n =0,
et ol on a posé pour abréger,

—b4-iya biYda
o= EAE, g S,

H(w):eu%‘. g‘(l_e%wm').

Ce théoréme a 6t6 démontré de nouveau par M. H, Weber¥)
et nous ’avons obtenu comme conséquence immédiate d'un dévelop-

1) Sitzungsberichte der kidn. preussischen Akademie der Wissenschaften
1885 et 1889.

) Mathematische Annalen, t. 33; puis dans le livre Elliptische Functionen
und algebraische Zahlen. Braunschweig, 1891 (p. 454).

T?. mathemstloke-ptirodovddeokA. 1803, 1



9 IX. M. Lerch

pement de la somme double suivant les puissances de s — 1 que
nous avons donné dans un mémoire sur les sérics Malmsténiennes.?)
Dans ce mémoire nous avons rencontré une relation, qui conduit
nssez facilement & une nouvelle démonstration du théoréme con-
sidéré, que nous allons développer.

Remarquons d’abord qu'en développant la fonction

2 (0 + 11)a—le2mzri(w+n)

n—0

par la série de Fourier on trouve aisément cette formule importante
de Mr. Lipschitz:

R 1 gomiwn)__ T'(8) Y &
(1) Z(’”"—ﬂ) e —(27).7_2&(_—”4;,—,,). '

ou la quantité w doit &tre réelle et entre O et 1, tandisque « doit
avoir une partio imaginaire positive et la partic réelle de s est sup-
posée supérieure & l'unité. Les puissances (w -+ n)*1, (— iz - v)
sont données d’une maniére univoque par les exponenticlles

& log (10 4-n) ot ealog(——i:c—{-iv)

avec la condition que la partie imaginaire du logarithme soit con-

tenue entre

4 w

Cela étant, posons « — u + pwi, @ 6tant positif dans sa partic

- . . 2 1 - -
réelle, multiplions par ¢““™ et faisons la somme par rapport a

e=1,2 3,... Nous aurons

y L@ TN [ e oy St
(2) ; e2om(w+n)—2vm' —1 — (2m)" (— v+ por 4 ni)

=1 y——ao

ce qui est la formule de notre mémoire sur les séries Malmsté-
niennes.

Ce point établi, considérons la somme

9) Mémoires de Académie tchéque, 1c année, 2me classe, No. 27; 1893,
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(3) K(a, b, c; 0) = Z’(am2 + 2;mn-|—cn’)_'

dans laquelle les quantités réelles a, b, ¢ satisfont aux conditions
n>0, ¢>0, ac —b'= 4>0, de maniére que (g, b, c) est une
forme positive du déterminant — 4, puis la quantité complexe s a sa
partie réelle supérieure 4 l'unité pourque la série soit absolument
convergente, et les indices sommatoires m, n parcourent toutes les
valeurs entitres, positives ou négatives, & I'exception de la seule
combinaison m —=n =0 qui donne un terme infini.

La série (3) définit une fonction analytique K’(a, b, c¢; s) de la
variable complexe s qu’ il faut continuer dans le domaine des autres
valeurs de s et dont il faut reconnaitre la nature.

Décomposons & cet cffet la série comme il snit

K :ng(c_r:’)'—_l_zn’ Z.r‘ (am?® -|—2b71mz+cn'-'-)' ’

A= A==—m

les accents ajoutés aux signes X indiquant qu’il faut supprimer les
termes infinis » =0 et m = 0.

Mais on peut aller plus loins, en écrivant dans la seconde partie
une fois m=1, 2, 3,... et I' anutre — m’ au lieu du m négatif, en
prenant ainsi m’ =1, 2, 3,... La série double devient ainsi

Z Z (am? 4 2b11mz -+ cen?) + Z Z (am?® — 2bqlnn. -+ en®)

m=] n——® m=1 n=—=—m

ot en changeant » en — = dans la seconde les deux séries cofncident,
ce qui denno

34 a—2 N1 VN -1 _
(3°) K(a, b, c; s)—?ZF+2Z Z (am® -}- 2bmn J en?y

=1 m=1 n-—wm

ot tout revient & 1’étude de la somme

() | §= 2 2 (ao;zr+2b:11n. - en?)*

m=1 n—=—wm

Représentons par w,, — 1w, les deux racines de Péquation
a - 2bw | ere®> =0, c'est & dire posons
1*
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w =i—cti2’ w __-b+T?'v4_’ A-_—_—(w_bz'

— m') ,
de maniére qu’il vient

TRE T

et nous aurons
am? 4 2bmn - cn® = c( o

a—] A——wo

De 14 il suit qu'en posant

g2TImz - ny)

fap=Y 31 (mw‘ + )

m=1 n—a
,— 2mi(mz -+ ay)

fe =23

MW, ) .
=1 a=—m = —nt
?

nous aurons

®) 5= [ [, fie, yasdy,

ol il faut observer que la convergence absolue des séries f, et f,
exige que la partie réelle de s soit supérieure 2 2,
Maies en remplacant, dans la formule (2), les lettres u, @, v, w0

une fois par 0, 91.!-, @, y et I'autre par O, %.1, — @, y, NOUS Qurons

fim = X3

INs) el — 2w, mi(y + n) — 2xmi 1’

— @) § (y+ )y
F2@ 9= ") bl By )2z

et la formule (b) deviendra

= c(z’?rf f dedy

3 Z | (v +my= (y + ny .
(o~ HomE T = em ) (o~ T o)

m=0 n=0
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Effectuons d’abord l'intégration par rapport a «; il est permis
évidlemment de remplacer l'intégrale de la série par la somme des
intégrales des tevmes et puisque le terme général peut s'écrire

Y+ m)— (y+ ny Ze%"i[wx(.'l + m) + ] -{- 28ni[w,(y + n) — ],
a, A
(ai ﬂ:]-, 2| 3.---),
son intégrale sera égale a

(y +mpt(y+ ,1)3—1263“7‘5[101(!/ -t m) wa(y + )] ,

a—1

(y + w1 (y 4y

— 2miw, (y - m) — 2miw,(y +n) 1;

ou bien

nous aurons ainsi

©  s=_Co f N Z (y 4 ) @y +

cIs)*, — 2ziw, (y + m) — 2miw,(y +- )

m,n —1

(m, n:O, 1, 2, 3,....).

Mettons & part les termes oit m==n en posant n = m - k,
(k=0, 1, 2,...) et les termes od m>mn, en posant m —=u - ¥,
(#* =1, 2, 3,....); nous obtiendrons de la sorte deux séries ol fi-
gurent les indices sommatoires m et %, resp. » et &', 4 savoir

T o Z f @ +m)—t @+ mt-ky— dy

2:!:)2' — 2miw, (y + m) — 2wl (y +m - k) 1
Gt+ny+nt-¥)ydy
+Zf e—2uiw,(y+n)—21:iwl(y+n—|— k) 1 *

En transformant le terme général par la substitution y +m =1
dans la premitre et par la substitution y | n —% dans la seconde

¢quation nous aurons aprés avoir effectué la sommation par rapport
4 m, resp. n,

c.vI'ls)" 2 j""’ 3 (n + k)1 dy

[0 — — 2wt — w1+ 8)
31 (g -+ I dy;
+ ; ;/ 6 qmiwyy — 2miw, (v + &) 1 !
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ou bien

. (2,:)2! z ﬂ%—2 dﬂ
8= Ty f S, Ty

(2,:)“ —1 s~—~1 1
c'Its)’ Z f " (1] + k) dﬂ{ — 2min(w, -+ 10,) — 2k, 7i

—1

1
+ e 2mrin(w, -+ w,) — 2w, i —1 }

Rappelons-nous enfin la formule bien connue

1 1 peaf—lde
§(o) = ; = Tio) prw

qui donne
» g9—ldy  INeg).¢ o)

o d. —1 gd

g représentant une constante positive; puisque

— 2mi(w, - w,) = 4'?”_\,2
il s’ensuit
@ n2—3dy _ M2s—1)g2s—1
_/ P ewi(w, +w,)y 1 - ( 41‘,;] ) 2s5—1

c

et nous sommes ainsi parvenus au développement
(

R(a, 8,03 =2 @0+ 10 T ——”"—_— (25— 1)
(44)"
¢ (2,:)3' -1 —1
(4)< + 2 oTo)® Zf 7 (q—‘—k) l 41¢VA 11—2kwlm
+ 47‘V— n — Qcwy s | ) } dﬂ-

Il est aisé de voir que le dernier terme est une fonction trans-
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ceudante enticre et la question est réduite a la recherche de la

fonction §(g); bien que cette question est résolue depuis longtemps

soit me permis néanmoins d'en sigpaler une solution élémentaire.
En décomposant I’intégrale

6—1 da:
¢ (o) = n,,) f

o ®
en f + f , © désignant unc petite constante positive, et en em-

1]

ployant le développement

1 1 1
P ] + ¢y gzt c s - ..

nous aurons
w1 1 @° ¢, %11 ¢, 13

M) t@)=—F—7 9% T o+ 1 + a3

¢yt

® 201
+ 3T+ +f L

TE—1

De 14 il suit que la fonction & (6) existe dams tout le plan,
quelle est uniforme et n’a d’autre singularité & distance finie que le

pole ¢ =1, de manitre que § (o) —3 i 1 est holomorphe dans tout

le plan, et il s'ensuit en outre quc §(6) s’évanouit aux points
62—2’ _4, _6, _8,000-
On a de méme lorsque | |<<1:

FA+0)E(4+0)= o+ 0+ a0t a0 ...

oit il faut obtenir le coefficient a,; on a évidlemment d’aprés ce qui
préceéde

c,m’ . da:

+ cs(;n +.. + l‘i

a, = log o — % +
or, cette quantité étant indépendante de m, il s’ensuit

g = 11m [log

]: lim [Iogm—log(l—e u)]

u=0
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ou bien g, =0. On a donc pour |¢|<<1 le développement

®) ra4o)i(14e0=2+ao+as+...

Revenons maintenant 3 I'équation (4). La fonction
Ir'2s—1)¢(2s—1)
ne devenant infinie que pour

2 —1=1,0, —1, —3, —5,....,

la fonction
T@—1E@s—1)

s’évanouira aux points 8 =0, — 1, — 2, — 3, ..., et deviendra in-

finie aux points s:% et e =1.

Puisque s = —;— est aussi un infini de & (%s) il s'agit de voir
si les deux termes au second membre de l'équation (4) qui de-

. P 1 .-
viennent infinis pour s — - ne donnent pas une somme finie. On

2

a i cet effet
1

2 ¢ (20) =2 *

2 —|- fonet. finie,

dal(@s—1) o

T CE@— 1) =45 T£(0)

(4a) *®

+ fone. finie,

28 —1

s . . 1
de manitre que 1’on a, aux environs du point s = R

(¢) K (a, b, c; 8)=2 (1 +28(0) 5— 2 — - fonct. finie.
Mais d’aprés la définition (3) il subsiste 1'équation
K (a, b, c; )=K'(c, b, a; s),
de mnaniére que 'on a a.ussi

B K(abc;a)=2a (1 +2§(0)) 55—+ fonct. finie.
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En retranchant les équations () et () membre 4 membre, on
voit que la différence

(a-‘-}_ c"%) 2(142¢6(0)) 2_8'1—_1

doit rester finie pour s = %, ce qui exige que 'on a

1 4260) =0 ou bien £(0) = —-;-.
La fonction K’(a, b, ¢; 8) est donc une fonction uniforme et
n'a qu’un seul pole s =1 de la sorte que la différence

1
K (a, b, c; 8) — Vd —
est une fonction transcedente entidre,

Elle pourra c¢tre développée
suivant les puissances de s —1:

A+ (s — 1) 4 A — 1. .,

ot chacun des coefficients 4,, 4,, 4,,... est une fonction des va-
riables a, b, ¢ qui jouit de la propriété d’invariance, c'est i dire
d’avoir une et méme valeur pour tous les systtmes déquivalents
(9, b, o).

Notre but est d'obtenir lc terme constant 4,. Wous avons & cet
eflet, d’aprés 1'équation (5), en posant s=1- o,

4 - |
I,(:;, °'._l @8 — 1)¢(28 —1)
(4a) *
27 ¢

=15 Fargragy "0+
_—v_( — oI ()e -.. ‘)(1+log4d o.. )(2-1;4-2@4-..)
=5 2 @0 ) ol T

et puisque le’ premier terme est fini pour s—=1 et a pour valeur

261 £ (2) = 2c—12 i_=
1

n?" 3¢’
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on voit que I'on a

4,=3 +v = (105 5 —2rm)

BrP 1 1
4= R S
¢ Zb.:lf (4" Va ot tiava o— 2k, mi )d-”ﬂ
0 e © ¢ 1

—1 8 —
Mais on a
dz .
— =— log (1 — g2kwoms
f T i ’
o g ° —1

et la derniére expression qui figure au second membre aura donc
la somme

22 g { II (=) JF (1— =) }

A cette quantité-ci il faut ajouter les expressions

a4
V_ P'(l) — — -’F- log (2 \/Z ) )
zVA =i
‘l?(wr“wu)

_,.‘i—__g’ilog —_6;"—__—2_’..10 e
3 — Y4 Vg F
et nous aurons enfin

(6 4, =— _2\’; { ') -+ log (a\/%’ H (w,) H(w,,)) }

en employant I'écriture

H(w) = e’%‘_.[jI ( 1 a”’"""’) .

Cette quantité-1a (6) est I'expression du terme constant dans
le développement suivant les puissances croissantes de (s —1) dela

fonction K'(a, b, c; s).
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La formule de Kronecker s’obtient en multipliant le dévelop-
pement,

K = v7's —1 +A0 +
par la série

(2;/“2)' V4 VZloi@V?’) E—1 ...

ce qui donne

QDR _ 1 gV D+ 4, 4.

ou bien

(6%) %@LK'(a, b

, €; 8) = 5—7 —2I"(1) —log (2Y)

1
—2 log (V_;H(wl) H (wz)) +(E—1)B(s—1),

lexpression (s— 1) P (s — 1) représentant une série toujours conver-
pente de la forme ¢,(8 — 1)+ cy(s — 1) 4-¢; —1)34....
2. La déduction précédente se préte aussi 4 la série

m(md + nr)

(M) K(a, b, c; o, z; 8)—2 (am?® 4~ 2bmn - en?)

ol ¢ et = représentent deux quantités réelles entre les limites O et 1,

dont I'une au moins n'est pas entitre. On la met d’abord sous la
forme

N 2mi . nt 2m (md 4 nr)
ll;n e(m’)' +§ n_Z_ (am’+ 2bmn - cn?)?

27i(— m6 -} nr)

+ Z Z am’e— 2bmn 4 cn?)

n=] n=—ao

Lot il suit qu’il suffit d’étudier la série de la forme

’ni(md‘ + n7t)

4= Z Z (a/m2 —+ 2bmn 4 cn®)*

a=] no—m

ou en introduisant les quantités w, et w,,
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1 & ) 821::' (mo -+ nr)

S='c7Z Z ( m:vl 1 m_)- (—q—)!,?g . ).

A=l n—=—cx

On en conclut que cette somme s’évalue par l'intégrale double

s:ic_flf’ﬁ(m+a, y+1) fi(=, y) de dy,

les quantités f, et f; étant les mémes que dans le numéro précédant.
La fonction f,(x— 6, y -+ ) sera donnée par la série de la forme (2)

27y § (y + = -m)+1 .
ITs) — 2wy iy 47 - m) — mi(z - 0) =hA

toutes les fois que la quantité y - ~ soit entre O et 1, mais il faut
ajouter le terme

(2z) y+r—1— —0
Is) e 2u iy +7v—1)—2xi(z{-0) 1 1

toutes les fois que y -+ v soit entre 1 et 2. Il s'ensuit que l'on a

S f fify dmdy = f dy f dfifot [ty [dz (i + o)

11—z °

ou ce qui est la méme chose,

@ [ [hifidedy= fdef, fodot [dy [9.fyde

1—t ©

On trouve comme plus haut

s e, (y+z+m)— (y+ n)y
@)%, Si¥fe de fd:c;;,'( R R R RN
1

X ( —2w,mi(y+n)+2zwi 1)
=Z ' _Gtrtm—t@ytn)p

(y+ =+ m)— 2miw, (y - n)—20mi ] 1

d’ol l'on déduit, en mettant & part les termes ot m=~n et les autres
ol m>n,
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e s
(yt+z+4me(y+m4kydy
2./

—2wi(w, +w,) (y 1 m) — 2wikw,—Bmi(0 {-wyz)

1

+Zf y+nytly+r+nt¥)ydy

— —2wi(w; +w,)(y + n)— 2xik'w, —2mi(d +w,T) —1

et aprés une transformation facile

( '
LT
_Z' /‘ ( + )~ (y 4 k) dy

B) o —21::'1,(:0l +10,) —2mi(04-vw,-kw0,) 1
7 (4 = Byl dy
+; f T Bmiy(w, Fro,)—2akofrio F Hoy) 1

On aura ensuite

é}:))’/d.’/a/‘%fz

y+z— 1)~ (y -my— dy
Z f o270y (y+v—1) —2miw, (y4n) —20mi __ |

=0 1—
__Z /‘° Ot (R dy _
= _2""1(“’1'*"":) 27i(d+r0,+-kw,) —1
En ajoutant avec 1’équation (8) on trouve, d’aprds (e):

I'(s)? f f 't fodwdy = f "7y +7) "y

(2m) s ¢ Tritectm)—mlotre)
(1 + 21—y +kydy
+;,Z{ f —2m’l(wx+wu)—2m(‘+“”l+k"") i
=1 * g

7+t By
+f —2mﬂ(w,+w,)—2m(6+m,+kw,) 1}

Il s’ensuit que I'on a
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_(2m) (1 + 2y + k) dy
F(s)’ ¢! {Z f ‘—2""1("’1 | w,)—8ni(dtrw,+hw,)

—1
7=+ k)*ldy )
+Z f —2n;q(w1+wz)—2m(d+ﬂ"z —+lerey) 1}’

=0 §

ou bien, en transformant la premiére intégrale par la substitution
n=x —7,
( 2m(md+m)

Z Z (am? —|— 2bmn |- cn?)

n—l n—awm

_ e N oo 5 By
(8) 1 = T)gc, lZ f —2m:n(wl-|-w,)—-2m(5+“'w1+k"’l)

—1

=1 — kY—d
+ Z / —2m'-'cm(i7.$vi):;;!:a'—)'m,+a;m‘,,)_ 1} ;

k=10

on en déduit une expression pour la seconde somme

. 9mi(—m6t-nr)

Z Z (d'm’e—— 2bmn |- cn?)*

m=1 A——m

en replacant ¢ par 1—o et en échangeant les quantités w0, w,
Nous aurons donc

2 =y cos 2nzx

(8*) K(a,b, ¢c; o, 7; ) =— ey
(2")2' -1 -1
T {;:f Pretetk

: 1
X —Siz(oy Foog) —2mi(o-F o, o)

—1
1 dax
+ —2in(w, o, ) 2ni(0—rw,—kw,) _1_)

1
+ Z f ﬂ"_l(ﬂ' —_T + k)'_ldm ( —2xmiz(w, +"’z)_2m(ﬂ—“"!+h°l)

&=1 0

1
+ T —2miz(10, -T—wz)-{-—éni(ﬂ-[-rml —'l.:,;l) 1 . )}-
e ) —
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Si 'on exprime la premiére série

= c08 2ntx
nﬂl
n=1

par I'intégrale définic
e*cos 2t — 1 -1
1"(23)f 6 — 6* 08 2z | 1 e

on voit aisément que K (a, b, ¢; g, ©; 8) est une fonction trans-
cendante enticre de s, En représentant par s, une constante indé-
pendante des autres variables qui figurent en K, les coefficients du
développement de K (a, b, c¢; o, r; s) suivant les puissances de
s—s, sont des fonctions des variables a, b, ¢; o, z qui ne changent
pas en remplacant ces variables par des valeurs équivalentes a’, I,
¢, d, 7, oll

a’' = ak? | bkl + ck'*

b = akl + bkl -+ k'l) - ck'V

¢ = al* 4 2bll - cl'?

= R(ko + k'z),

v = R(lo 4- '),
et ot %, I, ¥, I’ sont quatre nombres entiers satisfaisants i la con-
dition %I’ — k'l —= -+ 1; le symbole 72(z) représente ici le reste défini
par I'inégalité 0 < R(z) <<1, z — R(2) — enticr.

Kronecker a obtenu la valeur de la fonction K pour s =1 sous
une forme remarquable que nous allons faire connaitre. Dans ce cas

I'équation (8*) nous donne

K, b, ¢; 0, 7, 1) = _2_ _cgs_fznm
n=1
471:2 1
+ IZ f (lz( —2mz(w,+w2)_2z;(d+rzn,+kvn,) 1

b._o o

1
+ 8—2"‘3’('"1 +w0,)+-2%i(6 —rw,—kw,) 1

o 1
+§ e ( 3—2’".“’("’1"'""2) —2mi(0—rw, | kw,) 1

1
T e e Tem et ko) |
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La somme

= CO8 2nr7™
”2

n=1

a pour valeur z%(z?— z-]—%) et les intégrales s’obtiennent i 1'aide

de la formule

= dz 1 .
f _;PT'*":T—_? log(l—e ?)

de manitre que nous aurons en substituant w, - w, =

A2z
—:

2
K(a, b,c; 0,7; 1)= 2z

o=t
— _V% ‘ Z;‘ log (1 _ 82=i<v+m,+kwl))
+2 log (1 — g mi(0—m, —hewy) )

43 10 (1 __ gmilotem, +kw.))

+Z log (1 _ 6—2ui(d+rwl—km,))}

=1

Le second membre peut s’écrire
b 1
A5 @t E =)
. V_’;j log { (1 __ezm'(a-}-m,)) ( 1_8—21"'(6—1'10,))

x T ( | —et 2=i(a+m.)+2kw,.i) (1 . 8:{:2n€(o‘+‘no,)+2kw'm-) }
k, =

ol le produit se rattache aux deux signes + ot aux nombres % — 1,
2, 3,4,....
On en déduit

Ka, b, ¢; o, 7; 1) ¥4 -_—.—1og{e”"(m-+w.> (e~ v+1)
14



Sur un théoréme de Kronuecker. 17
X (1 _62m'(d+rw,)) ]1— (1 _ ej:2ni(6+ml)+2kwlzi)
L, =

—2xt(0+ Tw,) G:[:2ni(d—rw,)+2km,ni
X(l—e )ll(l— H
k-

Si 'on emploie P'écriture habituelle

& (1] w) = 2¢* "™ gin ux

)(]1 (1 . 62uwm') (1 _ e2uni+2mom') (1 _ 8—2“7‘i+2"w"i) .

n=1
-w”i-- = 2nwni
Hw)—=e ** 11 (1—” )1

n=1

et puis

et si 'on observe que I’on a

( | _ Anilitrw) ) (1 . e—2m'(6_tw,))

=8in (0'7:'+'wl) 7 . 8in (0’ —_— t'wg)m G’li‘l’(‘wl +1D,) .

le produit entre parenthéses deviendra

(911) er"(w, -+ w,)mwi 'ﬂl (6 + T, | wl) 8'1(6 — T, l w2) —
H (w,)H (1,) -

et notre résultat prend la forme

4 (61 T I Wy 1w2)

9% ——v;;K(a, byc;0,7; 1)=—log (o, | w,,w),

comme Kronecker a trouvé le premier.*)

Nous avons obtenu quelques autres propriétés**) des fonctions
K et K’ en nous appuyant sur un dévelopement qui s’obtient plus
facilement que (4) et (8%); nous nous réservons i une autre occasion
de faire une étude analogue sur les développements que nous venons
de considérer. |

*) Sitzungsberichte d. kinig. preussischen Akademie d. Wissenschaften, 1883.

**) Ziékladové theorie Malmsténovskych fad. Mémoires de P’Académie
tchéque, 1o année, 2¢ classe, No. 27.
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