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О ПОПЕРЕЧНИКАХ УРЫСОНА 
«МЕРНОЙ ЭВКЛИДОВОЙ СФЕРЫ 

В. М. ТИХОМИРОВ и Л. А. ТУМАРКИН 

Москва 

1. Пусть Р — компактное метрическое пространство (с фиксированной ме
трикой). Поперечником Урысона $(Р), к = 0, 1, 2,..., называется нижняя 
грань чисел е > 0 таких, что имеется замкнутое е-покрытие Р кратности 

к + 1 [1]. 
Для компактов, лежащих в банаховом пространстве, имеются и другие 

характеристики их „массивности", именуемые поперечниками: поперечники по 
Александрову, Колмогорову, Бернштейну, Гельфанду [2] и ряд других. Попереч
ники во всех смыслах образуют монотонную последовательность: й0(Р) ^ 

Представляют интерес фигуры, у которых все ненулевые поперечники оди
наковы. Для поперечников во всех перечисленных смыслах, кроме урысонов-
ского, за такую фигуру, расположенную в гильбертовом пространстве, можно 
принять и-мерный шар (то есть центральное сечение шара в гильбертовом 
пространстве л-мерной плоскостью). К. А. Ситников [3] показал, что если эвкли
дово пространство само и-мерно, то шары в этом пространстве суть един
ственные фигуры, для которых й0 = йх = ... — йп~и где йк — поперечники по 
Александрову. 

В тридцатых годах одним из авторов настоящей заметки была высказана 
гипотеза, что для п-мерной эквлидовой сферы (то есть границы (п + 1)-мерного 
шара) все ненулевые поперечники по Урысону одинаковы. В случае п = 2 так 
оно и есть [2]. 

2. Целью настоящей заметки является доказательство следующей теоремы, 
в которой Еп+Х есть (п + 1)-мерное эвклидово пространство, где норма вектора 
х =- (хи ..., хп+1) определяется равенством ||х| -= у/(х\ + ... + х*+1), а 

5п={хеЕп+1: ^ х * - 1}. 
* = 1 

Теорема. ^(5 Й ) = 2 при 0 й к й (и - 1)/2. 

Доказательство. Пусть [Си ..., См] есть некоторое замкнутое покрытие 
5 я кратности к + 1,где& ^ (п — 1)/2. Обозначим через С\ 5-раздутие множеств 
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С, с 5": 

С? = { у б 5 " : т ф - > > | | <8], . = 1,...,М. 

При достаточно малом д > 0 [Сд

и ..., С^] есть октрытое покрытие 5 й той же 
кратности к + 1. 

Обозначим через Ж нерв покрытия \С\9..., С^] [4]. Реализуем Л гомео-
морфно в Е2к+1 с Еп

9 что возможно в силу неравенства между к и и [4]. Пусть 
Р - каноническое отображение Х " в / с Е " [4]. 

В силу теоремы Борсука об антиподах [5] найдутся две диаметрально-
противоположные точки х0 и — х09 принадлежащие 5й, отображающиеся в одну 
точку х е Ж. В силу построения канонического отображения х0 и — х0 принадле
жат одному и тому же множеству С?0. Значит, диаметр С?0 равен двум. В силу 
произвольности 5 максимальный диаметр элементов покрытия [Си...9 См] 
таже равен двум. В силу же произвольности покрытия [Си ..., С м ] мы полу
чаем, что <#(5И) ^ 2. Откуда в силу того, что <1%(8п) = 2 и из монотонности 
поперечников мы получаем, что <#(5И) = 2, 0 <; к ^ (п - 1)/2, что и требо
валось. 
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